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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden stochastische Charakteristiken der Lésung parabolischer
Differentialgleichungen mit zufélligen Neumann-Randbedingungen mit Hilfe der
Finite-Elemente-Methode angegeben. Dabei wird der Berechnung der Korrelations-
bzw. Varianzfunktion besondere Bedeutung beigemessen. Das stochastische Rand-
anfangswertproblem wird durch Anwendung von FEM-Techniken durch ein System
gewOhnlicher Differentialgleichungen mit stochastischen inhomogenen Termen ap-
proximiert. Die Modellierung der stochastischen Eingangsparameter durch e-korre-
lierte Felder gestattet Entwicklungen der Losungscharakteristiken nach der Korre-
lationslange. Numerische Beispiele enthalten den Vergleich zwischen analytischen
Ergebnissen und Simulationsresultaten.
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1 Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Losung parabolischer Randanfangswertaufgaben
mittels Finite-Elemente-Methoden. Das Hauptinteresse liegt dabei auf der Berechnung
und Simulation stochastischer Kenngrofien wie Korrelations- bzw. Varianzfunktion der
Losungen.

Behandelt werden parabolische Differentialgleichungen der Art
2

ou 0 ou
. = f(t R?
T ;Zl o (/\Z(t,x) axi) flt,x), ze€GC

mit einer Anfangsbedingung

u(0,z) =up(zx), ze€G (1.1)
und den Randbedingungen
ou
a—N(tax> —P(t,x,w)
(8G)1

(%(t’ )+ a(u(t, z) —ua(t, x))) =0.

(0G)2

Der Wérmeeinfluss P(t,z,w) tiber den Rand (0G); wird als zufillig betrachtet. Die-
ses Problem konnte beispielsweise als Modell eines Bremsvorganges im Rad oder eines
Kupplungsvorganges im Fahrzeug dienen.

Der Bremsklotz driickt auf die Bremsscheibe, wobei es infolge der Reibung zu einem
zufélligen Warmefluss iiber die Oberfliche des Bremsklotzes kommt. Je nach Beschaf-
fenheit der Oberflichen von Bremsscheibe und Bremsklotz ist die Reibung und damit der
Wairmeeinfluss unterschiedlich stark. Anlehnend an [1], [2] erscheint es sinnvoll, diesen
zufilligen Warmefluss und damit indirekt die Oberflichen von Bremsklotz und Brems-
scheibe als e-korreliertes, zufélliges Feld zu approximieren.

Die Eigenschaft der e-Korreliertheit meint, dass die Korrelationsfunktion R(x,y), z,y €
R™ einer zufélligen Funktion f(z,w), € R™ verschwindet, wenn der Abstand zwischen
den Punkten x und y grofer als die Korrelationsldnge £ > 0 ist. D.h. fiir |z —y| > € sind
die Funktionswerte f(z) und f(y) unkorreliert. Somit sind e-korrelierte Funktionen cha-
rakterisiert als zuféllige Funktionen ohne Distanzeffekt. Im Gegensatz zum vielbenutzten
White-Noise-Modell kénnen diese Funktionen aber eine beliebige Glattheit besitzen.

Von Interesse ist nun die zufdllige Warmeausbreitung innerhalb des Mediums und da-
bei insbesondere deren stochastische Charakteristiken, wie Korrelations- und Varianz-
funktion.

Abschnitt 2 geht auf einige verwendete Aspekte der Theorie finiter Elemente ein. Als
Ergebnis der FE-Diskretisierung ergibt sich das stochastische Anfangswertproblem
Mhﬁh(t) + Khﬂh(t) = fh(t)
AB: Mh@h(()) == dh,
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wobei die Matrizen Mj, und K, die Masse- und Steifigkeitsmatrix der diskretisierten
Randanfangswertaufgabe (1.1) darstellen. Der Vektor f;, bezeichnet den inhomogenen
Term, in welchen der zufillige Warmestrom P eingeht. Abschnitt 3 widmet sich der
analytischen Losung des erhaltenen stochastischen Anfangswertproblems sowie der Be-
rechnung seiner Korrelationsmatrix E{w,(t;)u} (t2)}. Die Idee beruht auf einer Eigen-
wertzerlegung der Systemmatrix A, = M, 'Kj. Darauf aufbauend ergibt sich die Kor-
relationsfunktion E{uy (t1, z1)up(t2, 2)} der diskretisierten Losung u;, des Randanfangs-
wertproblems (1.1). In den abschliefenden beiden Abschnitten werden Moglichkeiten
einer direkten Simulation des betrachteten Randanfangswertproblems aufgezeigt. Die
Modellierung des zufélligen Warmeeinflusses P(t, z,w) iiber den Rand (0G); erfolgt da-
bei als e-korreliertes, zufilliges Feld. Zur Simulation solcher Felder wurde der Ansatz
iiber Moving-Average-Felder gewahlt, welcher dadurch motiviert wird, dass die Korre-
lationsfunktion eines Moving-Average-Feldes der Ordnung (p, q) aufserhalb einer (p, q)-
Umgebung der Null verschwindet. Diese Eigenschaft korrespondiert mit der definieren-
den Eigenschaft einer e-korrelierten Funktion, deren Korrelationsfunktion aufserhalb der
e-Umgebung der Null verschwindet. Die Anwendung von Moving-Average-Feldern stellt
eine Erweiterung der in [1| vorgeschlagenen Vorgehensweise dar. Die Varianzen der simu-
lierten Losung des Randanfangswertproblems werden mit den in Abschnitt 3 berechneten
Varianzen verglichen.

2 Finite-Elemente-Methode

Die Uberlegungen beziehen sich auf das parabolische Randanfangswertproblem (RAWP)

%—ii Al(tx)ﬁu = f(t,x) r€GCR?, z= (v,
8t £ axl i\ Uy 81’1 - ) ) - 1,42

AB: u(0,x) = ug(x) z€G
RB 1. Art: wu(t,z) = g1(¢, x) rely (2.1)
0
2. Art: a—if(t,x) = ¢o(t, ) zely
3. Art: %(t,x} + a(t,v)u(t,z) = a(t,z)uas(t,x) x €T3

9 . 9
mit ¢ € (0,7), 8—]1\? = ; )\la—ZnZ (7 = (n1,n)" Normalenvektor).

I'; bezeichnen die Randstiicke des betrachteten Gebietes G mit I'y UT, U T's = 0G.
In der Variationsformulierung besitzt das RAWP die Form

(g, v)o + a(t;u,v) = (F(t),v) Yv e Vy

(2.2)
AB: (u(0,-),v)o = (ug,v)o Vv € V.
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Dabei werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

(uy,v) = / w(t, z)v(x)da

G
a(t;u,v) = /

2

Z Xi(t, 2)ug, (t, @)v,, (@)dz + / a(t, z)u(t, z)v(z)ds

G I3
(F(t),v) = /f(t,a:)v(w)dm+/gg(t,x)v(x)ds+/04(t,x)u,4(t,x)v($)ds.
G ) I's

Der Raum Vj beschreibt den Raum der Testfunktionen und ist gegeben durch

Vo={ve H(G):v=0aufI'}
mit  H'(G) = {u € Ly(G) : I verallg. Ableitung gu

€ Ly(G),i = 1,2}.

2

Eine Losung von (2.2) ist eine Funktion u(t, z), die (2.2) gentigt und fiir die gilt

u(t,-) € Vy, == {u(t,") € H(G) : u= gy auf I'y;t € (0,T)},
u(t, ) € Ly(G),t € [0,T], u(t,-) stetig fiir 0 <t < T,
ur(t, ) € Lao(G),t € (0,7, w(t,-) stetig fuir 0 < ¢ <T'.
Um eine Diskretisierung des Problems (2.2) zu erhalten, wird zunéchst das Gebiet G

diskretisiert. Dabei bezeichnet h den Diskretisierungsparameter. Im Weiteren werden Vj
und Vj, durch die endlichdimensionalen Mengen

Von = {Uh cop(z) = Z Uipi(x)}

bzw.

Vorn = {Uh(tyf) up(t,w) = Z ui(t)pi(z) + Z 9t ifj)pj@)}

iEXh jE’Yh

ersetzt, wobei

n={1,2,..., N} die Indizes aller Knoten z* auf G,
xn=1{1,2,..., Ny} die Indizes aller Knoten z* auf GUTy U T,

Yp = {Ny+1,..., N} die Indizes aller Knoten z* auf I'y

angeben und {p;, ¢ € Y} ein System von Ansatzfunktionen mit lokalem Tréger bezeich-
net.
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Bei Zugrundelegung von V, und Vj,;, folgt aus (2.2) die semidiskrete Ersatzaufgabe, die
Galerkin-Formulierung, des Randanfangswertproblems (2.1):

My, (t) + Kn(t)u,(t) = [, (t)

(2.3)
AB: Myu,(0) =d, .

Dabei wurden die folgenden Ausdriicke eingefiihrt:

M, = ((piapj)0>i7jeXh ,Massenmatrix*,

Ku(t) = (a(t;pi, pj))i,jeXh Steifigkeitsmatrix®,

JETR JEYR

T
[, = ((F(t),pﬁ — > it 27) (s pio — X2 gl(taxj)a(t;pj7pi)>
, Lastvektor, o

T
d, = ((uo,pi)o -y gl(O,xj)(pj,pi)()) ,Moment der Anfangstemperatur.
J€TR )
1EXhH

Der Losungsvektor w, (t) = (uni(t))iey,

eine approximative Losung von (2.2)

un(t,w) =Y uni(Opi(x) + Y o1t 27)p; (). (2.4)

1EXH JER

des Anfangswertproblems (2.3) fithrt somit auf

Beziiglich der konkreten Finite-Elemente-Technologie sei etwa auf [5] verwiesen.

3 Berechnung der Korrelationsfunktion

Die Losung u, des im vorigen Abschnitt hergeleiteten stochastischen Anfangswertpro-
blems (2.3) ldsst sich darstellen als

u,(t) = G(t)d, + /G(t —s)f,(s)ds mit G(t) == e’ijlKhch’l. (3.1)

Hierbei werden A := A\{(t,2) = A\y(t, z) als konstant und «(x) als zeitunabhéngig voraus-
gesetzt, so dass die Steifigkeitsmatrix K (t) unabhéngig von der Zeit ¢ ist.

Fiir die weiteren Uberlegungen wird das RAWP (2.1) konkretisiert. Das betrachtete
Gebiet sei das in Abbildung 3.1 dargestellte Rechteckgebiet. Randbedingungen (RB)
1. Art seien nicht vorhanden, des Weiteren sei die RB 2. Art, welche den Warmeeinstrom
iiber den Rand I'y beschreibt, zuféllig und habe die Gestalt

%(t,x) = —/\%(t,x) = —-\P(t,z1,w), x€T,.
2
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Die Randbedingungen 3. Art dagegen, welche den Warmestrom infolge von Temperatur-
unterschieden im Innen- und Aufengebiet beschreiben, seien deterministisch und gegeben

durch

0
a—;(t,x) +a;(u(t,x) —ua(t,z)) =0, xely,, i=2,34,

wobei die Koeffizienten «; als konstant vorausgesetzt werden sollen.

H F373

s I's4

I

-R 0 R Ty
Abbildung 3.1: Gebiet G

\j

Damit hat (2.1) die Form

u — ANAu = f(t,z,w) r € GCR?
AB: u(0,z) = up(x) r€G
2
RB 2. Art: %(t,x) = P(t,z1,w) x ey (32)
(9x2
o

3. Art: (t,x) + a;(u(t,x) —ua(t,z)) =0 ze€ly,; 1=23,4.

ON
Es bezeichne w(t, z) die Losung des zu (3.2) gehorenden gemittelten Problems, das man
erhélt, wenn man die im obigen RAWP enthaltenen zufélligen Grofen durch ihre Erwar-
tungswerte ersetzt. Dann ergibt sich fiir
u(t,z,w) == u(t,r,w) — w(t, x)

bei deterministischer Anfangsbedingung ug(z) das RAWP

Uy — AN = f(t,r,w) reGCR?

AB: u(0,z) =0 z€G

RB 2. Art: @(t,x) = P(t,z,,w) z ey (3.3)
8x2
on

3. Art: (t,x) +a;u(t,x) =0 zeTly,, i=2,3,4,

ON
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wobei f := f —E{f} und P := P — E{P} gesetzt wurde. In diesem Fall berechnen sich
die Elemente der Steifigkeitsmatrix als

dp; 0
a(t; pi, p;) = )\/ Z ;}: xi]d:lfldmg—l—Zak /pjpzds (3.4)

k=1 s,

und der Lastvektor als
T

L (tw) / (t,z,w)p;(x d:c—i—)\/ (1) P(t, 21, w)ds

G I i€xn

Die Anfangsbedingung in (2.3) hat dann die Form d,, = 0.

Im Weiteren sollen die inneren Wérmequellen f (t,x) nicht zuféllig sein, so dass sich
f(t,z,w) = 0 ergibt. Somit kann der Lastvektor geschrieben werden als

[, (tw) = /Fi(s)P(t, s,w)ds (3.5)
R 1€Xh

mit Funktionen F;, die sich aus den Ansatzfunktionen bestimmen. Die F; sind i. allg. von
Null verschieden nur fiir Indizes von Knoten, die auf dem Rand I's liegen.

Die Galerkin-Formulierung des RAWP (3.3) kann in der Form (vgl. (2.3))
My, (t) + Ky, (1) = f, ()5 ,,(0) = 0 (3.6)

geschrieben werden, wobei hier die Elemente der Matrix K, mit (3.4) und der Vek-
tor f, (¢) mit (3.5) gegeben sind. Die Losung von (3.6) lisst sich darstellen als (vgl. (3.1))

uy(t,w) = /G’(t —s)f,(s;w)ds, G(t) = exp(—M, *Kpt)M,*. (3.7)

Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, die Korrelationsfunktion und speziell die Varianz-
funktion der Losung zu bestimmen. Wir erhalten aus (3.7) unter Einbeziehung von (3.5)

w(t,w) // (t —s)E(r)P(s,r,w) ds dr

mit F(t) := (F;(¢))k, und fiir die Korrelationsfunktion

1E€EXh
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Setzt man fiir das zufillige Feld P(s,r,w) die e-Korreliertheit voraus, so ergibt sich

ti2 R
1
lim ——E{u,(t))u] (t2)} = // (t1 — 8)E(r)ET (r)GT (ty — s)a(s,r)dsdr  (3.8)
€1,6210 €1€9
mit t19 := min{t¢;, >} und der Intensitét

€1 &2
2

a(t,z) := lim 7 E{P(t,z)P(t + s,z + 1)} dsdr
€1,e210 £1€9
—€1 —€2

(siehe etwa [2]). Die e-Korreliertheit beinhaltet die Forderung, dass die Korrelationsfunk-
tion von P der Eigenschaft

E{P(t,z)P(t+s,z+7)} =0, falls |s| > e oder |r| > ey

geniigt.

Eine Korrelationsfunktion mit dieser Eigenschaft ist z. B. gegeben durch

E{P(t,2)P(t + 5,2 +7)} = Ri(s)Ro(r)  mit

o) 2 ) 2 (3.9)
<1—8—> ‘S| < &1 <1—6—> ‘Tl < €9
Ri(s) =0 ! und Ry(r) =0 2 :
0 sonst 0 sonst
Die Intensitat hierzu berechnet sich aus
9 €1 9 ) 9
4
azlimg—/(l—ﬂ> ds/(l—m) dr = —o?2.
€1,62/0 €1€9 €1 E9 9
Fiir kleine €1, g9 erhélt man
E{Qh(tl)ﬂz(tz)} ~ e162Ro(t1, t2)
e A (3.10)
mit  Ro(t1,t2) = / / G(t, — 8)E(r)ET (r)GT (ty — s) a(s,r)dsdr .
0 -R

Aus der Vertraglichkeit von Anfangsbedingung und Randbedingungen in (3.3) folgt
P(0,21,w) = 0 auf Is.
Auf F372 und F3’4 gllt

ou
tA—(t, 21, 22) + a; u(t, z1, x2) =0 fiir 0 <ay < H,
i z1=+R
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und Differentiation nach zy fithrt auf

0 ( ou ou
EA— [ —(¢ i —(t, 21, =0.
|: 81‘1 (axQ( ,Ihl’g)) + a 81'2( I 1'2):| R
Diese Beziehung in x5 = 0 betrachtet und [a‘%(t,xl,xg)] = P(t,z;) beriicksichtigt
xo=0

ergibt

[ﬂ:)\a—P(t,xl) + o P(t,$1>:| =0.
223} z1=%R

Folglich ist eine Intensitédt a(t,x1) = a = const fiir t > 0, |z1| < R mit diesen Vertrig-
lichkeitsbedingungen nicht vereinbar. Eine Intensitit mit

a(t,x1) = a = const fir t>0, || <R-9¢

ist jedoch mit diesen Bedingungen vertraglich. Resultate beziiglich der Korrelationsfunk-
tion der Losung des RAWP unterscheiden sich nur wenig, verwendet man die Intensitét
a bzw. a. Wegen der numerischen Vorteile wird in den folgenden Betrachtungen eine fiir
t >0, |r;1| < R konstante Intensitéit verwendet.

Aus (3.10) erhélt man in diesem Fall

t12
Ro(tl,tg) = a/e—Ah(h—s)Che—A{(tQ_s) ds

0

. (3.11)
mit O} = ]\4,1_1 /E(T’)ET(T)dTMh_T, G(t) = e_Ahch_l und Ay = Mh_lKh.
“R

Die Systemmatrix Ay ist, wie Lemma 3.1 zeigt, diagonalisierbar.

Lemma 3.1
Es seien M und K die Masse- bzw. Steifigkeitsmatrix des Systems (3.6). Dann ist die
Systemmatrix A = M 'K diagonalisierbar, d. h.

A=V AV,

Dabei bezeichnet A = diag(A1, g, ..., \,) eine Diagonalmatrix, deren Eintréige die Ei-
genwerte von A sind. Die Matrix V' besteht aus den zu den FEigenwerten gehérenden
Eigenvektoren als Spalten der Matrix.

Beweis.
Da M positiv definit und symmetrisch ist, existiert M ~3 . Mit K und M~3 ist auch
die Matrix M KM 2 symmetrisch und damit diagonalisierbar, d. h. es existiert eine
Matrix V' mit N N N N

VM s KM 2V~ = (VM2)M 'K(VM?)™" = A.

Folglich ist auch M~!K diagonalisierbar. 0O
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Aus Ay, = VALV folgt eF4rs = VeV -1 und damit aus (3.11)

t12
Ro(t1,t5) = aVi, / e~ Mnlti=y 1oy YT e hnlta=s) gg /T
0
Setzt man
R
Ch =V, 1OV T = (M)~ / F(r)E" (r)dr (M, V)T, (3.12)
—-R
so ist
t12
Ro(ty, t2) = aViRo(ty, t)ViT mit Ro(ty, ts) = / e~ Mnt=9) G e Mnlt2=9) g
0

Die Elemente der Matrix Ro(t;, ;) kénnen geschrieben werden als

éh’ij (exj(trtg) _ efAitrAjtz) fiir t; <t

éo,i‘(tla ty) = '
J )\z + )\j (e)\i(h*tl) _ e*)‘itlf)‘ﬂ'tz) fiur to <t

Die approximative Losung des RAWP (3.3)
ap(t,x) = > up(t)pi(z)

1EXR

fiihrt auf die Korrelationsfunktion

E{u(t1, z)up(ts,y)} = Z E{un,i(t1)un;(t2) }pi(2)p; (y)
X g8 Z Roij(t1, t2)pi(2)p; (y)

5,JEXR

(vgl. (3.10)). Fiir die Ansatzfunktionen gilt p;(z') = 1, wenn z* den i-ten Knoten be-
zeichnet.

Folglich stehen die Hauptdiagonaleintrége Ry ;;(t1,t2), ¢ = 1,2,..., N}, bis auf den Faktor
169 fiir die zeitliche Korrelation im Knoten z* der Vernetzung bzgl. der Zeitpunkte t;
und t5. Die Eintrage aukerhalb der Hauptdiagonalen bezeichnen die Korrelationen zwi-
schen iy, (t, 2") und 1y (te, 7). Dabei ist zu beachten, dass Matrixelemente von Ry mit
benachbarten Indizes nicht benachbarte Punkte der Vernetzung zu sein brauchen, son-
dern die dazugehorigen Punkte der Vernetzung iiber eine Elementzusammenhangstabelle
zu ermitteln sind.

Es soll nun noch auf die Moglichkeit eingegangen werden, die Korrelationsmatrix Ry aus
einer Lyapunov-Gleichung zu berechnen. Die Beziehung (3.11) kann in der Form

Ro(t1,t2) = CMf*AhtlQ(tlz)eﬁlﬂ2
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mit Q(7) := [ eAnsChehs ds geschrieben werden. Partielle Integration fiihrt auf
0

T

AnQ(r) = / A Crei® ds = e Che™hT — O, — Q1) AL
0

und damit auf die Beziehung
ApQ(1) + Q)AL = e Chei™ — G,

Multiplikation dieser Beziehung von rechts mit e~Ant2 und von links mit ae~n1 ergibt
die Lyapunov-Gleichung fiir Ry(t1,t2)

ApRo(t1,t2) + Ro(ty, t2) A} = ae~ At <6A’Lt120heA£t12 — Ch> e~ Ant2 (3.13)
mit t1o = min{ty, ¢y} . Fiir die Varianzfunktion Ry(t,t) folgt dann
AnRo(t,t) + Ro(t, ) AT = a <Ch - e*AhtChe*AZf) .
Ein Gleichungssystem der Art
A X + XAL =B,  (hier mit A, = M, 'K},), (3.14)

wie es fiir die Korrelations- und Varianzfunktion abgeleitet wurde, wird in der Literatur
als Lyapunov-Gleichung bezeichnet. Fiir eine detaillierte Einfithrung in deren Theorie
und Losungsmoglichkeiten sei auf [4] verwiesen. Zur Losung dieser Matrix-Gleichung
kann beispielsweise der Algorithmus von Bartels and Stewart [9] genutzt werden. Die
Methode basiert auf einer Schur-Reduktion auf Dreiecksform durch Ahnlichkeitstrans-
formationen.

Im hier betrachteten Fall kann mit Hilfe der Transformation A; = VhAth_l aus Lem-
ma 3.1 die Lyapunov-Gleichung gelost werden. Aus (3.14) folgt

VAV XV T v X VTV ATV T = vl B YT

und mit X := folX Vh’T ergibt sich eine Lyapunov-Gleichung fiir X

MX + XA, =V, BT (3.15)
Im Falle von X = Ry(t1,ts) gilt By, = ae~4r!t (eAht”C’heAZtl? — C’h> e~Ant2 und folglich
Vh’lBth’T = ge Mt <6Aht125heAht12 — 5h> e Mnt2 —, Eh mit @L nach Gleichung (3.12).
Die Losung der Lyapunov-Gleichung (3.15) ergibt sich dann elementweise als

- 1 ~
D VTS Wl
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und daraus die Losungsmatrix X = V, X V7.

Fiir die Korrelationsfunktion Ry(t1,ts) folgt

1 -
Ro(ty,t2) =V (mBh,ij(tlatQ))‘ | v.r
ijexn

J

und fiir die Varianzfunktion

— #’v g T v D _ ~ CARt  —Apt
Ro(t,t)—Vh<)\i+ Ath,U(t,t))m%Vh mit Bh(t,t)—a<0h e Mt Che )

4 Modellierung e-korrelierter Felder durch Moving-
Average-Felder

Abschnitt 3 beschéftigte sich mit der Berechnung der Korrelationsfunktion der Lo&-
sung eines stochastischen Anfangswertproblems der Form (3.6), welches aus der FE-
Diskretisierung des Ausgangsproblemes (3.2) hervorgegangen ist. In diesem Abschnitt
werden die erzielten analytischen Resultate mit Simulationsergebnissen in Beziehung
gesetzt, wobei der zuféllige Warmeeinstrom iiber den Rand I'; mit Hilfe von Moving-
Average-Feldern (MA-Feldern) als e-korreliertes, zufélliges Feld modelliert wird.

Die Vorgehensweise zur Modellierung derartiger zufélliger Felder gliedert sich in

e die Diskretisierung des Gebietes ([— R, R] X [0, t;nq.]) iiber ein Stiitzstellengitter mit
aquidistanten Absténden h; und hs in Orts- und Zeitrichtung,

e cine Generierung von abhéngigen Zufallsgrofen 7,; iiber Moving-Average-Felder in
jedem Gitterpunkt (7, 7) und

e die Interpolation zwischen den Gitterpunkten.

Mit diesem Konzept kann gesichert werden, dass die Korrelationsfunktion des zufélligen
Feldes die Struktur einer vorgegebenen Korrelationsfunktion hat.

Ein zufélliges Feld (7s)tsez wird ein zweidimensionales MA-Feld der Ordnung (p, q)
genannt, falls es sich durch die Beziehung

p q
MNts = Z Z aibjft_iys_j mit t, sel (41)

i=0 j=0
darstellen lisst. Dabei bezeichnet ({;;), ;o, ein White-Noise-Feld (d. h. die ; sind un-
abhéngig und identisch verteilt mit E{¢;} = 0 und Var {§;} = 07). Eine detaillierte
Darstellung zu MA-Feldern im Zusammenhang mit e-korrelierten Feldern ist in [11] zu

finden. Fiir weiterfiihrende Bemerkungen zu MA-Prozessen sei beispielsweise auf [7] oder
[8] verwiesen.

Wichtige Eigenschaften eines MA-Feldes sind in folgendem Satz zusammengefasst.
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Satz 4.1
Sei (ts), 4ez, €in Moving-Average-Feld der Ordnung (p, q). Dann gilt:

1. das Feld ist homogen,
2. E{nis} =0, t,seZ,

3. die Korrelationsfunktion des Feldes hat die Gestalt

p=|mi q—|m|

E{nts Nty 547t
L ( 2 dittivin| 3 bjbj+72|> nl<p =l <q¢ (49
= 1= J]=

=n (Tl ) 7_2)

0 sonst,
4. das Feld ist orthotrop.

Ein zentriertes Feld a(z), = = (z1,22) € R? wird als homogen bezeichnet, falls fiir die
Korrelationsfunktion

E{a(z)a(zr +y)} = Raa(y)
gilt und im Falle der Beziehung

E{a(z)a(z +y)} = Raallynl |1el)  mit y = (y1,22)
wird « als orthotrop bezeichnet.

Nach Gleichung (4.2) ergibt sich die Korrelationsfunktion ~, (71, 72) des zweidimensio-
nalen Falles aus der Multiplikation der Korrelationsfunktionen zweier eindimensionaler
MA-Prozesse

p

q
Cl,t = Z aigl,tfi und C2,t = Z bi€2,t7i~
i=0

i=0
Dabei bezeichnen (& ¢)icz und (&¢)tez White-Noise-Prozesse mit den Eigenschaften
E{&} =0, Var {&} = 0, k = 1,2. 07 ist mit 07 = o703 gegeben.

Ziel ist es nun, aus einer gegebenen Korrelationsfunktion (7, 7) ein MA-Feld zu er-
zeugen, welches die gleiche Korrelationsstruktur besitzt. Einschrankend wird von einer
Korrelationsfunktion der Art (7, 72) = v1(71)72(72) ausgegangen. Die Bestimmung des
MA-Feldes konzentriert sich auf die Berechnung der Koeffizienten (07, ag, ay, .. ., a,) so-
wie (03,bo,b1,...,b,), die sich aus

p—|71] q—|72|

Y, m) =n(m)e(n) = [ 0f Y @t | |03 D bibjim
=0 7=0

beziehungsweise aus

p—I7| a—ll

(1) = 02 Z @it mit |7/ <p  und () =05 Z bibiy; mit 7] <g¢q
i=0 =0
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ergeben. Eine Darstellung moglicher Losungsmethoden ist in [11] angegeben.

Mit Hilfe der Interpolation eines MA-Feldes (1)t sez aus Gleichungi(él.l) wird ein e-
korreliertes Feld f(t, z) erzeugt, welches den zufélligen Warmestrom P(t,z1) des Rand-
anfangswertproblems (3.3) modelliert. Dazu wird f(¢, z) durch

Ft,2) = pra(t) pay(z) my (4.3)

i,jEL
definiert, wobei

t—1;

. Z— Z .
p1i(t) == , ti=thy,  p2i(2) =P , % = iha.
hl h2

gesetzt wird und pq, ps : R — R Funktionen mit den Eigenschaften

e p(r)>0 firr e R,

e p(r)=0  fur|r|>1,

e p(—r)=1—p(l—r) firrel0,1]

bezeichnen sollen. Unter diesen Annahmen gelten fiir die Interpolationsfunktionen p. ;
die Beziehungen

o p.i(r;) =0ij,

o p.i(r)+piv(r)=1 fir r € [ri,ria],
® p(r)=0 fir r € R\ (rie1,mi41)

o > pu(r)=1 fir r e R.

Dabei steht die Variable r fiir ¢ bzw. 2, entsprechend fiir p; ; bzw. py; .

Das Interpolationsfeld f(¢,z) kann fiir ¢t € [¢;,¢;41] und z € [z;, z;41] geschrieben werden
als

f(t, 2) =p1i(t)p2,; (2)0i; + P1iv1(E) P2 (2)Nit1
+ p1i(t)p2,j+1(2)Mi 41 + Pric1 (B)D2,j+1(2)Mi1,j41-
1 rel0,1]

Fir p.(r) = { 0 sonst

der Art f(t,z) = n;; fur t € [t;, t;i11], 2 € [25, 2j41]. Der Fall p.(r) = (1 — |r|)* fithrt auf
lineare Interpolation, welche bei den numerischen Berechnungen verwendet werden soll.

ergibt sich ein Feld mit stiickweise konstanten Trajektorien
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Satz 4.2
Das zufallige Feld f aus (4.3) ist zentriert und e-korreliert mit der Korrelationslinge
e = (e1,82) = ((p+ 2)h1,(q + 2)hs) . Des Weiteren ist f periodisch verteilt mit der
Periode 0 = (hy, hs), d. h. es gilt fiir alle m € N und fiir alle Borelmengen B; aus R
P(f(tl, Zl) c Bl, RN f(tn, Zn) € Bn)
= P(f(t1 +mha,z1 +mha) € By, ..., f(tn + mhy, 2, + mhs) € By,).

Es zeigt sich (vgl. Abbildung (4.1)), dass die Varianz von f(t, z) nicht konstant ist und
folglich f(t, z) sich als nicht schwach homogen erweist.

11 I/ '

1 "’ ":""'I o

o i "/l il

e / lzl/,,;, // l"lllf,"llllllllll ,/1,‘;’0,,,0 ////// ,’I; ll',llllllll //,',
Ty "’11,,;;/////’7///////,/, ,;;o,'#/, #//////I/ 'l, 'I/,’/IIII/IIII/// ,"Il/,,l il }I/IIII;I;;///” "/f'lll/,,,
1R il /""”’”/;//’,"l" ""Il//”””/”’ I/"I"'llf/ ///,/,/, /,,,III//,,

,,,I ""\ il

W H‘\“ “
05 \ :Q\\\ \ \\\\ \\“\\\ m,llll,'////// ///'l I

\ \\\\\\\\ \\\ \\\ NI
04sl. \\\ \\\ : I/IN

m

/M Ip I// / \\\\\

\\\

Abbildung 4.1: Varianzfunktion von f(t, 2)

Durch eine zuféllige Verschiebung der Argumente des periodisch verteilten Feldes f(t, z)
kann dieses in ein streng homogenes Feld iiberfiihrt werden.

Satz 4.3

Es sei @ = (aq,a3) ein auf [0, hy| x [0, hy| gleichverteilter Zufallsvektor, wobei ay, s
als unabhéngig vorausgesetzt werden. Des Weiteren werde « als unabhingig von dem
zugrunde liegenden White-Noise-Feld (&;;); jez angenommen. Dann ist das Feld

p(t, z,w) = f(t+ a1,z + az,w) (4.4)
streng homogen und besitzt eine Korrelationsfunktion der Gestalt
hi ho

E{o(t,z2)p(t + 1,2+ 1)} = h11h2//E{f(s,r)f(s+71,T+Tg)}dsd7"

RWP(TD 7_2)'

Weiterhin ist ¢(t, z) e-korreliert mit Korrelationslidnge e=(ey1,e2)=((p + 2)h1, (¢ + 2)hs).
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5 Numerische Ergebnisse und Simulation

Mittels statistischer Auswertungen iiber Realisierungen der Losung des RAWP (3.3)
werden erhaltene Ergebnisse zur Korrelationsfunktion mit Simulationsergebnissen vergli-
chen. Der e-korrelierte Wiarmeeinfluss P iiber den Rand I'y wird mit Hilfe des zufilligen
Feldes ¢(t, z) aus Satz 4.3 erzeugt. Die Losung der FE-Probleme basiert dabei auf der in
Abschnitt 2 kurz beschriebenen Vorgehensweise. Dabei ist zu bemerken, dass die Massen-
matrix M), sowie die Steifigkeitsmatrix K, aufgrund der zeitlich konstant angenommenen
Parameter unabhéngig von der Zeit sind und somit nur einmal fiir alle Zeitschritte ge-
neriert werden miissen. Der Lastvektor f hingegen muss aufgrund der Zeitabhangigkeit
des zufilligen Wirmeeinstroms in jedem Zeltschrltt neu berechnet werden.

Bemerkung 5.1 Eine Reihe von FEM-Programmen benutzt ein festes Netz, d.h. An-
zahl und Lage der Knoten sind festgelegt. In dieser Arbeit wird nur von einem Grobnetz
ausgegangen und dieses Schritt fiir Schritt verfeinert. Im Zusammenspiel mit einer ent-
sprechenden Verwaltung der Netzdaten fiihrt das auf

e cine problemangepasste Netzverfeinerung, wie in Abbildung 5.2 dargestellt und

e die Moglichkeit der Implementierung hocheffizienter Vorkonditionierer (vgl. [5], [6]).

Abbildung 5.1: Total verfeinertes Netz mit Abbildung 5.2: Adaptiv verfeinertes Netz
561 Knoten mit 447 Knoten

Die Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen die Struktur eines total verfeinerten und eines adap-
tiv verfeinerten Netzes. Obwohl das adaptiv verfeinerte Netz aus weniger Knoten besteht,
wird der Einfluss der zufilligen Randbedingung P iiber den Rand I'y besser beriicksich-
tigt und durch die Verfeinerung der Mittelzone und der zu I'; randnahen Zone kann
eine hohere Genauigkeit der zu bestimmenden Korrelations- bzw. Varianzgréfsen erreicht
werden. Somit wird ein Kompromiss zwischen der Auflésung des Gebietes und einer
niedrigen Dimension des zu losenden Anfangswertproblems erreicht.

Um realistische Schéatzungen stochastischer Kenngréffen anhand von Simulationen des
RAWP vornehmen zu konnen, ist eine grofte Zahl von Realisierungen nétig. Auf sequen-
tiellen Rechnern ist dies mit hohem Zeitaufwand verbunden. Hier bietet es sich an, dieses
Problem beispielsweise iiber eine Master-Slave Variante zu parallelisieren. Der Master-
prozess iiberwacht die Verteilung der einzelnen Simulationen sowie die Ubergabe der
Startwerte, die Realisierung des Wirmeeinstroms P, steuert die Kommunikation und
verwaltet die Ergebnisse. Die einzelnen Slaveprozesse fithren die Simulationen aus und
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geben die Ergebnisse an den Masterprozess zuriick. Umgesetzt wurden diese Algorith-
men auf dem Chemnitzer Linux Cluster (CLIC) unter LAM-MPT und mit verschiedenen
Clustergrofien mit bis zu 256 Prozessoren getestet. In Tabelle 5.1 und Abbildung 5.3
sind die Rechenzeiten in Sekunden in Abhéngigkeit von der Anzahl der durchgefiihrten
Simulationen aufgefiihrt. Es wurde das RAWP (3.3) der Dimension 447 mit jeweils 34
Zeitschritten und unterschiedlicher Anzahl von Simulationen auf unterschiedlich vielen
Prozessoren des CLIC gerechnet. Die einzelnen Maschinen sind mit 800-MHz-Pentium-

III-Prozessoren bestiickt.

I nep | 2 ] 4 8 16 32 64 | 128 | 256 |
10 6.5 3.9 5.0 - - - - -
20 12.8 7.0 6.4 5.0 - - - -
40 27.5 13.6 7.2 4.4 8.2 - - -
80 49.5 24.7 12.6 7.5 5.9 13.1 - -
160 100.0 51.7 26.0 14.3 10.1 9.9 16.0 -
320 199.4 99.4 52.7 26.2 14.6 10.3 158 | 358
1000 615.0 312.6 158.1 78.1 40.7 23.6 245 | 343
10000 6087.0 | 3056.6 | 1534.2 | 770.1 | 3868 | 196.2 | 1054 | 62.1
100000 || 61118.7 | 30616.5 | 15340.0 | 7661.2 | 3837.7 | 19384 | 973.2 | 492.1
1000000 || 609567.0 | 306692.0 | 153480.0 | 76797.0 | 38460.0 | 19207.3 | 9719.3 | 4854.8

Tabelle 5.1: Rechenzeiten in Sekunden bei einer Anzahl von N Simulationen mit unter-
schiedlichen Clustergréfsen p

Rechenzeiten der Simulationen auf 2 ... 256 Prozessoren

100000 [ T T - - - - - T
N=80 ———
N=320 ——
N=1000 ——
10000 | N=100000 ———
r N=1000000 ——— ]
1000 |- -]

100 |

Rechenzeit in Sekunden

10 |

2 4 8 16 32 64 128 256
Prozessoranzahl

Abbildung 5.3: Rechenzeiten in Abhéngigkeit von der Prozessoranzahl

Es zeigt sich, dass bei einem sinnvollen Verhéltnis von Rechenaufwand und Prozessoran-
zahl eine nahezu lineare Skalierung in der Zeit erreicht werden kann.
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Mit Hilfe der angegebenen Verfahren sollen die berechnete und geschitzte Varianzfunk-
tion der approximativen Losung 4, des stochastischen RAWP (3.3) mit f = 0 verglichen
werden. Dabei wurden die Materialparameter

R=100, H =80,
)\:10, O[QZO, 044:(), 0[3:]_

gewahlt und fiir die Simulation des e-korrelierten Feldes P wurden die Vereinbarungen

e die Korrelationsfunktion von P, an die ein MA-Feld der Ordnung (5,5) (vel. (4.1))
angepasst wird, besitzt die Gestalt

2
1—m) |S|<€1,|7"’<62

2

_ _ o (1 — M) o (
E{P(t,z)P(t + s,z + 1)} = e ©2
0 sonst,

e ¢ = (g1,69) = (1,1), d. h. die Korrelationslangen in t- bzw. z-Richtung betragen 1,

getroffen.

Bezeichnet man mit V (¢, x) = V (¢, 21, x9) = E{u}(¢,z)} die Varianzfunktion der appro-
ximativen Losung des RAWP (3.3), so kann diese aus den Betrachtungen von Abschnitt 3
berechnet werden (vgl. (3.11)). Die Realisierungen der Losung des RAWP (3.3) werden
als @ (¢, z) geschrieben, so dass sich eine Schitzung von V (¢, z) aus

n

S (g (t,x) — Ms(t,z))”

=1

1
n—1

Vs(t, I) =

400 T T T T T T T
geschitzte Standardabweichung mit 106 Simulationen——

=or berechnete Standardabweichung 1

300 - i

V(to, O, x2>

200 -} b

100 | N i

50 b ~:::;\1:::{‘ i

|
0 5 10 15 20 25 30 35 40
X2

Abbildung 5.4: Vergleich berechneter und geschétzter Standardabweichungen, ¢ = 100
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mit der Schitzung

1 )
Mg(t,z) = =3 it
5(7*1') n;uh(ax)
der Erwartungswertfunktion M (t,z) = E{u(t,x)} = 0 ergibt. n bezeichnet die Anzahl
der Realisierungen.

Ein weiteres Beispiel geht auf Untersuchungen von Bremsvorgingen in Kraftfahrzeu-
gen mit Hilfe elektroanaloger Methoden zuriick. Das Prinzip bestand in einer Intervall-
Aufteilung der Reibfliche, wobei in jedem Intervall unabhéngig mit der Wahrschein-
lichkeit p ein Wirmeeinstrom P simuliert wurde. Nach der Zeit ¢t = 34.1us wurde die
Temperatur in verschiedenen Tiefen des Materials gemessen und daraus die Varianz-
funktion geschétzt. Die erhaltenen experimentellen Ergebnisse konnten in [2] mit einer
analytischen Berechnung der Varianzfunktion verglichen werden. Mit Hilfe der hier un-
tersuchten Methoden kann ein Vergleich dieser Messungen mit den iiber FE-Methoden
berechneten und geschétzten Resultaten gegeben werden.

r L,

t

tcorr[
0

-R Lcorr R T

Abbildung 5.5: Realisierungen des Warmeeinstroms P(¢, z, w)

Die Materialparameter wurden entsprechend der elektroanalogen Messungen mit
R =48um, H = 25.3um,

K 2
P, —1.525-10°=, \=1278-10°%,
m S

Gy =y =0, as=2821-10""
S

gewihlt. Der zufillige Wéarmeeinstrom wird fiir (¢,x) € [ie1, (1 + 1)e1] X [jea, (7 + 1)eq]
modelliert als

P(t,z,w) = P,, mit Wahrscheinlichkeit p

0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p
und besitzt damit die Eigenschaften

o E{P(t,7)} = Pup,
o E{P(t,2)’} = (P)" (L —p)p,
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o P(t,z,w) ist e-korreliert mit ¢ = (g1, &3) = (5us, 5um).

Abbildung 5.6 stellt den Vergleich der berechneten und geschétzten Standardabweichun-
gen dar. Das Simulationsresultat wurde dabei auf einer Basis von 10° Realisierungen
erhalten.

35

\ geschitzte Standardabweichung mit 10° Simulationen ——
\
5o berechnete Standardabweichung - T
25 -
V(t(], 07 x 2)
\\
2 \\
15l \
s
05 |
0 Il Il Il Il Il
0 5e-06 1e-05 1.5e-05 2e-05 2.5e-05
2 [m]

Abbildung 5.6: Vergleich simulierter und berechneter Standardabweichungen, ¢ty = 34.1us
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