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Vorwort

Vom Herbst 1978 bis zum Sommer 2013 war ich an der heutigehnlgthen Universitéat
Chemnnitz an mathematischen Lehrveranstaltungen fir Stmte verschiedener Fachrich-
tungen, vor allem ingenieur- und wirtschaftswissensdioh#ir Studiengange beteiligt, ganz
am Anfang als Forschungsstudent auf Honorarbasis, seit ¥8r9 als Wissenschatftlicher
Mitarbeiter. Dabei hat sich eine groRe Sammlung von Aufgdlie Ubungen, Hausaufgaben
und Klausuren mit den entsprechenden Musterlésungerdgehider Ursprung der Aufgaben
ist in vielen Fallen fir mich nicht so einfach rekonstruirb

Die ersten von mir gehaltenen Lehrveranstaltungen waramgdn zur Vorlesung Analysis
fur Physiker an der damaligen Technischen Hochschule Mark-Stadt, am Anfang von
Prof. Volkmar Friedrich, dann von den Hochschuldozenteifiri®il Weinelt und Michael
Frohner. Sofern dafiir tiberhaupt vorab Ubungsblatter aeie wurden, waren diese hand-
geschrieben und im Spirit-Umdruckverfahre®@(mig*) vervielfaltigt. Neben anderen Lehr-
veranstaltungen war ich dann in den 1980er Jahren auch aeréléathematik-Kursen fur
Studenten des Maschineningenieurwesens beteiligt. Fe&edivurden spezielle Aufgaben-
sammlungen]] zum Preis von 80 Pfennig verkauft, z.T. wurden Aufgabetietéauch zum
Abschreiben ausgehangt.

Fur die von mir entworfenen Ubungen habe ich zunéchst teinauf Ubungshefter aus mei-
nem eigenen Studium, dann auf die Aufgabensammlung von8knf22], die unter anderem
von meinem ersten Mathematiklehrer in Karl-Marx-Stadtri@ed Liebold, aus dem Russi-
schen Ubersetzt worden war und die mich schon durch meinustuakegleitet hat, sowie auf
die Ubungsbande U1 — U34§), [27] und [23]) der damals viel benutzterVINOL “-Reihe
zurtckgegriffen. Zum grofRen Teil handelte es sich bei dermvio verwendeten Aufgaben um
Standardaufgaben, die so oder ahnlich auch in anderen Berigammlungen zu finden sind.
Die genannten Aufgabensammlungen enthalten als Losungést nur kurz die jeweiligen
Endergebnisse der Aufgaben. Besonders gemocht habe icluffjaensammlung zum Kurs
der H6heren Mathematik fur Technische Hochschulen von jDkyiiKruckovi€ und anderen
[8] mit teils sehr ausfuhrlichen Losungen.

Ab 1993 habe ich den Studenten teilweise, ab 1996 dann ndr maclATEX geschriebene
Aufgabenblatter zur Verfligung gestellt. Dies betraf isslmelere auch Ubungen und Semina-
re zu Kursen Algebra/Geometrie von Prof. Klaus Beer. Dafinke ich teilweise auf Material
von Uwe Wirker zurtckgreifen. Fur die Kurse wurden auch Abégaaus der Aufgaben-
sammlung von Ikramovl[6] verwendet.

1996 kamen die Ubungen zu der von Prof. Reinhold Schneidaltgelen dreisemestrigen
Vorlesung Mathematik fur Wirtschaftsinformatiker undgémieure hinzu. Zum Wintersemes-
ter 1996/97 wurden an der Fakultat fur Wirtschaftswisskeagen der Technischen Universitat
Chemnitz-Zwickau erstmalig Studenten fur die beiden getem8tudiengdnge im Grundstu-
dium immatrikuliert, nachdem es vorher den Studiengandsshaftsingenieurwesen nur als
Aufbaustudiengang gegeben hatte. Deshalb war von der &akint Mathematik nun auch
ein Hohere-Mathematik-Kurs mit sowohl ingenieur- als auwgtischaftswissenschatftlichen
Bezligen anzubieten.


http://de.wikipedia.org/wiki/Ormig
http://de.wikipedia.org/wiki/Min%C3%B6l
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Die mit IATEX geschriebenen Aufgabenblatter fiir den Kurs wurden teifsdet verteilt, teils
als Kopierexemplare in der Nahe von von den Studenten mezliéopierern ausgehangt. Ab
November 1996 wurden sie auch zum Download als Postsatgg-pereitgestellt, was mit er-
heblichen Nutzungs- und Akzeptanzschwierigkeiten beikiensteilnehmern verbunden war,
ab Wintersemester 1999/2000 schlie3lich als Pdf-Files.

Im Studienjahr 2000/01 wurde die Vorlesung Mathematik flrt¥¢haftsinformatiker und

-ingenieure von Prof. Horst Martini gelesen, an der Erauogy der Klausuren daftir waren
auch Lars Gohler und Walter Wenzel beteiligt. 2001 wurdeKiars geteilt, ich war dann

fir den Ubungsbetrieb fur die Wirtschaftsingenieure zudigh Die Vorlesung hielt Hoch-

schuldozentin Sybille Meyer bzw. bei Mathematik 11l 2002.4/0nd Mathematik I-11 2002/03

nochmals Prof. Reinhold Schneider. Die Aufgabenblattedemmun nur noch elektronisch
zur Verfiigung gestellt.

Von 2000 bis 2003 war die Fakultat fur Mathematik der Teotimen Universitat Chemnitz
Teilnehmerin des EU-ProjekteI RIAL-SOLUTION* (Tools for Reusable, Integrated, Ad-
aptable Learning — Systems/standards for Open LearninggUssted, Interoperable Objects
and Networking), in dem eine Technologie zur Erstellungpealisierter Lehrmaterialien ge-
testet wurde (s.4], [3], [12]). Um testbaren Inhalt fir dieses Projekt zu generiererrdem
u.a. ursprunglich unter Mitarbeit von Michael Konik und kheit Harbrecht erstellte Teile des
Vorlesungsskripts Mathematik fur Wirtschaftsinformatikind -ingenieure von Prof. Schnei-
der aufgearbeitet und um die vorliegenden Ubungs- und Kirausgaben mehrerer Kurse aus
den Jahren 1996 bis 2003 ergan2t{). Inhaltlich waren an dieser Bearbeitung neben mir vor
allem Michael Armbruster, Tino Eibner und Thomas Beckmaribklaineren Beitragen auch
Olaf Benedix, Ronny Joachim und weitere studentische Héfs&rbeteiligt. Damit war ein
erster Grundstock der hier vorliegenden Aufgabensammyi@sghaffen. Insgesamt enthielt
das Manuskript 480 Aufgaben, davon 170 mit Lésungen. Ledztaren vor allem aus den im
Netz veroffentlichten Musterlésungen der Hausaufgabéstamden.

Fur jede im Manuskript bearbeitete Aufgabe lag ein stru&tter ETEX-Code mit Aufgaben-
nummer, Aufgaben- und ggf. Losungstext vor. In dieser Foabehich dann alle ab 2003
von mir fur Ubungen, Hausaufgaben und Klausuren verwendatégaben erfasst, wobei
ich dann auch die zuvor meist nur handschriftlich vorliedgan Musterlésungen vollstandig
mit IATEX gesetzt habe. Die in den Losungen enthaltenen Bilder wuetdwweder aus den
alten handschriftlichen Lésungen eingescannt oder mit @emputeralgebrasystem Maple
erzeugt. Von 1995 bis 2006 war ich an den Ubungen zur Vortpsdathematik fur Studie-
rende der Wirtschaftswissenschaften von Prof. Bernd Luderteiligt. Dem dafir von Prof.
Luderer zur Verfiigung gestellten Ubungsmaterid]] [habe ich etliche Aufgaben, vor allem
auch einfihrende Aufgaben zu einigen Kapiteln, und Lostaggellungen entnommen. An-
sonsten sind neben von mir neu aufgestellten Aufgaben vée elwahnt solche aus verschie-
denen Quellen eingeflossen, die Musterldsungen wurderedibareu erstellt.

Der Uberwiegende Teil der ab 2003 erfassten Aufgaben emstalen Kursen Mathematik
I-111 fir Wirtschaftsingenieure und Hohere Mathematik  fierschiedene Bachelorstudien-
gange. Ersterer wurde als dreisemestriger Kurs durchgeafid begann letztmalig 2005, die
Vorlesungen hielt wie erwahnt Hochschuldozentin SybilnHrock [L4]. Nach der Bache-
lorumstellung wird seit 2006 der zweisemestrige Kurs Héhdathematik 1.1 und Hohere
Mathematik 1.2 angeboten. Zielgruppe sind die Bachelorshgiinge Automobilproduktion,
Print and Media Technology (bis 2009/10 Media Produkti@ports Engineering, Technik-
kommunikation und Wirtschaftsingenieurwesen, ab 2007 Gaé2907/08 noch als Diplom-
studiengang) sowie ab 2009 Sensorik und koginitive Psycgjel Vorlesende waren 2006/07


http://web.archive.org/web/20050605081341/http://www.trial-solution.de:80/
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und 2007/08 Hochschuldozentin Sybille HandrotE][ von 2008 an dann Prof. Roland Her-
zog [15] und Prof. Horst Martini im jahrlichen Wechsel.

Einige der Aufgaben aus der ,Bachelorzeit” stammen von Metheeise, der von 2007 bis
2009 speziell fur Wiederholer zum gerade besprochenen lkagmmte Hausaufgabenkom-
plexe erstellt hat. Wenige Aufgaben sind auch dem MatedalRD Uwe Streit zu den Ubun-
gen Hohere Mathematik | fir Maschinenbdb], an denen ich seit 2008 beteiligt war, ent-
nommen. Des Weiteren habe ich einige Aufgaben im Zusamnngniné Zugangsprufungen
von Ingeburg Hambach Gbernommen. Die MATLAB-Aufgaben in kK&p25 wurden von
Frank Schmidt fir den Kurs 2008/09 von Prof. Herzog aufgieste

Ich habe mich bemuht, hier die Kollegen und Studenten zulemesd, die in irgendeiner Weise
direkt an der Generierung der Aufgaben- und Losungstextslige waren. Sollte ich dabei
jemanden Ubersehen haben, bitte ich das zu entschuldigereben habe ich im Laufe der
Jahre fiir die Ubungen, Hausaufgaben und Klausuren mitrviétdlegen und studentischen
Hilfskraften zusammengearbeitet, denen ich fur viele gargen und Rickmeldungen sehr
dankbar bin. Stellvertretend sei hier nur Andreas Gunneaget, der als Student und Mit-
arbeiter an den Ubungen zu den Kursen von HSD Handrock, Reszog und Prof. Martini
beteiligt war.

Neben den Aufgaben aus dem Skripd]lag fiir alle Kurse ab 2003, fir die ich die Ubungs-
blatter erstellt habe, pro Semester jeweils ein File inkstnierter Form mit den Aufgaben
einschliel3lich Losung und systematischer Nummerierungdas tbrige Material aus den
Jahren zuvor in weniger strukturierter Form und meist nur hmandschriftlicher Musterlo-
sung. Insgesamt handelte es sich am Ende des Wintersesn2809/10 in unterschiedlicher
Form um 3143 Aufgaben in insgesamt 4890 Versionen. Ich haloe 2009 begonnen, par-
allel zur Erstellung der laufenden Ubungsblatter die vodemen Aufgaben zu iiberarbeiten
und vereinheitlichen. Dazu wurden die Versionen der emeelAufgaben aus den verschie-
denen Jahren verglichen, Dopplungen entfernt, die im LdafeJahre und in Abhangigkeit
von den jeweiligen Vorlesenden gebrauchten unterschigeti Bezeichnungen vorsichtig an-
geglichen und Bezlge zu konkreten Vorlesungen, z.B. auf nurarteeSatze, so verandert,
dass die Aufgaben und Musterlésungen auch unabhangig deverendbar sind. Fur Auf-
gaben aus der Zeit vor 2003 habe ich die Musterlosungen neliTpK gesetzt, wenn mir
diese fur Hohere Mathematik-Kurse fir Nichtmathematikegignet und fir die vorliegende
Aufgabensammlung interessant schienen.

Nach der Beseitigung von Dopplungen blieben 2529 Aufgabdriis mehreren Versionen
aus den verschiedenen Jahren brig. In die vorliegendeadefgsammlung einbezogen wur-
den aber nur Aufgaben mit ausfuhrlicher Musterldsungraithgys manchmal sehr &hnliche
Aufgaben. Wenn z.B. Aufgaben fir Klausuren vereinfacht ddeHausaufgaben abgewan-
delt wurden und fur beide Versionen die Musterlésung vontagden diese als verschiedene
Aufgaben aufgenommen. Einfihrende Beispiele sind vielfaitheiner zur Wiederholung in
der Ubung bestimmten kurzen Einfuihrung in die Theorie \le¥ae

Fur die Aufgabensammlung wurden die Aufgaben in eine ilibalsinnvolle Reihenfolge
gebracht und die Sammlung in 25 Kapitel gegliedert. Von deribhere Mathematik-Kurse
relevanten Themen nicht vertreten sind Wahrscheinlichieshnung und Statistik, da diese
immer in separaten Kursen behandelt wurden, an deren Qilmahig ich nicht beteiligt war.
Ansonsten sind aber die Themen durch die Mitarbeit an Kursesthiedener Vorlesender und
fur unterschiedliche Zielgruppen relativ gut abgedeckt.alen Aufgaben sind die Lésungen
anklickbar. Die bei den Aufgaben selbst angefiihrten Qoatigaben sind nicht vollstandig,
hierzu wird auf die obigen Ausfiihrungen und dasellenverzeichnigerwiesen.
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Die beschriebene Strukturierung wurde im Sommerseme8igt @bgeschlossen. Unter Ein-
beziehung der seit 2010 neu entstandenen Aufgaben emligiéltifgabensammlung am Ende
des Sommersemesters 2012 insgesamt 1641, am Ende des Semesers 2013 dann 1710
Aufgaben mit ausfuhrlichen Musterlésungen. Daneben lageh ca. 1000 weitere Aufgaben
meist ohne InATEX gesetzte Musterlosung vor, von denen ca. 700 inhaltliclui# Verwen-
dung in dieser Aufgabensammlung geeignet wéaren.

Hinweise zu der Aufgabensammlung nehme ich gern per Emgt haftmann@mathematik.
tu-chemnitz.deentgegen.


mailto:haftmann@mathematik.tu-chemnitz.de
mailto:haftmann@mathematik.tu-chemnitz.de
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1 Elementarmathematik

Dreisatzrechnung

Aufgabe 1.1 Ldsung

Fur 5 jeweils zu 80 % einer Vollzeitkraft beschéftigte Pamoentsteht ein monatlicher Lohn-
aufwand von 920GE. Es stehen zusatzlich monatlich Lohnmittel in Hohe von 6&18ur
Verfugung. Dafur sollen zu gleichem Stundenlohn 6 Arbeiiftie eingestellt werden. Zu wel-
chem Anteil kbnnen sie beschaftigt werden?

Aufgabe 1.2 Ldsung

\Von zwei Kérpern gleichen Volumens hat der erste die Dich8Kg/dn?, der zweite die
Dichte 2.7 kg/dm. Welche Masse hat der zweite Korper, wenn der erste die Masskg
hat?

Aufgabe 1.3 Lésung

Ein 40 cm langer Draht vom Durchmesser 4 mm hat die Masse 36\iayiel Meter Draht
von gleichem Material, aber vom Durchmesser 6 mm haben dss&180 kg?

Aufgabe 1.4 Ldsung

Draht aus gleichem Material, aber von unterschiedlichemcbuesser, wird mit den Angaben
120 g/m und 85 g/m angeboten. Die zuerst genannte Sorterteat Burchmesser von 5 mm.
Welchen Durchmesser hat die zweite Sorte?

Aufgabe 1.5 Ldsung

15 Kugeln mit einem Umfang von 70 cm wiegen 6,5 kg. Wievielgae 25 Kugeln aus glei-
chem Material mit einem Umfang von 60 cm?

Aufgabe 1.6 Losung

4 Arbeiter erledigen die Halfte einer Arbeit in 18 Stundeme Bndere Halfte der Arbeit soll
bei gleicher Durchschnittsleistung in 8 Stunden erledigtden. Wieviel Arbeiter werden
benottigt?

Vereinfachung von Termen

Aufgabe 1.7 LOsung
Ldsen Sie die Klammern auf und fassen Sie soweit wie moglisammen:

a) 32a—5b) —2[3(a+b) — (2a+5b)], b) (3a— 11b)(c—a+ 2b) !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_007-0.pdf
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Aufgabe 1.8 Ldsung
Klrzen Sie folgende Briiche:
357

a) 2a+6b, b) a°b°c |

3a+9b a’b*c
Aufgabe 1.9 Ldsung
Klrzen Sie folgende Briiche:

3a—6b a—2b a—b a°b?c

’ b T 5 1o d a2 = l
2) 4a—8b ) 4b—2a ©) a2 —b? ) ab3,/c
Aufgabe 1.10 Ldsung
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:
_ _ 2 W2 3 2
a)20(23_a_a(x+6)’ ) 2 b b a @ b | CI)2x4+2x + 7x +5x+5’
5X 3 2X 2X a+b X2 4+x+1

3K+2 a4k —9-7k X%y 4. Xy ? ) D)
) x3K+2 AT 7xn—9-7K f)( )( ) g)(—a)~%a, h)—a?a,

ud\2 w2y
i) /3910, ) Va2V, k) \/ VX241

Aufgabe 1.11 Lésung
Vereinfachen Sie folgende Ausdricke soweit wie mdglich:

_ _ 2 2
a—b 6a—15b 2a+b . 4ac+2b d) W,

2.3 2.3

3) b—a’ b) 4a—10b’ ©) act ~ 10a2c?’ e)(-a) &, f-ara!
Aufgabe 1.12 Ldsung
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit wie méglich:

4a—6b a’+2b  6a’c 2u—3v_6u—9v a—b
a) ——, b) : , c) : : d) —,

6a—9b ¢ 2a2+4b 4pg  24p3q3 b—a
e) In(a+b)?+In(a—b)?—In(a2—b?) !
Aufgabe 1.13 Ldsung
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit wie méglich:

b—a a’—b? b’—a? 4a+14b a+5b° 2a+10b°
a) —, ) — c) ’ d) —5 €) e 3

a—b a+b a—b 6a+21b ach?c ab?c

f) a™3p™3a* 2ha" 2 (ab)?, g) +/16x4y8 |
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_008-0.pdf
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_011-0.pdf
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Aufgabe 1.14 Ldsung
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:

_ 5 3 2
a) XY b) /7(_)(),6, o ¥ +2x4+-6x3+-9x +19x+35’

y—x’ X2+ 2x+5
24 (2 64243
d) 2—X Jrx+1_ x+4 2 | o) (x2)"—x(2) ) f) XBN+2y !
4—x2 X X+2 X+2x x8 (x2)"(x+3)2
Aufgabe 1.15 Lésung

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:

2 N X X242 1,
—1 x+2 X4x—2 X

y—X 2 ST\ (sinT _sin™®
a) x—y' b) Ve, C) <cosrr+cos4) (sm2 st, d) »

Aufgabe 1.16 Ldsung
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:
xX3—y?—z 24 In16—In4 m
8 ) (sin=+sin—) !
a) 72 e b) V&, ©) g d) (cosCLcos;D (sm 5 +sin g) !
Aufgabe 1.17 Lésung

2
Vereinfachen Sie den Ausdrucks— + ﬁ — ﬂ) - } !
x—1 x+1 x2—1 X

Aufgabe 1.18 Lésung
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:
a+b—c T T T T
a) c b a’ b) <smz+sm9 <S|nz+sm9 <cosz—c059 (cosz—cosg,
3 X8 +3x°—9x* - 2x34-30x2 — 19x— 56 xL=nydn+7
c) 1\1/(><2)3 X2 (%)%, d) > ! PN TEPE
Xc+3x—8 (x2)" (xn)
x-1 2  3x+1 1 34x-3% 1 In153—In17
_ |
" x Txo1tx22 x2—x+x2—3x+2' 9) |g800+3|920+ In3 '
Aufgabe 1.19 Ldsung

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:

a) %, b) <tan7—3T—tan9 (cotg+cot9, C) (tang—ta% (ta”g‘ta”<‘9)’

d) 2{1/)(33 /<x32 (x3)2> &) X0 —x°+2x4+ 1063 — 4x2 4 16x+ 32 f) (tar2x)° co$
X3+2x+4 ’ tanx sin*x
1
1 2% 5 20 3 (3Inx+2|nxy-|—|ny)|n)—(
- _ _ _ |
Dtz X+3 X2+x—6 x243x’ " In— |

Xy
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Aufgabe 1.20 Ldsung

. o 1 2
Bilden Sie fur 1—O+ 5x+10+ X2

+4 den Hauptnenner und fiihren Sie die Addition aus!

Aufgabe 1.21 Ldsung

. . 3 5 7 . .
_— 7 . |
Bilden Sie fur 1 - 2x+ 9x—18 3x den Hauptnenner und fuhren Sie die Addition aus!

Aufgabe 1.22 Ldsung
2
Igzﬂ+2) Lot 12
2401 " on_1 2041 401

Vereinfachen Sie den Ausdruc

Aufgabe 1.23 .- , Ldsung

Lésen Sie die Gleichung; —_x T !

Aufgabe 1.24 . , Ldsung
- : X X

Losen Sie die Glelchungﬁ = X%Z !

Ldsen von Gleichungen

Aufgabe 1.25 Lésung

Losen Sie folgende Gleichungen:

a) 2—3(7—4x) =5x—7+2(4x+3), b) x(x—15)(x+23)=0, c)x>—21x+110=0,

d) gz:_;:rle e) lg3x+4)=3, f) V/x+16—/x—12=2, ) cos&=1 !
Aufgabe 1.26 Ldsung
Lésen Sie folgende Gleichungen:

a) X(X+1)(x+2)(x+3) =0, b) 14?("_27: Zﬁf; ¢) Igx+1)=2, d) sinX=0 !
Aufgabe 1.27 Ldsung

Loésen Sie folgende Gleichungen:
a) (x+7)(x—8)(x+9)x=0, b) 3x—2) —2(4—6x) = 10x+ 21, c) sink=0!

Aufgabe 1.28 Ldsung
Bestimmen Sie alle Losungen folgender Gleichungen:

X+4 6x-7
2x—1 4x-3

a) cosx=1, b) lgx—10)=3, c) (x—2)(x—1)x(x+1)=0, d)
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Aufgabe 1.29 Ldsung
Lésen Sie folgende Gleichungen:

a) A3x+5)+50=9-3(x—5),  b) sin)—2(=0, ) VXF9—yX=11

Aufgabe 1.30 Ldsung

Auf einer 120 km langen Stral3e vénnachB fahrt 14.00 Uhr vorA ein Fahrzeug mit einer
Geschwindigkeit von 100 km/h in Richturigjund 14.18 Uhr vorB ein Fahrzeug mit einer
Geschwindigkeit von 80 km/h in Richturg Wann begegnen sich die beiden Fahrzeuge?

Aufgabe 1.31 Ldsung

Auf einer 152 km langen Stral3e vénnachB fahrt 12.00 Uhr vorA ein Fahrzeug mit einer
Geschwindigkeit von 100 km/h in Richturigjund 12.30 Uhr vorB ein Fahrzeug mit einer
Geschwindigkeit von 70 km/h in Richturg Wann begegnen sich die beiden Fahrzeuge?

Quadratische Gleichungen und Polynome

Aufgabe 1.32 Ldsung

Was versteht man unter quadratischer Erganzung? Gebem3eispiel fur eine Aufgaben-
stellung an, bei der ihre Anwendung nutzlich ist!

Aufgabe 1.33 Losung

Bestimmen Sie ohne Verwendung von Mitteln der Differeneenung die Koordinaten des
Scheitelpunktes der Parab@(x):azx2+a1x+ao7 ay #0 ! Welcher Zusammenhang besteht
zur Lésungsformel fir quadratische Gleichungen?

Aufgabe 1.34 Ldsung
Losen Sie die Gleichungen ay8-14x=19, b)x*— ;fxz — g =0!
Aufgabe 1.35 Ldsung

x=—2 undx=6 sind Nullstellen des Polynom§—5x3—38x?+132x+360. Ermitteln Sie die
beiden anderen Nullstellen!

Prozentrechnung

Aufgabe 1.36 Ldsung

Anteile an einem Investmentfonds werden zu einem Ausgdbealag von 5,3 % verkauft.
Wie hoch sind der Ricknahmepreis und der Ausgabeaufschlegn wer Ausgabepreis
77,48€ betragt?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_036-0.pdf

1. Elementarmathematik 17. Oktober 2014 15

Aufgabe 1.37 Ldsung

a) Ein Grundstick kostet incl. einer Maklercourtage vorv 3® auf den Grundstiickspreis
93 005,86<. Wie hoch ist der Grundstuckspreis, wie hoch die Courtage?

b) Die Courtage ihrerseits enthélt 19 % Umsatzsteuer auf ditobburtage. Wie hoch ist die
Nettocourtage, wieviel Prozent vom Grundstiickspreis dag®

Aufgabe 1.38 Ldsung

Am 01.01.2001 wurden im o6ffentlichen Dienst Ostdeutscatidadie Vergttungen von 87 %
auf 88,5 % der Westbeziige erhdht. Um wieviel Prozent ernégith dabei die Vergitungen?

Aufgabe 1.39 Lésung

Am 01.01.2002 wurden im 6ffentlichen Dienst Ostdeutsatidaghie Vergitungen von 88.5 %
auf 90 % der Westbezlige erhoht. Um wieviel Prozent erholtlrdsibei die Vergitungen?

Aufgabe 1.40 Ldsung

Am 01.01.2010 wurden die monatlichen TabellenentgelteBéschaftigten der ostdeutschen
Lander in den oberen Entgeltgruppen von®% auf 100 % der bisherigen Westentgelte er-
hoht, am 01.03.2010 erfolgte eine Entgelterh6hung (2?4

a) Um wieviel Prozent stieg fur die genannten Beschaftigteas tonatsentgelt am
01.01.20107?

b) Um wieviel Prozent stieg fir die genannten Beschaftigesidarzentgelt 2010 gegeniber
dem Dezemberentgelt 2009?

Aufgabe 1.41 Lésung

Am 01.01.2008 wurden die monatlichen TabellenentgelteBéschéaftigten der ostdeutschen

Lander in den unteren Entgeltgruppen von3% auf 100 % der bisherigen Westentgelte er-
hoht, die ihrerseits aber zum gleichen Termin uf@% erhtht wurden. Letztere Erhéhung

wurde dann im Osten am 01.05.2008 nachgeholt.

a) Wie grol3 war die relative Erhéhung der Entgelte der geteanBeschéaftigten am 01.01.
2008, wie hoch war sie am 01.05.20087?

b) Um wieviel Prozent war das Maientgelt 2008 gegenlber dexeBberentgelt 2007 ge-
stiegen?

c) Wieviel Prozent des Westentgelts bezogen die genanntschBiigten von Januar bis
April 2008?

Aufgabe 1.42 Ldsung

Ein Elektronikmarkt gewahrt in der ersten Verkaufswoche gehres auf bestimmte Produkte
einen Rabatt von 19 %. Der so bestimmte tatsachliche Brukauéspreis enthalt 19 % Um-
satzsteuer auf den tatsachlichen NettoverkaufspreisinBesin Sie fur ein derartiges Produkt,
das unrabattiert 114 kostet, den tats&chlichen Brutto- und Nettoverkaufspmisesdie Um-
satzsteuer!
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Aufgabe 1.43 Ldsung

Eine Fachmarktkette warb damit, am ersten Verkaufstagselaéres fir ihnre Kunden die
Mehrwertsteuer, die seinerzeit 16 % Mehrwertsteuer bepugbernehmen, d.h. sie verkaufte
zu dem Preis, der normalerweise Nettoverkaufspreis ohrieWwktsteuer war.

a) Wie hoch war der Rabatt?

b) Auch fir Verkaufe an dem genannten Tag entstanden raiié % Mehrwertsteuer. Wie-
viel Mehrwertsteuer musste an diesem Tag fur den Verkaet &are, die normalerweise
einen Bruttoverkaufspreis von 1@hat, ausgewiesen werden?

Aufgabe 1.44 Ldsung

a) Der Verkaufspreis einer Ware betragt®9Er enthalt 19 % Umsatzsteuer auf den Netto-
verkaufspreis. Bestimmen Sie den Nettoverkaufspreis untldisatzsteuer!

b) Im Rahmen einer Rabattaktion gewahrt der Verkaufer eineatRabn 19 % auf den ge-
nannten normalen Verkaufspreis. Auch der rabattierte Algdpreis enthalt die Umsatz-
steuer in Hohe von 19 %. Bestimmen Sie den Brutto- und den Nettaufspreis wahrend
der Rabattaktion!

Aufgabe 1.45 Ldsung
Fur eine Ware wurde ein Rabatt von 15 % gewahrt. Unter Berliakging dieses Rabatts
musste der Kaufer 14.78 DM zzgl. 15 % MWSt. bezahlen. WelchdraBdatte der Kaufer

dabei gegenuber dem urspringlich zu zahlenden Betrag éefdath der gesparten Mehr-
wertsteuer gespart?

Aufgabe 1.46 Ldsung

Am 01.01.2007 stieg der allgemeine Umsatzsteuersatz véh a6f 19 % des Nettoverkaufs-
preises, wahrend der ermalRigte Umsatzsteuersatz bei 7idheer

a) Wie grol3 war die relative Erh6hung des allgemeinen Uresaliersatzes?

b) Angenommen, ein Verkaufer konnte die Erhéhung des akbgeem Umsatzsteuersatzes
voll an den Kunden weitergeben. Um wieviel Prozent stiegBtattoverkaufspreis?

c) Angenommen, der Verkaufer konnte die Erhdhung des abgen Umsatzsteuersatzes
Uberhaupt nicht an den Kunden weitergeben. Um wieviel Piiofeed der Nettoverkaufs-
preis?

d) Jemand nimmt an, dass seine monatlichen Bruttoausgaben2su% Ausgaben betref-
fen, die nicht umsatzsteuerpflichtig sind, dem ermafigtersatzsteuersatz unterliegen,
dem allgemeinen Umsatzsteuersatz unterliegen und benakedJmsatzsteuererhohung
vom Verkaufer voll weitergegeben werden konnte bzw. degeatieinen Umsatzsteuersatz
unterliegen und bei denen die Umsatzsteuererhéhung vokaiar tberhaupt nicht wei-
tergegeben werden konnte. Um wieviel Prozent stiegen digattiohen Bruttoausgaben
durch die Umsatzsteuererh6hung, wenn unterstellt wirsk dech das Verbrauchsverhalten
durch die Steuererh6hnung nicht geandert hat?

Aufgabe 1.47 Ldsung

Das Wahlprogramm von CDU/CSU zur Bundestagswahl am 18.09.280%ine Umsatz-
steuererh6hung von 16 % auf 18 % vor.

a) Wie grol3 ware die relative Erhdhung der Umsatzsteuer g
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b) Angenommen, ein Verkaufer hatte diese Steuererh6huhgrvden Kunden weitergeben
konnen. Um wieviel Prozent wére der Bruttoverkaufspreisiggsn?

c) Angenommen, der Verkaufer hatte diese Steuererhohuerdpéibpt nicht an den Kunden
weitergeben kdnnen. Um wieviel Prozent wére der Nettowdgfaeis gesunken?

Aufgabe 1.48 Lésung
Ein Verkaufer fihrt eine Rabattaktion durch, bei der er ewdiBkt gegentber seinem norma-
len Verkaufspreis um 10 % billiger anbietet. Wahrend diedeioh verkauft er 50 % mehr
Einheiten dieses Produkts als sonst in dieser Zeit Ubliamwikviel Prozent muss der norma-
le Nettoverkaufspreis des Produkts Giber dem Einkaufslegisn, damit der Gewinn wéahrend
der Rabattaktion nicht niedriger ausfallt als der normale/iGe?

Aufgabe 1.49 Ldsung
Das Verhéltnis der Differenz von Verkaufs- und Einkaufspeim Verkaufspreis einer Ware
wird als Handelsspanne bezeichnet. Eine Faustregel dedleldarlautet, dass bei
10 % Preisnachlass der Umsatz um 70 % steigen muss, um deheagieGewinn zu erzie-
len. Von welcher Handelsspanne beim nicht rabattierters Pneiss man ausgehen, um zu
dieser Aussage zu gelangen?

Aufgabe 1.50 Ldsung
Der Anteil der Nebenkosten an der Bruttomiete einer Wohnuwetgug 40 %. Diese Brutto-
miete wurde wegen eines Mangels um 30 % gemindert. Um wi@rgtent steigt die vom
Mieter zu leistende Zahlung nach Beseitigung des Mangels

a) bei sonst unveranderten Bedingungen bzw.
b) wenn sich die Nebenkosten zum gleichen Zeitpunkt um 10Hbhem?

Aufgabe 1.51 Ldsung

An Hand eines Warenkorbes wurde festgestellt, dass sicliPidise gegentber dem Ver-
gleichszeitpunkt vor zwei Jahren um 3,16 % erhoht haben.

a) Wieviel musste fur den Warenkorb vor zwei Jahren bezaditlen, wenn jetzt dafir 1000
€ zu bezahlen sind?

b) Wie hoch ist die durchschnittliche jahrliche Inflatioais?

Umrechnung von Einheiten

Aufgabe 1.52 Ldsung
Rechnen Sie folgende Angaben um:

a) 04 hl/s in né/h,

b) 20 yd/s in km/h (1 yd (yard)=36 in (inches), s. Aufgab#.55),

c) 0,0263 Ib/in2 in kg/m? (1 Ib (international avoirdupois poune)453,59237 g)!

Aufgabe 1.53 Ldsung

Rechnen Sie eine Beschleunigung von 11%imsSeemeilen pro Stundenquadrat und in Licht-
jahre pro (julianische) Jahrequadrat um!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_053-0.pdf
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Aufgabe 1.54 Ldsung

Rechnen Sie eine Energie vorta Kilokalorien in Pferdestarkenstunden und in Tonnerdrekt
pro Tagequadrat um!

Aufgabe 1.55 Ldsung

Ein von einer Digitalkamera mit einer Auflésung von 8 Megagbim Seitenverhaltnis 4 : 3
aufgenommenes Bild soll mit einer relativen Auflésung vo® @ipi gedruckt werden. Be-
stimmen Sie die Seitenlangen des Ausdrucks in Zentimef@imBegriffe Pixel und Punkt
(dot) sollen dabei hier gleichgesetzt werden. Fir die Hinbell wird der 1958 durch ei-
ne britisch-amerikanische Vereinbarung festgelegtes;mdtional inch* mit einer Lange von
2,54 cm verwendet.

Wer sich fur die Abgrenzung zwischen den Begriffen Pixel &nhkt genauer interessiert, findet Néheres z.B.
in dem WikipediaartikePunktdichtgRelative Auflésung).

Aufgabe 1.56 Lésung
Ein Textverarbeitungsprogramm hat als Voreinstellungemlie Seitengré3e

(A) fur den amerikanischen Markt das Letterformat (8,5 X)Irhit Seitenréandern von je’1
und

(E) far den europaischen Markt das A4-Format (21 x 29,7 cnhBaitenréandern links, rechts
und oben von 2,5 cm, unten von 2 cm.

a) Welche Flache haben die Satzspiegel in den beiden Versiorcnt?

b) Ein langeres Dokument, das auch Zeichnungen im MaRsidl® und Bilder mit einer
Auflésung von 300 dpi enthalt, ist im Format (A) angefertigirden, soll aber im For-
mat (E) ausgegeben werden. Da eine Neuformatierung zu adfwést, sollen die Seiten
proportional so angepasst werden, dass der zur Verfiigehgraile Platz so gut wie mog-
lich genutzt wird. Auf wieviel Prozent &ndert sich dabei thesachlich genutzte Flache?
Welchen Mal3stab bekommen die Zeichnungen, welche AuftpdienBilder, wenn deren
Pixelzahl unverandert bleibt?

c) Beantworten Sie die gleichen Fragen fur den Fall, dass dasrent im Format (E) an-
gefertigt und im Format (A) ausgegeben werden soll!

Aufgabe 1.57 Ldsung

Beim Druck und in entsprechenden Anwendungsprogrammenaisré&inheit oft der DTP-
Punkt verwendet, dabei gilt 1 ia 72 pt.

Die Papierformate der A-Reihe sind so festgelegt, dass dasat@0 den Flacheninhalt von
1m? hat und bei Halbierung der langeren Seite jedes Mal ein Blatgichem Seitenver-
haltnis entsteht, das dann die um 1 hohere Nummer in der Reibé#.e

a) Stellen Sie in einer Skizze dar, wie sich das Format A4 auskormat AO herleitet!
b) Leiten Sie her, wie grol3 das Seitenverhéaltnis sein muss!
c) Berechnen Sie die Seitenlangen des A4-Formates in DTRt&hUN


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_055-0.pdf
http://de.wikipedia.org/wiki/Punktdichte
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_057-0.pdf
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Aufgabe 1.58 Ldsung

In den USA ist es ublich, das Papiergewicht in Pfund pro Ri&8 @ogen) vor dem Zuschnitt
in die Verkaufsform anzugeben, wobei fiir das dem A4-Formath @ntsprechende Letterfor-
mat (8,5x 11 Zoll) gangigerweise die Bdgen in vier Teile geschnittemdsa.

a) Rechnen Sie ein Papiergewicht von 20 Ib in die in Europaii®lEinheit gm? um!
b) Wie stark ist ein Blatt solchen Papiers in Millimeter, wedas Papier eine Dichte von 50
Ib/cu ft (Pfund pro Kubikfuf3, 1 ft = 12 in) hat?

Aufgabe 1.59 Ldsung

Korpergewicht

Der Body-Mass-Index berechnet sich als BM| . Im angelsachsischen Raum

(KorpergroRe)
erhalt man bei Verwendung der traditionellen MaRReinheRé&md (Ib) und Zoll (in) einen
Wert in Ib/ir’. Um die in gangigen Tabellen in kgfangegebenen Normwerte des BMI ver-
wenden zu kdnnen, miissen die Zahlenwerte von3limch Multiplikation mit einem Faktor
C in kg/m? umgerechnet werden.

Cisteiner der Werte 00142; 0142; 7,03 oder 703. Begrinden Sie anhand der Umrechnungs-
faktoren 1in=254cm, 1lb~45369 ohne Verwendung elektronischer Hilfsmittel, welcher
der angegebenen Werte fQrichtig ist!

Aufgabe 1.60 Ldsung
Im Hexadezimalsystem seien die Ziffern mit 0,1,2,3,458&9,A,B,C,D,E,F bezeichnet.

a) Stellen Sie die Dezimalzahl 47 hexadezimal dar!
b) Ermitteln Sie 2A1 + 1FB !

Summen- und Produktzeichen

Aufgabe 1.61 Ldsung
Gegeben seien folgende GroRen:

n| 0123 45 a:i\jlo 12
an| 2 1 4 3 2 1 1 |2 15
bh|15 3 1 2 0 4 2 |3 1 2

3 3 6

6
Berechnen SieY anbn, S (abi+1), Sia 1, 3 i
erechnen |enZOan n I;(& i ) .Z\;I& 1 i;'.

5
i =

5 5 2 2
S [ [ nd 2, o !

Aufgabe 1.62 Lésung
Gegeben seien folgende GroRen: Berechnen Sie

i| 01 2 3 4 5 5 5 4 5 2

a| 3 2-1 1 1 5 -Zsai’ _Z)as, > a1, _Z}_Z by; bys,
bi|-2 4 0 1 3-3 =0 1= k=2 I=01=1

byi| 1 7-4 0 3 1

2


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_062-0.pdf
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Aufgabe 1.63 Lésung
Gegeben seien folgende Grol3en: Berechnen Sie

[ 0 1 2 3 4 5

Xx|-2 2 3 1 0 4 Z;X" Z (X+2), 2Xk+z, kak, le,
C1j 5 4 3 2 1 0 ~

G| 5 6 7 8 9 10 S o 5CX S
G| 0-1 2 1-2 3 Zi]_ i) Z i kZ 1kC3ks Z k1Ck3 !
Aufgabe 1.64 Ldsung
Gegeben seien folgende Grol3en: Berechnen Sie

] o 1 2 3 4 5 S 5 5 3 4

a | 5 4 4 3 2 1 >a, y@—1), a1, ) a, ) Mman,
bllj 11 10 -5 10 12 13 J;’ '; '; k=0 m=1

3 5 2 2
ij okb3k, Bimam:3 !
bzj | O 1 2 0 1 2 i;jzl kZO ;n;o "

Aufgabe 1.65 Lésung
Gegeben seien folgende Gro3en: Berechnen Sie
n o 1 2 3 4 5

an| 6 5 4 3 2 1 Z)azn,z)aﬁl Z)alﬂ, Z)aleZib“’

bin 7 8 9 10 11 12 5

bm|-1 -2 -3 -4 -5 —6 i, 3 bab LS b
bo| 1 -1 1 -1 1 -1 lez”' 3kbks, I; 2 bm )

Aufgabe 1.66 Lésung
Gegeben seien folgende Gro3en: Berechnen Sie
n o 1 2 3 4 5

5 4 4 3 5
| 1 1 2 2 3 3 ZOC"’ _;(Ci+1>, i;CH—l, i;ici,i;%,

du| 11 12 13 14 15 16

5 2 5 3 3
dp | -1 -2 -3 -4 -5 —p 4 S doda S d a1
al T o 1 o 1 o I;]Zl i kZO k20, I; 11 mZZ im | !

Aufgabe 1.67 Ldsung
Gegeben seien folgende GrolR3en: 3 3 2

njo 1 2 3 Berechnen S|eZ)an, Z)a+1 iaj, Z}ao,
=
3

OMM

an |9 10 11 12

2
SR o [ 5,20 250

Aufgabe 1.68 Ldsung
Welche der folgenden Umformungen sind richtig:

n

a) iia; = jiajﬂ, b) Zla. Z} a+1), c) i;(Sai +1) :Sjia,— +1?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_063-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_063-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_064-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_064-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_065-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_065-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_066-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_066-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_067-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_067-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_068-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_068-0.pdf
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Losung

Begruinden Sie, warum die Veranderung des Preisniveaus voisi@da® zum Berichtsjahr

A durch den (Laspeyres-)Preisindex

3 PP
1

2 BB
2 bq
=1

A_
5=

beschrieben werden kann, wobein Laufindex fur verschiedene Wargm,deren Preise und

gi deren Mengen seien!

Aufgabe 1.70
Berechnen Sie fur die Daten

2007

Losung
2009

Ware

Preis Menge

Preis Menge

Brotchen
Brot
Kuchen

0,40 300
1,90 50
0,80 100

0,43 365
2,00 43
0,95 85

den Laspeyres-Preisindex (s. Aufgab&9 von 2009 bezogen auf das Basisjahr 2007 sowie
die durchschnittliche jahrliche Preissteigerung!

Aufgabe 1.71

LOsung

Ein Geschétft erzielt in den Monaten eines Jahres folgendgéitha:

Monati

UmsatzU;

12
2 U

3000€
2800€
3500€
2500€
3000€
2000€
1000€
1500€
3000€
5000€
8000€
11000€

Berechnen Sié:l;L I Wie kann diese GroR3e interpretiert werden?

> Ui
i=1

Aufgabe 1.72

Losung

Zwischen den Orten A und B bestand 8 Stunden lang ein Bus-Remnkiehr im 10-Minuten-
Takt. Daflir waren 6 Busse im Einsatz, die sich nicht Gberhalted jeweils 30 Minuten nach
der Abfahrt an dem einen Ort am anderen zur Rickfahrt startétebezeichna j die Anzahl
der Fahrgaste imten Bus (=1,...,6) beim j-ten Umlauf ( =1,...,8) in der Richtung,
wobeik=1 die Fahrt von A nach B unkl= 2 die Fahrt von B nach A bezeichnet. Driicken
Sie folgende Sachverhalte mithilfe des Summenzeichens aus


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_069-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_069-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_070-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_070-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_071-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_071-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_072-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_072-0.pdf
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a) Insgesamt wurden 2219 Fahrgéste beférdert.

b) Es wurden mehr Fahrgaste von A nach B als von B nach A betdrde

) In der Richtung von A nach B waren die Busse durchschnitthath23,9 Fahrgasten be-
setzt.

d) Mit dem flnften Bus wurden insgesamt 455 Fahrgéaste befiirde

e) Beim zweiten Umlauf wurden mehr als doppelt so viele Fadtegdefordert als beim ersten
Umlauf.

f) Beim achten Umlauf fuhr der vierte Bus leer hin und zurick.

Aufgabe 1.73 Ldsung

An einer Klausur, bei der 40 Punkte zu erreichen waren undiéenur ganzzahlige Punkte
vergeben wurden, nahmen Studenten aus 6 verschiedenaear@tingen teil. Zum Bestehen
waren 16 Punkte erforderlich. Es bezeiclayedie Anzahl der Studenten des Studienganges

I i=1,2,...,6), die ] Punkte erreichten. Dricken Sie folgende Sachverhalteilfaitties
Summenzeichens aus:

a) An der Klausur nahmen insgesamt 411 Studenten teil.

b) 222 Teilnehmer haben die Klausur nicht bestanden.

c¢) 3 Klausurteilnehmer schafften keinen einzigen Punkt.

d) 86 Klausurteilnehmer gehdrten zum Studiengang 3.

e) Vom Studiengang 5 haben 52 Teilnehmer bestanden.

f) 43,1 % der Teilnehmer aus dem Studiengang 6 haben die Klaushirbestanden.
g) Die Teilnehmer aus dem Studiengang 1 erreichten duraitficih 151 Punkte.

Aufgabe 1.74 Ldsung

Ein Hausaufgabenkomplex mit 5 Aufgaben wurde von 380 Stietdrearbeitet. Die Arbeiten
wurden von den studentischen Hilfskraft&iis D korrigiert. Dabei korrigierte der Korrektor
A die Arbeiten der Studenten 1 bis 95, der Korrel&attie der Studenten 96 bis 190 usw. Es
bezeichnep;j die Punktzahl, die der Studenbei der Aufgabej erreicht hat. Driicken Sie
folgende Sachverhalte unter Verwendung des Summenzsiah&ormeln aus:

a) Der Student 27 hat bei dem Hausaufgabenkomplex insg&gaRinkte erreicht.

b) Der KorrektorC hat bei der Aufgabe 3 insgesamt 325 Punkte vergeben.

c) Bei der Aufgabe 4 wurden im Durchschnit2® Punkte erreicht.

d) Insgesamt wurden 7992 Punkte vergeben.

e) Der KorrektoB hat mehr Punkte vergeben als der Korrekor

f) Bei der Aufgabe 1 wurden mehr als doppelt so viele Punki@ht als bei der Aufgabe 2.
g) Bei der Aufgabe 2 wurden weniger Punkte erreicht als beeaeleren Aufgaben.

Aufgabe 1.75 Lésung

mZiegeleien beliefern Gber einen Zeitraum von einem ddmustellen. Es bezeichigg den
Bedarf an Ziegelsteinen von Baustelien Monat j sowieK;; die Lieferkapazitat der Ziegelei

I im Monat j. Driicken Sie folgende Sachverhalte unter Verwendung desri&mzeichens in
Formeln aus:

a) Die Baustelle 5 bendétigt im II. Quartal 1 Mio. Steine.

b) Im Monat November haben die Ziegeleien eine Gesamtkefazitat von 1,5 Mio. Stei-
nen.


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_073-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_073-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_074-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_074-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_075-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_075-0.pdf
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c) Im Oktober macht die Lieferkapazitat von Ziegelei 3 melsr40 % der Kapazitat aller
Ziegeleien aus.

d) Der Bedarf aller Baustellen auRer 1 und 2 im Mai kann alleircilZiegelei 1 gedeckt
werden.

e) Im Februar reichen die Lieferungen der Ziegeleien 3 biebtraus, den Bedarf der Bau-
stellen 4 bis 7 zu decken.

f) Mehr als die Halfte des Gesamtjahresbedarfs aller Bdastelird im 1l. Halbjahr von den
Baustellen 1 bis 6 bendétigt.

Aufgabe 1.76 Ldsung

Ein Geschaft hat Filialen. Es bezeichnet den im Kalendermopét=1,...,12) in der Filiale
i (i=1,...,n) erzielten Umsatz mit)jj und die in diesem Monat in dieser Filiale entstandenen

Kosten mitKjj. Driicken Sie folgende Sachverhalte unter Verwendung desiiemzeichens
in Formeln aus:

a) Der Jahresgewinn des Geschéfts betragt 156000
b) Mehr als die Halfte des Jahresumsatzes wird in den Filialeis 3 erwirtschaftet.
c) Die Filiale 4 erzielt 60 % ihres Jahresumsatzes im V. Qar

d) Die Filiale 5 erzielt in den Monaten April bis Oktober metis doppelt soviel Umsatz als
im Rest des Jahres.

e) Die Filiale 6 ist defizitar.

Aufgabe 1.77 LOsung

Ein Geschaft hat Filialen. Es bezeichnet den im Kalendermopét=1,...,12) in der Filiale
i (i=1,...,n) erzielten Umsatz mit)jj und die in diesem Monat in dieser Filiale entstandenen

Kosten mitKjj. Driicken Sie folgende Sachverhalte unter Verwendung desiiemzeichens
in Formeln aus:

a) Der Jahresgewinn des Geschéfts betragt 106000
b) 40 % des Jahresumsatzes werden in den Filialen 1 und Zsrinaftet.
c) Die Filiale 3 erzielt mehr als die Halfte ihres Jahresumesim IV. Quartal.

d) Die Filiale 4 hat einen doppelt so hohen Jahresumsatz iwiEitiale 5.
e) Die Filiale 5 ist im I. Halbjahr defizitar.

Aufgabe 1.78 Lésung

Eine Firma verkauft 70 Produk® zu Preiserp; (j=1....,70) inn Fabrikverkaufsstellen. Im
Jahr werden in der Verkaufsstellé =1,...,n) x; Stlick des Produktely abgesetzt. Driicken
Sie folgende Sachverhalte unter Verwendung des Summdéezeién Formeln aus:

a) Das ProdukP,7 wird im Jahr insgesamt 20000 mal verkauft.

b) Das ProdukpBsg ist unverkauflich.

c) Der Jahresumsatz des Fabrikverkaufsstellennetzeggba® Millionen€.

d) Die Halfte des Jahresumsatzes wird in den Verkaufsatéllgs 3 erzielt.

e) 60 % des Jahresumsatzes werden mit den ProdBkias Py erzielt.

f) Die Verkaufsstelle 5 verkauft mehr von dem ProdBig als alle anderen zusammen.


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_076-0.pdf
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Aufgabe 1.79 Ldsung
Zur Umsatzanalyse in Abhangigkeit von der Tageszeit drisesHandelsunternehmen nhit
FilialenF (i=1,...,]) seinen Tagesumsatz nach Artikéip(j = 1,...,m) und Verkaufsstun-
denTy, letztere reichen jeweils voki00 Uhr bisk.59 Uhr. Es sepj der Verkaufspreis einer
Einheit des ArtikelsA; und g« die Anzahl der in der Filialds in der StundeT, verkauften
Einheiten des Artikel#\;. Driicken Sie unter Verwendung des Summenzeichens aus:

a) den Tagesumsatz der Filidtg
b) den Tagesumsatz des Gesamtunternehmens,
c) den Anteil des ab 19.00 Uhr erzielten Umsatzes am Tagegamhss Gesamtunternehmens,
d) den Umsatz, den die Filiald®, F3 undF; zusammen ab 19.00 Uhr erzielen,
e) den Umsatz, den das Gesamtunternehmen vor 10.00 Uhr afrtilegin A4, As, Ag und
A7 erzielt!

Aufgabe 1.80 Ldsung

Ein Unternehmen stellt im Betriebsstatten Erzeugnisse her, wobei jedes Erzeudgjigj =
1,...,n)injeder Betriebsstatt®; (i = 1,...,m) gefertigt werden kann. Es wird die Produktion
eines Kalenderjahres betrachtet; 1, ...,12 seien die Monate. Ferner sei

p;j der Verkaufspreis einer Einheit des Erzeugnigses

kij die Kosten der Fertigung einer Einheit des Erzeugnigses der Betriebsstatts;,

Xijt die Zahl der Einheitek;, die inB; im Monatt hergestellt werden,

Gewinn= Verkaufserlos- Fertigungskosten.

Drucken Sie unter Verwendung des Summenzeichens aus

a) wie viele Einheiten des Erzeugnis§gsn dem Jahr insgesamt hergestellt werden,

b) welcher Verkaufspreis aus den im Il. Quartal in der Betrst#itteB; gefertigten Einheiten
des Erzeugnissds; erlost werden kann,

c) welcher Gewinn aus der gesamten Jahresfertigung deeBsstittd3; erzielt wird, wenn
alle Erzeugnisse verkauft werden,

d) welcher Gewinn aus der gesamten Jahresfertigung andfrizsere, undEs erzielt wird,
wenn alle Erzeugnisse verkauft werden!

Elementargeometrie

Aufgabe 1.81 Ldsung
Beweisen Sie mithilfe der nebenstehenden Skizze den Sa :
des Pythagoras!

Aufgabe 1.82 Losung
Geben Sie die Formel fur die Umrechnung eines Winkels von Bogd in Grad an!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_079-0.pdf
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Aufgabe 1.83 Ldsung

Ermitteln Sie durch Betrachtung der Winkel im gleichseiigezw. im gleichschenkligen
rechtwinkligen Dreieck den Sinus, Kosinus und Tangens \@n45° und 60 !

Aufgabe 1.84 Ldsung
Wie kann man den Mittelpunkt eines kreisrunden Bierdecké®imem Stift sowie

a) Zirkel und Lineal bzw.
b) einem (rechtwinkligen) Zeichendreieck

bestimmen?

Aufgabe 1.85 Ldsung
rrist das Verhaltnis von Umfang und Durchmesser eines Krefsggen Sie mit-
hilfe der nebenstehenden Abbildung, das8 2rr< 4 gilt! ;

Aufgabe 1.86 Lésung
r sei der Radius eines Kreises. Angenommen, Sie sind sichhamsmb fur den
Flacheninhalt des Kreise&=rmr2, A=7r? oder A=2mr? gilt. Entscheiden Sie ;
sich mithilfe der nebenstehenden Abbildung fir eine didserFormeiln!

Aufgabe 1.87 Ldsung

Die Spitze eines 40 m hohen Turmes erscheint vom Erdbodenrdas einem Winkel von
20°. Wie weit ist der Turm vom Betrachtungspunkt entfernt?

Aufgabe 1.88 Losung
Jemand sieht zwei 5 km voneinander entfernte Tirme in einémkéMvon 15. Bestimmen
Sie unter der Annahme, dass beide Turme gleich weit von denad®ger entfernt sind, die
Entfernung zwischen dem Betrachter und den Turmen!

Aufgabe 1.89 Ldsung
Ein geradliniger Weg fuhrt in der Mitte zwischen zwei Pfellerechtwinklig unter einer
Briicke hindurch. Die beiden Pfeiler haben einen Abstand \M8tern. Ein sich auf dem
Weg befindender Betrachter stellt durch Peilung fest, dasseein einem Winkel von 20
sieht. Wie weit ist er von der Briicke entfernt?

Aufgabe 1.90 F L@sung
In nebenstehender Skizze habe das Trak@ED die paral- [ [
lelen Seiten der LangeRC = 30m undDE = 20m, die einen /P E

Abstand von 10 m voneinander haben. Ferner habe es den glei-
chen Flacheninhalt wie das ParallelograaBiGF. Berechnen
Sie die Lange des Lotes vom Purikawuf die Streckd®E ! A B C



http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_083-0.pdf
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Aufgabe 1.91 Ldsung
In einem Mo6belhaus wird ein Tisch bestellt, der die Form ei@eiadrates mit

Seitenldnge 80 cm haben soll, an dessen eine Seite ein dallakigesetzt ist.
Fur die Berechnung des Preises muss der Verkaufer u.a. dierdange des
Tisches berechnen. Ermitteln Sie diese!

Aufgabe 1.92 Ldsung

Die Erde hat am Aquator einen Umfang von ca. 40075 km. Um diesé ein Seil genau
dieser Lange gespannt. Nun werde das Seil um einen Metg&mngent und so gespannt, dass
es von der Erdoberflache einen konstanten Abstand hat. Bestirie diesen Abstand!

Aufgabe 1.93 do Ldsung
Der in der nebenstehenden Schnittzeichnung dargestdife|A

behalter habe die Form eines geraden Kegelstumpfes mérfolg
den MalRend; =17cm,d>=25cm,h=30cm.

a) Berechnen Sie das Fassungsvermdgen des Behélters in Liter s |h

b) Ermitteln Sie die Lange der Mantelling{siehe Skizze)!

c) Wie hoch ist der Materialverbrauch fur die Herstellungesi
solchen Behalters in Quadartmetern?



http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/01_091-0.pdf
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2 Logik

Aufgabe 2.1 Ldsung

Handelt es sich bei folgenden Formulierungen um Aussagesthidaen Sie ggf. den Wahr-
heitswert!

a) Kopernikus war ein Astronom. b) O du fréhliche!

¢) Mampu ist kakatylisch. d) Auf dem Jupiter gibt es keine i@pwon Leben.
a a a
brcbte
Aufgabe 2.2 Ldsung

Bestimmen Sie den Wahrheitswert folgender Aussagen:

a)3<4AN4<3, Db)3<4Vv4<3, c)3<4AN-(4<3), d)3<4s -(4<3),
e) Fur alle reellen Zahlexgilt x> 3 < —(x< 3).

f) Es gibt ein reelles, fur das =(x < 3) A —(x> 3) gilt.

g) 3< 4 A Jupiter ist ein Planet.

h) 3< 4 Vv Der Mond ist aus K&se.

i) Wenn meine Grol3mutter Rader hatte, ware sie ein Autobus.

. X
j) Fur alle reellen Zahlen hatm den Betrag 1.

k) Wenn es sich bei einem Vieleck um ein Dreieck handelt, gcabe die Winkelsumme
180°.

Aufgabe 2.3 Ldsung
a) Das Mietenuberleitungsgesetz vom 6.6.1995 (BGBI | S. 7d&)lete unter gewissen \Vor-
aussetzungen eine Mieterhdohung von 20 % und regelte dann:

Der Erhéhungssatz ermaligt sich um 5 vom Hundert bei Wolhmraer nicht mit einer
Zentralheizung und einem Bad ausgestattet ist.

b) Nachdem die Vorschrift von Vermietern, Mietern und Gletén unterschiedlich interpre-

tiert worden war, anderte der Bundestag diesen Satz. Hieniblelete die ,Freie Presse”
am 2.12.1995 auf der Titelseite:

Der Bundestag hat nun das ,und“ gegen ein ,oder" ausgetausch
c¢) Tatséchlich jedoch wurde der zitierte Satz durch das Zesg Anderung des Gesetzes
zur Regelung der Mieth6he vom 15.12.1995 (BGBI | S. 1722) gedimde

Der Erh6hungssatz ermafigt sich auf 15 vom Hundert bei Wahmr bei dem die Zen-
tralheizung oder das Bad oder beide Ausstattungsmerkrahlerf.

Formalisieren und analysieren Sie die Zitate vom StandpderkAussagenlogik!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/02_001-0.pdf
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Aufgabe 2.4 Ldsung

Bei der 5. Sachsischen Landesgartenschau in Reichenbactbh200gen die Eintrittspreise
fir Tages-Einzelbesucher 18, bei Anreise mit OPNV 1. Vergiinstigungen gab es fiir
.Beglnstigte”, fur die der Preis generell ) sowie fur Kinder, Jugendliche und Studenten,
fur die der Preis generell € betrug. Fur Kinder unter 6 Jahre musste kein Eintritt bezahl
werden.

Stellen Sie durch Verknipfung der Aussagen

b: Besucher war ,Begtinstigter” j: Besucher war Kind, Jugendlicher oder Student
k: Besucher war Kind unter 6 Jahren o: Besucher war mit OPNV angereist

mit den Junktoren, V und A dar, in welchen Fallen der Eintrittspreis fur Tages-Eibesl-
cher 13€ sowie in welchen Fallen er 3 betrug! Wenden Sie auf die von Ihnen angegebenen
Darstellungen die de Morganschen Regeln an und geben SikmanitHilfe jeweils eine wei-
tere Darstellung an!

Aufgabe 2.5 Lésung
Fur welche der folgenden Intervalfeist die Aussagex € A— |—§| = ’)):%i wahr:

a) A= (—,0), c) A= (0,0), e) A= (1,0)?

b) A:[O7oo), d)A:[]-?OO)’

Aufgabe 2.6 Lésung

Zeigen Sie, dass flr alle Aussagely, zdas Distributivgesetx A (yV z) <= (XAY) V (XA 2)
gilt!

Aufgabe 2.7 Ldsung

x und o seien zwei verschiedene der Operationen/ und <. In welchen Fallen gilt das
Distributivgesetzax (boc) <= (axb)o (axc), in welchen nicht?

(Dallmann, H. und Elster, K.-H.: Einfuhrung in die hoheretitamatik fir Naturwissenschaft-
ler und Ingenieure. Band I. Jena: Gustav Fischer 1987, S. 878&: Ubungsaufgabe 7 aus
Abschnitt 1.7.)

Aufgabe 2.8 Ldsung

a) Vereinfachen Sie die AussageV (—a A b) !
b) Drucken Sie die Aussage und ihre Vereinfachung mit umgsmgichlichen Mitteln aus!

Aufgabe 2.9 Ldsung

Bestimmen Sie den Wahrheitswert des Ausdrugks [(p = q) <= (—-g=-—p)] in Abhan-
gigkeit von den Wahrheitswerten vgnundq und vereinfachen Sie den Ausdruck!

Aufgabe 2.10 Ldsung
Vereinfachen Sie die AussageV [(p=-q) < (pA—Q)] !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/02_004-0.pdf
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Aufgabe 2.11 Ldsung
Negieren Sie folgende Aussage: ,Zu jedem Mann gibt es eiae, e ihn nicht liebt.”

(Wenzel, H.; Heinrich, G.: Ubungsaufgaben zur Analysisiofesr. 1. (einbandige) Aufl. 2005
(zuvor 2 Bande), Aufgabe 1.6b, S. 9)

Aufgabe 2.12 Lésung
Beweisen Sie mithilfe der Wahrheitswerttabelle den SatzdeKontraposition (Prinzip des
indirekten Beweises)(p=-q) <— (—q=—p)!

Aufgabe 2.13 Ldsung
a) Beweisen Sie mit Hilfe einer Wahrheitswerttabelle, dass\dssage

(pA (=0 =-—p)) = q eine Tautologie ist.
b) Geben Sie ein verbal formuliertes Beispiel an, bei demedlesitologie genutzt wird!

Aufgabe 2.14 LOsung
Es gelte folgende Implikation:

{Die Ware ist verdorben3}-{Die Ware darf nicht verkauft werden.}
Welche Folgerungen kénnen getroffen werden, wenn folgéndsagen wahr sind:

a) Die Ware ist verdorben. b) Die Ware ist nicht verdorben.
c) Die Ware darf verkauft werden. d) Die Ware darf nicht velfksverden.

(Wenzel, H.; Heinrich, G.: Ubungsaufgaben zur Analysisibfeer. 1. (einbandige) Aufl. 2005
(zuvor 2 Bande), Aufgabe 1.2, S. 9)

Aufgabe 2.15 Ldsung
p undq seien folgende Aussagem: Die Person wird in das Stadion eingelassen.
g: Die Person hat eine Eintrittskarte.

Am Einlass eines Stadions gelten folgende Regeln:

— Wer keine Eintrittskarte vorweisen kann, wird nicht eilagsen.
— Wer betrunken ist, wird nicht eingelassen.

a) Notieren Sie die erste Regel formal! Welche Bedingung istendig, welche Bedingung
ist hinreichend?

b) Welche Schlussfolgerungen kann man daraus ziehen,etassgl eine Eintrittskarte hat?

c) Welche Schlussfolgerungen kann man daraus ziehen, elass§l in das Stadion einge-
lassen worden ist?

Aufgabe 2.16 Ldsung
aundb seien folgende Aussagen:

a: v/ 2 istirrational.

b: Die Primfaktorzerlegung jeder natirlichen Zahl ist bi§ @ie Reihenfolge eindeutig.

Es sei bekannt, dass die Ausségeahr ist. Fiihren Sie den indirekten Beweis dafur, d48s
irrational ist!
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Aufgabe 2.17 Ldsung
Es ist bekannt, dass der Besucher bei schonem Wetter mit demaB&kommt. Aus welchen
der folgenden Aussagen kdnnen deshalb Folgerungen genegdan, wenn ja, welche?

a) Der Besucher kommt mit dem Fahrrad. c) Das Wetter ist schon
b) Der Besucher kommt nicht mit dem Fahrrad. d) Das Wetterig$it ischon.
Aufgabe 2.18 Lésung

Einige Krankenschwestern sind teilzeitbeschéftigt. Kearschwestern, die Nachtdienst ha-
ben, haben immer eine volle Stelle. Begriinden Sie mit den Relgelmathematischen Logik,
welche der folgenden Schlussfolgerungen wahr bzw. falsch s

a) Krankenschwestern mit einer vollen Stelle haben auclintdanst.

b) Krankenschwestern haben dann und nur dann Nachtdieesh gie eine volle Stelle ha-
ben.

c) Es gibt einige Krankenschwestern, die nachts nicht saei

(nach FR-Info-Grafik nach Hesse/Schrader, Testtrainin@gid8, Eichborn-Verlag. Frank-
furter Rundschau 16.01.2004, Berichtigung Frankfurter Reimais 23.01.2004)

Aufgabe 2.19 Ldsung
Gegeben sei die Aussag€&in Regenbogen kann nur dann zu sehen sein, wenn es regnet und
die Sonne scheint.”

a) Die Aussage soll als Implikation dargestellt werden. &eBie die Pramisse und die Kon-
klusion der Implikation an!

b) Formulieren Sie die Aussage mist hinreichend daflr, dass'sowie mit,ist notwendig
daflr, dass"

c) Geben Sie die Kontraposition zu der Aussage so an, dass iardmisse der Kontraposi-
tion bei formaler Notation keine Klammern gesetzt werdersstén!

Aufgabe 2.20 Ldsung
Gegeben sei die Aussag®ie Gaste kommen nur, wenn es warm ist und nicht regnet.”

a) Die Aussage soll als Implikation dargestellt werden. &e$ie die Pramisse und die Kon-
klusion der Implikation an!

b) Formulieren Sie die Aussage mist hinreichend daflr, dass‘sowie mit,ist notwendig
daflr, dass"

c) Geben Sie die Kontraposition zu der Aussage so an, dass iardmisse der Kontraposi-
tion bei formaler Notation keine Klammern gesetzt werdersstén!

Aufgabe 2.21 Ldsung
Es gelte die Implikation ,Wenn es regnet, ist die StralRe ‘nasss welchen der folgenden
Aussagen konnen aufgrund dieser Implikation Folgerungeaogen werden, wenn ja, wel-
che?

a) Es regnet. b) Es regnet nicht. c) Die Stral3e ist nass. dpadde ist trocken.
e) Uberall in der Stadt regnet es. f) Nirgends in der Stadietgs.

g) Uber einigen StraRen der Stadt regnet es, tiber einighh nic

h) Alle Stral3en der Stadt sind nass. i) Alle Stral3en der Stadttrocken.

J) Einge StralRen der Stadt sind nass, einige trocken.
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Aufgabe 2.22 Ldsung
Seienp, g, r unds Aussagen. Beweisen Si¢pVvq) — (rAs) = p—r !

Aufgabe 2.23 Lésung

Es gelte die Implikation ,Personen, die nicht volljahrigai dirfen nicht wéahlen®. Aus wel-

chen der folgenden Aussagen kdnnen aufgrund dieser Intiplik&olgerungen gezogen wer-
den, wenn ja, welche?

a) Die Person ist volljahrig.

b) Die Person ist nicht volljahrig.

c) Die Person darf wahlen.

d) Die Person darf nicht wahlen.

e) Alle Personen einer Gruppe sind volljahrig.

f) Alle Personen einer Gruppe sind nicht volljahrig.

g) Einige Personen einer Gruppe sind volljahrig, einigéic
h) Alle Personen einer Gruppe durfen wahlen.

i) Alle Personen einer Gruppe durfen nicht wahlen.

j) Einige Personen einer Gruppe durfen wahlen, einige nicht

Aufgabe 2.24 Ldsung

Fur den Besuch einer Veranstaltung giftudenten zahlen den ermaligten Eintrittspreis”.

Aus welchen der folgenden Aussagen konnen aufgrund dieg@ikiation Folgerungen gezo-
gen werden, wenn ja, welche?

a) Der Besucher ist Student.

b) Der Besucher ist kein Student.

c) Der Besucher zahlt den ermafiigten Preis.

d) Der Besucher zahlt den vollen Preis.

e) Eine Besuchergruppe besteht nur aus Studenten.

f) Eine Besuchergruppe besteht aus Studenten und Nichigarde
g) Alle Personen einer Besuchergruppe zahlen den volles.Prei
h) Alle Personen einer Besuchergruppe zahlen den ermalfgeen

Aufgabe 2.25 Ldsung

Vor einer angekindigten Preiserh6hung eines Nahverketaswehmens erklaren einige Fahr-
gaste: ,Wenn die Fahrpreise wirklich erhdht werden, nutkekiiinftig fur diese Wege mein
Auto.“ Es werde unterstellt, dass sich alle diese bisharigBNV-Nutzer entsprechend ihrer
Erklarung verhalten. Beurteilen Sie mit den Regeln der mastisghen Logik den Wahrheits-
wert der folgenden Aussagen:

a) Wenn einer dieser bisherigen OPNV-Nutzer fiir diese Wégg mehr den OPNV nutzt,
sind die Fahrpreise erhéht worden.

b) Wenn einer dieser bisherigen OPNV-Nutzer fir diese WegeAuto nutzt, sind die Fahr-
preise erhdht worden.

c) Wenn einer dieser bisherigen OPNV-Nutzer fiir diese Wegitevhin den OPNV nutzt,
sind die Fahrpreise nicht erhéht worden.

d) Wenn alle diese bisherigen OPNV-Nutzer fir diese Wegbtmwehr den OPNV nutzen,
sind die Fahrpreise erhoht worden.
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e) Wenn alle diese bisherigen OPNV-Nutzer fiir diese Wegdiitio nutzen, sind die Fahr-
preise erhdoht worden.

f) Wenn alle diese bisherigen OPNV-Nutzer fir diese Wegeesiein den OPNV nutzen,
sind die Fahrpreise nicht erhéht worden.

Aufgabe 2.26 Lésung
Betrachtet wird eine Studentengruppe. Einige dieser Staddmaben einen Seminarschein
bekommen, einige nicht. Alle Studenten, die einen Semihaia bekommen haben, haben
an mindestens 10 Seminaren teilgenommen und mindestesrs \émtrag gehalten. Welche
der folgenden Schlussfolgerungen kdnnen aus dieser Aeiggapgen werden:

a) Alle Studenten, die an mindestens 10 Seminaren teilgem@mhaben und mindestens
einen Vortrag gehalten haben, haben einen Seminarschiemipgen.

b) Alle Studenten, die an weniger als 10 Seminaren teilgenemhaben oder keinen Vortrag
gehalten haben, haben keinen Seminarschein bekommen.

c) Alle Studenten, die an weniger als 10 Seminaren teilgenemhaben und keinen Vortrag
gehalten haben, haben keinen Seminarschein bekommen.

d) Es gibt einen Studenten, der an mindestens 10 Seminaigemt@mmen hat.

e) Es gibt einen Studenten, der an weniger als 10 Semindlgertemmen hat.

Aufgabe 2.27 Lésung
Negieren Sie die folgenden Aussagen! Schreiben Sie dab&) fiis g) die Aussagen und ihre
Negationen auch mit dem Existenz- bzw. Allquantor und gebieran, ob die Aussage oder
ihre Negation wahr ist!

a) Jede natturliche Zahl hat einen Vorganger.

b) Jede natlrliche Zahl hat einen Nachfolger.

c) Es gibt keine reelle Zahl, die zugleich positiv und negesti.

d) Es gibt keine reelle Zahl, die weder positiv noch negatiy i

e) Jede nichtnegative reelle Zahl ist positiv.

f) Die Gleichungx® + 2x+ 3 = 0 hat eine reelle Lésung.

g) Jedes Viereck, das zugleich Rechteck und Drachenviesgdktiein Quadrat.
h) Jeder Student ist bei der Vorlesung anwesend.

I) Es gibt einen Studenten, der nicht im Wohnheim wohnt.

Aufgabe 2.28 Lésung
Nutzen Sie die Implikatiom=b = a?=b? zur Lésung der Gleichung/28—x—+/x—3=1!

Aufgabe 2.29 Ldsung
Lésen Sie unter Verwendung der Implikatiorm = b = a% = b? die Gleichung

VX=1—+4/21-x=21

Aufgabe 2.30 Lésung
Losen Sie unter Verwendung der Implikatiorma =b = a? = b? die Gleichung

30— Xx—vXx—4=4
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Aufgabe 2.31 Ldsung
Nutzen Sie die Implikatiora=b = a?=Db? zur Lésung der Gleichung+6/x—1—8=0!

Aufgabe 2.32 Losung
Unter welchen Voraussetzungen an die reellen Zadlbnc undd sind die Aussageab > cd
a_ ¢
und = > — &aquivalent?
d” b
Aufgabe 2.33 Ldsung

Es sei bekannt, dagpVv —q) = —r, -s= punds=>r gilt. Welche Schlisse kann man daraus
ziehen, dasg falsch ist?

Aufgabe 2.34 Lésung
Ermitteln Sie in Abhangigkeit von den Wahrheitswerten desgagerp, g undr den Wahr-
heitswert von(p=-q) = r !

Aufgabe 2.35 Ldsung
Mit Vv sei die Kontravalenz zweier Aussagen (,entwededer..“) bezeichnet. Geben Sie
die Wahrheitswerttafel an und beweisen Sie die Beziehung

avb < (aA-b)V(-anb) < (avb)A-(arb) < -(aeb)!

Aufgabe 2.36 Ldsung
Als ,Nor-Funktion® (von not or) wird die Verknipfung zweié&ussagen bezeichnet, die ge-
nau dann wahr ist, wenn beide Aussagen falsch sind (,wederch ..*): p| <= —~(pVQ).
Stellen Sie Negation, Konjunktion, Disjunktion, Implikat und Aquivalenz allein mit Hil-
fe der Nor-Funktion dar! (Mit Hilfe der Nor-Funktion kannnei logische Grundschaltung
("Nor-Gatter™) realisiert werden.)

Aufgabe 2.37 Ldsung

In einer dreiwertigen Logik sollen die Wahrheitswerte w kwaf (falsch) und m (mdglich)
unterschieden werden. Stellen Sie die Wahrheitswenttafet im tblichen Sinne definierten
Operationen~ (Negation),A (Konjunktion), v (Disjunktion, Alternative),= (Implikation)
und< (Aquivalenz) auf!

(Dallmann, H. und Elster, K.-H.: Einfuhrung in die hoheretitamatik fir Naturwissenschaft-
ler und Ingenieure. Band I. Jena: Gustav Fischer 1987, S. 8780: Ubungsaufgabe 6 aus
Abschnitt 1.7.)

Aufgabe 2.38 Losung

N

) L N(N+1

Beweisen Sie die FormeE n= %
n=1

N+L N N N
a) durch Umformung vor(N+1)* = § n®— %nz = %(njtl)z— $ n” und
n=1 n= n= =

b) durch vollstandige Induktion!
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Aufgabe 2.39

Losung
N
Beweisen Sie die Forme[ n? = NN+ 123(2’\' +1)
n=1
+ N N
a) durch Umformung vor(N+1)3 Zo 20 (n+1)3 Z) und
b) durch vollstandige Induktion!
Aufgabe 2.40 Lésung
n
Berechnen Sie Z k(k+1)!
Aufgabe 2.41 Lésung

a) Zeigen Sie, dass filr allec N die Zahin® — n durch 3, die Zahh® — n durch 5 und die
Zahln’ —n durch 7 teilbar ist!

b) Gilt allgemein, dass fiir ungerade Zahledie ZahInk — n durchk teilbar ist?

Aufgabe 2.42 Ldsung
n

. L . . 1)sinnx—nsi 1
Beweisen Sie die Be2|ehungz ksinkx = (n+ )smnx. nxsm(n-i- )X
= 4sir?
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3 Mengenlehre

Aufgabe 3.1 Ldsung

SeiN={1,2, ...} die Menge der naturlichen uiidie Menge der reellen Zahlen. Beschreiben
Sie (ggf. grafisch) folgende Mengen:

a){xeN|3<x<T}, b) {(xe N|5<x> <50}, c¢){xeN|2<x<7},

d) (1’ 4)7 [17 4)7 (17 4]7 [17 4]7 [17 00)7 <_°°74)7

e) {xe R| x*~5x+6=0}, f) {xc N|x>-5x+6=0}, g)(1,4)NN,

h) {(x,y)|xeR,yeR, x> +y? < 9}, ) {(xy)|xeR,yeR, y>3x+4},

DAY IXeR, yeR, X <5,|y[<3},  K){(XY)[XeR,yeR, [x-3|<2, [y+1|<4} !

Aufgabe 3.2 Lésung
Bilden Sie fur folgende Mengen jeweils die Mengém B, AU B, A\B und B\ A und stellen
Sie diese grafisch dar:

a) A= (—,4], B=(1,), by A=[-1,2), B=]0,2],
c) A={(xY)|XeR,YER, x>+y> <25}, B={(xy)|XER,yER, X>+y* > 9} !

Aufgabe 3.3 Ldsung
Bilden Sie die Komplementarmengen v 3} bezuglichN undR !

Aufgabe 3.4 Lésung
Stellen Sie die Menge der Punktey) der Zahlenebene, fiir dié+y? <9 gilt, und die Menge
der Punktgx,y) der Zahlenebene, fur d(e(—7)2+y2§ 16 gilt, grafisch dar! Welche Punkte
gehoren beiden Mengen gleichzeitig an?

Aufgabe 3.5 Lésung

Stellen Sie die Menge der Punkte y) der Zahlenebene grafisch dar, fir djg > 3 und
X2 +y? < 25 gilt!

Aufgabe 3.6 Ldsung

Welchen Wahrheitswert hat die Aussage
Menge aller SchimpanserMenge aller Giraffen= {x € R| x> — 2x+2 < 0} ?

Aufgabe 3.7 Lésung

Veranschaulichen Sie die Beziehugu (BNC) = (AUB) N (AUC) am Venn-Diagramm
und beweisen Sie mit Mitteln der Aussagenlogik!
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Aufgabe 3.8 Ldsung
Veranschaulichen Sie am Venn-Diagramm und beweisen Sie

a) A\(BNC) = (A\B)U(A\C),

b) (AUB)\(ANB) = (A\B)U(B\A) !

Aufgabe 3.9 Ldsung

Beweisen Sie, dass die Beziehui#gnC) U (BN D) C (AUB)N(CuD), nicht aber die Be-
ziehung(ANC)U(BND) = (AUB) N (CuD) fur beliebige Menge\, B, C undD gilt!

Aufgabe 3.10 Lésung

SeiA=Q\A die Komplementarmenge der Mengeezuglich der Obermeng®. Beweisen
Sie ANB=AUB !

Aufgabe 3.11 Lésung
SeiA={(x,y)| 2x+3y=8}, B={(X,y) | x+2y=>5}. Stellen Sie die L6sung des Gleichungs-
systems 2+3y=38, x+2y=5 als Menge dar (auch grafisch)!

Aufgabe 3.12 Ldsung
SeiA={(xy)|xyER, [x| <1, |y+1/ <2}, B={(xy)|xYER, [x-2|<2, [y-3|<3}.

a) Stellen SieA, B, ANB, AUB, A\B, B\A grafisch dar!
b) Stellen SieAN B mdglichst einfach mit mathematischen Symbolen dar!

Aufgabe 3.13 Losung
Sei A={(xY)|xYER, (x+3)°+(y—1)*< 16} und B={(xy)|x,yER, —x+3y < 3}.
Stellen SieA, B, ANB, AUB, A\B, B\A grafisch dar!

Aufgabe 3.14 Ldsung
Sei A={(x,y)|x,YER, x2+y2<4} und B={(x,y)|x,yER, (x—2)°+(y—3)*<13}. Stellen
SieA, B, ANB, AUB, A\B, B\A grafisch dar!

Aufgabe 3.15 Lésung
Sei A={(xy)IxyeR, x<2—(y-1)*} und B={(xY)|xYER, (x~3)*+(y—1)*<1}.
Stellen SieA, B, ANB, AUB, A\B, B\A grafisch dar!

Aufgabe 3.16 Ldsung
Es seien folgende Mengen gegebefA= {(x,y)|X,yER, 2(Xx— 1)2+y < -1},
B={(xy)IxyeR, (x-1)*+(y+1)* <4}, C={(xY)|xyeR, x>0}.

a) Stellen SieA, B, ANB, AUB, A\B, B\A grafisch dar!

b) Stellen SigAuB)NC und(ANB)UC grafisch dar!
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Aufgabe 3.17 Ldsung
Die Mengen A = {(x,y)| x,yeR, y>x2}, B={(xy)| x,yeR, x*+(y—1)> <1} und
C={(xy)| x,yeR, x>0, y> 0} seien gegeben.

a) Stellen Sie\, B, ANB, AUB, A\B, B\A grafisch dar!

b) Stellen SigAuB)NC und(ANB)UC grafisch dar!

Aufgabe 3.18 Ldsung
Gegeben seien die Mengén= {(x,y) e R?: y—x>1}, B= {(x,y) € R?: y+3x> 5} und
C =[0,») x [0,). Stellen Sie die MengeA, B, C, (AnB)NC, (AuB)NC, (A\B)NnC und
(B\A) NC grafisch dar!

Aufgabe 3.19 Losung
Sei R die Menge der reellen Zahlei®™ die Menge der positiven reellen ZahleR; die
Menge der negativen reellen Zahl&g die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen ikgd
die Menge der nichtpositiven reellen Zahlen. Bestimmen3id3, AU B, A\B,B\A

far a) A=R"B=R", c) A=R",B=Ry, e) A=R7,B=R,,
b) A=R"B=R¢, d) A=R",B=R¢, f) A=R{,B=R; !
Aufgabe 3.20 Ldsung

Fur welche MengeX gilt {1,2} ¢ X C {1,2,3,4,5} ?

Aufgabe 3.21 Lésung

Seienk und n natirliche Zahlen mik < n. Wie viele k-elementige Teilmengen hat eime
elementige Menge?

Aufgabe 3.22 Lésung
Interpretieren Sie folgende Produktmengen geometrisch:

a) [—1,1] x [3,4], b) [0,1] x[0,2] x [0,3] !

Aufgabe 3.23 Ldsung

Geben Sie Beispiele fur Sachverhalte an, die mit folgendemgde beschrieben werden kén-
nen:

a){neN:1<n<31} x{neN:1<n<12} xN,

b) {29} x {2} x ({ne N:4|nA100fn}U{ne N:40Qn}),
C) R*=RxRxRxR,

d) RExR=(RxRxR)xR,

e) R°xR?=(RxR)x (RxR)!

Aufgabe 3.24 Ldsung
Gelten fur beliebige Mengef, B,C, D die Beziehungen:

a) (AnB)x (CND)=(AxC)n(BxD),

b) (AUB) x (CuD)=(AxC)u(BxD)?
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4 Ungleichungen und Betrage

Aufgabe 4.1 Ldsung
Losen Sie fux € R die Ungleichungen
a) [x—1| >4, b) [x— 3| < 2)x— 1|

jeweils rechnerisch durch Fallunterscheidung sowie durtdrpretation der Betrage als Ab-
stand von zwei Punkten auf der Zahlengeraden!

Aufgabe 4.2 LOsung
Losen Sie die Ungleichungx—1| < 1!

Aufgabe 4.3 Ldsung

. 4
Fur welchex € R gilt 3 <17?

Aufgabe 4.4 Ldsung
X
Fur welche reellex gilt — <2 ?
M1
Aufgabe 4.5 Ldsung

: 1
Fur welche reellex gilt 6+ —— <17
X+3

Aufgabe 4.6 Ldsung
1=
Fur welchex € R gilt | ;(‘ > 27
Aufgabe 4.7 Ldsung
2|x]

Fur welche reellen Zahlexgilt —- <17?
X+3

Aufgabe 4.8 Lésung
3x— 2|

Ermitteln Sie alle reellen Zahleq fur die ) < =2 qilt!

Aufgabe 4.9 Ldsung
Bestimmen Sie alle reelleg die folgende Ungleichungen erfullen:

a) [x—5| < 3, b)X;35§1, C)XTS5§1 !
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Aufgabe 4.10 Ldsung
Bestimmen Sie alle reelleg die folgende Ungleichungen erfullen:
X—7 12
—7/ < — < — <1 |
a) [x—7 <12, b) 12 <1, C) X_7_1
Aufgabe 4.11 Ldsung
Bestimmen Sie alle reelleg die folgende Ungleichungen erfullen:
4 —x 2
4—x <2 — <1 — <1 !
a) [4-x <2, b)—-<1 ¢ <
Aufgabe 4.12 Lésung

Losen Sie fuxe R die Ungleichungen
a) |2x+4| <x+5, und b) x> 46x+8>0!

Aufgabe 4.13 Ldsung
Losen Sie fux € R die Ungleichungen
3] 1
a) X2 —6x+9>1, b) [x+1]+|x+2/ <2 und c) |2tx| >3 !
Aufgabe 4.14 Ldsung
Ldsen Sie fuxe R die Ungleichungen
a) |3x—4| <2x-1 und b) [x| — [x+ 1] > x!
Aufgabe 4.15 Ldsung

Ermitteln Sie die L6sungsmengen folgender Ungleichundas heil3t die Menge aller reellen
Zahlenx, fur die gilt:

2x+-4 X+2
2 _ — " 11
a) ¢ < 8—6x, b) x* +3x3 — 4x > 0, c)5x_7>3, d)x2—x—2< 1!
Aufgabe 4.16 Ldsung
Ermitteln Sie die Losungsmengen folgender Ungleichungér i
SX—7
2+ 2x—20> 15, b 4
a) x°+ > ) 13 <
Aufgabe 4.17 Ldsung
Fur welche reellex sind folgende Ungleichungen erfullt:
50
a) [x+50+[5-2x <120, by X2 55
5—2x
Aufgabe 4.18 Lésung
Fur welche reellex gilt 1 — 6x+3) 17

> —_
|4+ 2X
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Aufgabe 4.19 Ldsung
Fur welche reellex sind folgende Ungleichungen erfillt:
X+ 2 1 1 5

_—< = — < ————<4 ?
a) Zre—9°8 b) |8—x| + |2x+ 3| < 14, C)x X_3_4
Aufgabe 4.20 Lésung
Fur welche reellem sind folgende Ungleichungen erfullt:

X2+ 6x— 67 1 1
a — > 2, b) [x+4|+]9—-5x <7, C ——>6 ?

) 15 2 ) [X+4]+] | < )|x—3|+x+3—
Aufgabe 4.21 Ldsung
Fur welche reellex sind folgende Ungleichungen erfillt:
1 1
_ _ > >27?
a) |3x—2|+[3—2x| > 2, b) 3x—2+3—2x—2
Aufgabe 4.22 Ldsung
Fur welche reellex sind folgende Ungleichungen erfullt:
5 5
a) |2x+ 4|+ ]10—x| < 30, by ———<-17?
) [2x+4]+[10-x < ) 375 x-5°
Aufgabe 4.23 Ldsung
Fur welche reellen sind folgende Ungleichungen erfullt:
X 8

3-2 ‘— 1‘>5, b) <172
| X+ >t = ) x2+3x—10 ~
Aufgabe 4.24 Ldsung
Fur welche reellex sind folgende Ungleichungen erfullt:

2
X X Xc4+2x—12

2- X[+ 21| <3, Crax-12
) [2-3|+[5+1 <3 %) e Bx+15°
Aufgabe 4.25 Ldsung
Fur welche reelley bzw. x sind folgende Ungleichungen erfullt:

2

y ‘ ‘y ‘ xXc+13x+41

Z4+1+(=-1 > 2, b) >———<17?
@[3+ +]5-12 ) e 15x 156~
Aufgabe 4.26 Lésung
Losen Sie die Ungleichung/x+3 < v/X—1+v/Xx—2 |
Aufgabe 4.27 Ldsung

Losen Sie die Ungleichungx®> — 1| —2x < 0 !
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Aufgabe 4.28 Ldsung

Ein an einer mit einer Kilometrierung versehenen Stral3enentler Kunde erhélt von einem
am Kilometer 86 dieser Stral3e liegenden AuslieferungslegeGerat geliefert, an Fahrtkos-
ten muss er dafir € je Entfernungskilometer (einfache Entfernung) vom Adsliengslager
zahlen. Fur die Installation muss zusétzlich ein Technikareinem am Kilometer 112 dieser
Stral3e liegenden Servicestutzpunkt zum Kunden kommeRahlskosten fallen dabei€ je
Entfernungskilometer vom Servicestitzpunkt an.

In welchem Bereich der Stral3e ist die Summe der Fahrtkostémn gioRer als S&?

Aufgabe 4.29 Lésung

Ein an einer mit einer Kilometrierung versehenen Stra3enenter Kunde erhalt von einem
am Kilometer 87 dieser Stral3e liegenden AuslieferungslaigeGerat geliefert, an Fahrtkos-
ten muss er dafir € je Entfernungskilometer (einfache Entfernung) vom Adsliengslager
zahlen. Fur die Installation muss zusétzlich ein Technikereinem am Kilometer 112 dieser
Stral3e liegenden Servicestutzpunkt zum Kunden kommeRahlskosten fallen dabei€ je
Entfernungskilometer vom Servicestutzpunkt an.

In welchem Bereich der Straf3e ist die Summe der Fahrtkostém gnioRer als 10&€?

Aufgabe 4.30 Lésung
Stellen Sie die Mengg(x,y) : xe R,y e R, 2|x|+|y| <x+ 1} grafisch dar!

Aufgabe 4.31 Ldsung
Stellen Sie die Losungsmengen der Ungleichungen

a) (2x+y)(y—x+1) >0, yx

grafisch dar!

Aufgabe 4.32 Ldsung

Beweisen Sie, dass fur beliebige positivdie Unglelchungx+)—( > 2 erfullt ist! Wann gilt
das Gleichheitszeichen?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/04_032-0.pdf

5 Komplexe Zahlen

Algebraische Darstellung

Aufgabe 5.1 Ldsung
Seiz; =2+ 3i,  =3-5i.

a) Berechnen Siey +2, z1—2 und 2 !
b) Stellen Siezy, 20, z1+ 2, zz — 2 und Z; in der komplexen Ebene dar!
c) Berechnen Siemz, z21%, 272, % und |z| !

Aufgabe 5.2 Ldsung

Beweisen Sie die Beziehunéé) = a I

Aufgabe 5.3 Ldsung
Berechnen Sigv/3i— 6| !

Aufgabe 5.4 Ldsung
Berechnen Sie die Betrage von folgenden komplexen Zahlen:

a) z1 =1,2—0,5i, b) =iz, C) =12, d) z4 =c0s35 +isin35 |
Aufgabe 5.5 Ldsung
Berechnen Sie die Betrage von folgenden komplexen Zahlen:

a) z1 =0,4—0,3i, b) =iz, ) z3=12, d) z = cos50 +isin50 !
Aufgabe 5.6 Lésung

Welche komplexen Zahlenerfillen die Bedingungz = |Rez| + |Imz] ?

Aufgabe 5.7 Ldsung
Begriinden Sie anschaulich die fur atlez, € C gultige Ungleichung|z; — 2| < |z1] + |2| !

Aufgabe 5.8 Lésung
Beweisen Sie die Dreiecksungleichung fur komplexe Zahlen!

Aufgabe 5.9 Ldsung
Berechnen Sie die Betrage folgender vier komplexer Zahlen:
21=06+08i, 2=05+12i, z1+2, z1-2!
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Aufgabe 5.10 Ldsung
Stellen Sie die Mengen aller komplexen Zahlen, fur die

a) |2 =|v13i—6| bzw. b)z=|/13i—6|
gilt, grafisch dar!

Aufgabe 5.11 Losung
Skizzieren Sie in der Gaul3schen Zahlenebene die MageC : |z+1—2i| > 2} !

Aufgabe 5.12 Ldsung
Sei z=x-+1iy und es gelte|z— 4+ 3i| < 4.
a) Geben Sie eine Ungleichung an, die den Zusammenhangwmisem Realtek und dem

Imaginarteily beschreibt!
b) Skizzieren Sigze C| |z—4+3i| <4} !

Aufgabe 5.13 Ldsung

Skizzieren Sie in der komplexen Ebene die Menge
{zeC: |7 <1}n{ze C:|z>0.5}!

Aufgabe 5.14 Lésung
Sei z=x-+1iy und es gelte|zl < 1—-Re(z).

a) Geben Sie eine Ungleichung an, die den Zusammenhangwsisem Realted und dem
Imaginarteily beschreibt!

b) Skizzieren Sigze C: |zl <1—-Re(z)}!

Aufgabe 5.15 Ldsung
Sei z=x-+1iy und es gelte|z] < /|Rg(2)|.
a) Beschreiben Sie den Sachverhalt durch eine reelle Uhgiegcfiirx undy !

b) Skizzieren Sigze C: |z < \/|Re(2)|} !

Hinweis zu b): quadratische Erganzung

Aufgabe 5.16 Ldsung
Sei z=x-+1iy und es gelte|z+1| > 2|z—1].

a) Beschreiben Sie den mit der Ungleichung ausgedrticktdm/8dmalt verbal!

b) Geben Sie eine Ungleichung an, die den Zusammenhanghamisiem Realtei und dem
Imaginarteily beschreibt!
Hinweis: Bringen Sie eine Seite der Ungleichung in die Fﬂivma)2+(y—b)2 !

c) Skizzieren Sie die Losungsmenge der Ungleichung!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_016-0.pdf
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Aufgabe 5.17 Ldsung

a) Skizzieren Sie in der komplexen Ebene die Menge aller kexep Zahlerg, die der Be-
dingung 1<|z—2+2i[<2y/2 genigen!

b) Enthalt die Menge reelle Zahlen, wenn ja, welche?

Aufgabe 5.18 Ldsung
a) Fur welche reellen Zahlargilt t > tl_—52 ?
b) Skizzieren Sie in der komplexen Zahlenebene die Mengeladimplexen Zahlen fur die

17| > 5 gilt!
2| -2

Aufgabe 5.19 Lésung
Sei z=x+iy. Zeigen Sie, dass durch die Gleichung—4—6i| =|z+2—4i| eine Gerade
beschrieben wird und bestimmen Sie ihre Gleichung in damFpeEmx+n! Losen Sie diese
Aufgabe unabhangig voneinander

a) auf geometrischem Wege unter entsprechender Intetipretier Betrage und
b) rechnerisch durch Einsetzen vaa-x+iy in die Gleichung!

Aufgabe 5.20 Lésung
Skizzieren Sie in der komplexen Ebene jeweils die Menge dldalenz, die folgenden Be-
dingungen genigen:

a) |z—2| >3, b) 2<|z—2+5i| <5,
c) —2< Re(z) <6, d) |z+1—-4i|>|z—3-2i] !

Hinweis: Ermitteln Sie ggf. ausgehend vae-x+iy eine Beziehung zwischen Realtrilind Imaginérteily !

Aufgabe 5.21 Ldsung
Stellen Sie die Mengen komplexer Zahleritr die
a)ld=z b)ld=[z+1, ¢ |4<[5-12i

gilt, grafisch dar!

Aufgabe 5.22 Lésung

Stellen Sie die Mengen komplexer Zahleriur die
a) |z+3—4i| <5, b) 2Réz) —Im(z) =4, c) IRe(z)|+[Im(2)| < |7
gilt, grafisch dar!

Aufgabe 5.23 Lésung

Losen Sie die Gleichung® — x* + %x: 0inR und inC und filhren Sie die Probe aus!

Aufgabe 5.24 Lésung
Loésen Sie die Gleichung®+2z+5=0 und fiihren Sie die Probe aus!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_024-0.pdf
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Aufgabe 5.25 Ldsung
Zeigen Sie, das® genau dann reell ist, werrreell oder rein imaginar ist!

Aufgabe 5.26 Lésung

Zeigen Sie, das zwei komplexe Zahleondb genau dann beide reell oder zueinander konju-
giert sind, wenn sowold+b als aucha- b reelle Zahlen sind!

Aufgabe 5.27 Ldsung
Welche komplexe Zahl ist das Spiegelbild der komplexen Zdiali Spiegelung
a) am Ursprung, b) an der reellen Achse, c) an der imaginackis&

d) an der Winkelhalbierenden des I. und Ill. Quadranten,
e) an der Winkelhalbierenden des II. und IV. Quadranten?

Aufgabe 5.28 Ldsung
Berechnen sico—20(2=1) _ (3+4N(2+1)
2+i 2—Ii
Aufgabe 5.29 Ldsung
. L L . 2+3i 2i .
Ermitteln Sie die komplexe Zala] die die Gleichung ZSIZJF Sliil =8+ 2i lost!
Aufgabe 5.30 Ldsung
, L L . —1+i_ 5+i 4 . .
Ermitteln Sie die komplexe Zala die die Gleichung 10 zZ+ 5 i3 +i lost!
Aufgabe 5.31 Lésung
. . o 143i. 2-3i T
- __ [
Ermitteln Sie die komplexe Zafz| fir die o5 zZ+ 172 5 gilt!
Aufgabe 5.32 Lésung
. . . . 2+3i 2i :
Ermitteln Sie die komplexe Zalal die die Gleichung J;:glz-l- Slj_il = —50+19i lost!
Aufgabe 5.33 Ldsung

Seiaein beliebiger reeller Parameter. Bestimmen Sie die konepfahlz, die die Gleichung
(2+i)(iz+a)+ai = —1—2a+2i erfullt!

Aufgabe 5.34 Lésung

(4—5i)z— 12+ 3]

Bestimmen Sie die komplexe Zahelche die Gleichung =1—6i lost!

i
Geben Sie das Ergebnis in algebraischer, Polar- und Expialtamstellung an!



http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_034-0.pdf
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Aufgabe 5.35 Ldsung

Losen Sie die Gleichung3—2i)z+ 75+3i = %?I —2(1+2i)z, geben Sie die L6sung in

algebraischer und Polardarstellung an!

Aufgabe 5.36 Lésung
Der Scheinwiderstand der abgebildeten Ry Ls .
Wechselstromschaltung berechnet sich z%_%
—____1+—
Z= 1 ! 1 +iwlLo. Ro C
Rl 1
wC

Berechnen Sie den Scheinwiderstand fiR; = 5000Q, R, = 4000Q, Li = 0.5H,

L, =0.3H, C=2uF, w=2500Hz (Esgilt 1H= 1VXS, 1F:1AVS.)!

(nachBurg, K.; Haf, H.; Wille,F.: Hohere Mathematik flr IngenieuBand I: Analysis. Teub-
ner. 8. Aufl. 2008 S. 188, Ubung 2.33)

Polar- und exponentielle Darstellung

Aufgabe 5.37 Ldsung

Stellen Sie die folgenden Zahlen in der komplexen Zahlemelar und ermitteln Sie ihre
Polar- (trigonometrische) und ihre exponentielle Dahgtey:
. . 1 .3 mo. T
_ _ B T e S =
a) 3, b)—2i, c) —4, d) 1+, e) 2+| > f) cos6 |S|n6 !

Aufgabe 5.38 Lésung
Deuten Sie anschaulich die fiir alpe, ¢» € R giiltige Gleichung ¥t . %2 — g(¢1+¢2) |

Aufgabe 5.39 Ldsung

L : 2—3i . - . . .
Losen Sie die GlelchungTI +3+4i=5, geben Sie die L6ésung in algebraischer und in
Polardarstellung an!

Aufgabe 5.40 Lésung
Zeichnen Sie die Mengen

a) {zeC:z=1+A+Ai,~1<A<2} und b){zeC: Z:3+4i+592)\i70§)\§37n} !

Aufgabe 5.41 Ldsung

Seia eine negative reelle Zahl und= a\/2++/2+iay/2—+/2. Geben Sie die Polar- und
die exponentielle Darstellung vaan!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_036-0.pdf
http://books.google.de/books?id=NQkPI3XSDM0C&printsec=frontcover&source=gbs_ge_summary_r&cad=0#v=onepage&q&f=false
http://books.google.de/books?id=NQkPI3XSDM0C&printsec=frontcover&source=gbs_ge_summary_r&cad=0#v=onepage&q&f=false
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_039-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_039-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_041-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_041-0.pdf
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Aufgabe 5.42 Ldsung
Skizzieren Sie folgende in Polarkoordinaienp ) beschriebene Kurven= f(¢):

a)r="f(¢)=2, b)r=1f(¢)=¢,0< ¢ < 2m, c)r="f(¢)=1+cosp !
Aufgabe 5.43 Ldsung

Geben Sie die Gleichung der Geradeax—1 in Polarkoordinaten in der Form=r(¢) an
und ermitteln Sie den Definitionsbereich dieser Funktion!

Aufgabe 5.44 Ldsung
Berechnen Sie mithilfe der binomischen Formel

a) (1+1)% b) (2—iv3), ¢) (~1++/30)° |

Aufgabe 5.45 Ldsung

Ermitteln Sie mithilfe der Polardarstelluné—% +i§> (1+i) !

Aufgabe 5.46 Ldsung
Berechnen Sie mithilfe der Formel von Moivre
4 .\ 25 3 (—1+\/§i)15
a) (1+i)", b) (1+1)°, c) (—1++/3i)7, d) T !
—i
Aufgabe 5.47 Ldsung

Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Farabi dar:

DZCDHL (L) o Ee)

(2—i)2—2+i V2 V2
Aufgabe 5.48 Ldsung
Ermitteln Sie die algebraische und die Polar- (trigonorsetie) Darstellung sowie die 4. Po-

—3+4i i 2

5 __i |

tenz der komplexen Zaht = 5 +u3+4i =

Aufgabe 5.49 Losung

Ermitteln Sie die Losung der Gleichund. — i\/§) z= , geben Sie diese in algebrai-

12
3+iv/3
scher und in Polardarstellung an! Berechnen Sie auRerdeseclste Potenz dieser Losung!

Aufgabe 5.50 Lésung
(1+V3i)°

Berechnen Sie————,— !
(1+1)


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_050-0.pdf
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Aufgabe 5.51 Ldsung
. 15
Berechnen Sie((\/f’;_)lz2 !
—i
Aufgabe 5.52 Ldsung

Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Fa#bi und in Polarform dar:
1+i\? 15— 9i

a (7)), B!
1-i (2+i)°+1-3i

Aufgabe 5.53 Ldsung

o 1+i)3-2i . . .
Stellen Sie die komplexe Zahg# in der Form a+bi und in Polarform dar!

Aufgabe 5.54 Ldsung
Geben Sie die Zahlen
o (3+20)(8-200) 1404721 ) (i V3P
(5—2i)2—(1—12i) 1287
jeweils in algebraischer und in Polardarstellung an!

Hinweis: Fihren Sie die Rechnung zunéchst in der fir die jeweiligegalé zweckmaRigeren Darstellung aus
und rechnen Sie das Ergebnis in die andere Darstellung um!

Aufgabe 5.55 Ldsung
40— 20i
. 1 1-2i (1+1)2092
Geben Sie die Zahl : b) ———=
eben Sie die Zahlen a%@ T 1 )(1—i)1982
5+2i 5-2i

jeweils in algebraischer und Polardarstellung an!

Hinweis: FUhren Sie die Rechnung zunéchst in der fur die jeweiligegalé zweckmaligeren Darstellung aus
und rechnen Sie das Ergebnis in die andere Darstellung um!

Aufgabe 5.56 Ldsung
Bestimmen Sie die Polardarstellungen der komplexen Zakjen—1+i, z=+/27+3i und
10

Vil

z3=36 und berechnen Sie mit ihrer Hilfe=—= ! Geben Sie das Ergebnis auch in algebrai-

Z

scher Darstellung an!

Aufgabe 5.57 Lésung
Bestimmen Sie die Polardarstellungen der komplexen Zahlerd—/48i, zo = —/75—5i

. . o . z — .
undzz = —4+4i und ermitteln Sie mit ihrer Hilfe; 2o, ? Z, =, 8, % undZ | Geben Sie
2 T 5

die Ergebnisse auch in algebraischer Darstellung an!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_057-0.pdf
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Aufgabe 5.58 Ldsung
Bestimmen Sie die Polardarstellungen der komplexen Zahlen-v/12+2iundz = —3—

>=2
v 271 und ermitteln Sie mit ihrer Hilfe, 2o, ? zﬁ und% I Geben Sie die Ergebnisse auch
2

in algebraischer Darstellung an!

Aufgabe 5.59 Lésung

: o : 2+/12i)%6 : :
Bestimmen Sie die algebraische Darstellung +8(1 :))6 , benutzen Sie dazu die Polar-

darstellung der Zahlen im Zahler und im Nenner!

Aufgabe 5.60 Ldsung
2333335
Berechnen Sie
(\/§+3i)666666
Aufgabe 5.61 Lésung
444444
Berechnen Sie ,5222222(i — i) !
V3 V3i
Aufgabe 5.62 Ldsung
300001, 4600002
Berechnen Sie
600002
(6— V12 i)
Aufgabe 5.63 Lésung
, 999999
Berechnen Sie 21000000 5+3v3i 1 !
4 1++/3i
Aufgabe 5.64 Ldsung
. 1 1 342\
Berechnen Sie 21909 _—_ - !
erechnen sie 1+1 1+3i 241

Aufgabe 5.65 Ldsung
Berechnen Sie durch Auswertung vofL+i)" mit der binomischen Formel und mit der

3] "2
. : k(N _ 1)K n [
Moivreschen Formel die Summekzo( 1) ( ok ) und kZO (=1) ( 2k+1 ) -

Aufgabe 5.66 Ldsung
Ermitteln Sie die algebraische Darstellung von'*10!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_063-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_063-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_064-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_064-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_065-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_065-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_066-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_066-0.pdf
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Wurzelziehen aus komplexen Zahlen

Aufgabe 5.67 Ldsung
Wo steckt der Fehler in der Gleichungsketfe=iv/—1-/—1=4/(-1)>=v1=1 ?

Aufgabe 5.68 Ldsung
Ermitteln Sie die komplexen

a) Quadrat-, vierten und sechsten Wurzeln aus 1,
b) Quadratwurzeln aus (2-1+ +/3i),
¢) Quadrat- und dritten Wurzeln aus i !

Aufgabe 5.69 Losung

Geben Sie die Polardarstellung der komplexen Zahl—32(1++/3i) an und berechnen Sie
die Quadratwurzeln aus dieser Zahl!

Aufgabe 5.70 Ldsung

Ermitteln Sie alle dritten Wurzeln aus der Zah216i in trigonometrischer und in algebrai-
scher Darstellung!

Aufgabe 5.71 Lésung

Ermitteln Sie alle vierten Wurzeln aus der Zab4096 in algebraischer und in trigopnometri-
scher Darstellung und stellen Sie diese grafisch dar!

Aufgabe 5.72 Ldsung

Ermitteln Sie alle sechsten Wurzeln aus der Za#096 in algebraischer und in trigonometri-
scher Darstellung!

Aufgabe 5.73 Ldsung
Seia eine positive reelle Zahl und = —8a2 + 8a2+/3i.

a) Geben Sie die Polar- und die exponentielle Darstellumgzan!
b) Bestimmen Sie alle vierten Wurzeln aus

Aufgabe 5.74 Ldsung
Berechnen Sie alle vierten Wurzeln aus der Zatd — 8/3i !

Aufgabe 5.75 Lésung
Losen Sie die Gleichung® — 428 + 622 —4z+5=0 !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_067-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_067-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_068-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_068-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_069-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_069-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_070-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_070-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_071-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_071-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_072-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_072-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_073-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_073-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_074-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_074-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_075-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_075-0.pdf
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Aufgabe 5.76 Ldsung
. L 5 . .. .
a) Ermitteln Sie die Quadratwurzeln ausz + 2i mit Hilfe der Moivreschen Formel!

b) Lésen Sie die Gleichung’ — (3— 2i)z+ (5—5i) = 0 mit Hilfe der tiblichen Lésungsformel
fur quadratische Gleichungen!

Aufgabe 5.77 Ldsung
: L 21, .. .
a) Ermitteln Sie die Quadratwurzeln ausl0— 7| mit Hilfe der Moivreschen Formel!

b) Lésen Sie die Gleichung? + (1+i)z+ (10+ 11i) = 0 mit Hilfe der tblichen Lésungs-
formel fur quadratische Gleichungen!

Aufgabe 5.78 Ldsung
Lésen Sie die Gleichung? +iz—z— 3i+6 = 0 mit Hilfe der uiblichen Lésungsformel fiir
guadratische Gleichungen!

Aufgabe 5.79 Ldsung
Lésen Sie die Gleichung’ +iz— 1—i =0 mit Hilfe der Uiblichen Lésungsformel fiir quadra-
tische Gleichungen!

Aufgabe 5.80 Losung
Losen Sie die Gleichung + (—1+5i)z— (6+3i) = 0 mit Hilfe der tiblichen Lésungsformel
fur quadratische Gleichugen!

Aufgabe 5.81 Ldsung
Losen Sie die Gleichung? — (2+4i)z+5+(4—8v/3)i = 0 mit Hilfe der tiblichen Lésungs-
formel fur quadratische Gleichungen!

Logarithmieren komplexer Zahlen

Aufgabe 5.82 Lésung
Berechnen Sie [-v/12+6i) !

Aufgabe 5.83 Ldsung
Berechnen Sie ((8+4i) !

Aufgabe 5.84 Ldsung
Sei—1 < x< 1. Berechnen Sie [Xx+iv1—x2)!

Aufgabe 5.85 _ Ldsung
Geben Sie(3+4i)**" in algebraischer und trigonometrischer Darstellung an!

Aufgabe 5.86 _ Ldsung
Berechnen Sig1+iv/3)' !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_076-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_076-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_077-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_077-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_078-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_078-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_079-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_079-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_080-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_080-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_081-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_081-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_082-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_082-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_083-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_083-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_084-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_084-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_085-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_085-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_086-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/05_086-0.pdf

6 Lineare Algebra

Vektoren im R"

Aufgabe 6.1 Ldsung

Die Komponenterx; eines VektorX = (xi)i‘a’:1 seien Mengen von Wararin entsprechenden
Mengeneinheiten. Ein Lager habe zu Beginn einer Woche eirsgeMiestand

1000 800 200
700 es erhalte in der Woch 50 - , 20
81, eine Lieferung von 0 | und realisiere 5 Auslieferungenvon|e 1

50 10 5
235 250 45

Wie grof3 ist der Lagerbestand am Ende der Woche?

Aufgabe 6.2 Ldsung
1 2 -1
Seiend= 1; ., b= _g und = 5; Elemente de®?*. Ermitteln Sie &+b+¢
4 1 14
und Z-5b!
Aufgabe 6.3 Ldsung

Handelt es sich bei folgenden Mengen um UnterraumeRdes

((3)-xem} {(3) xer} {(3) 27} {(ahs) xe} 7

Aufgabe 6.4 Lésung
5 5
a) Zeigen Sie, dass der Vektor5 | Linearkombination, der Vektof 4 | hingegen keine
4 4
1 12
Linearkombination derVektore(Z) und( 4) ISt.
1 8

b) Bei einem Backer soll ein Kunde fiir 1 Brot und 12 Brétche®, ®in zweiter Kunde fur 2
Brote und 4 Brotchen £ und ein dritter Kunde fir 1 Brot und 8 Brotchen ebenfall 4
bezahlen. Warum kann das nicht sein?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_004-0.pdf
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Aufgabe 6.5 Ldsung

1 12 5 1 12 5
a) Welches der Vektorsysteme 0 4,15 und 21,1 4|.,14 ist
1 8 4 1 8 4

linear unabhangig, wann handelt es sich um eine BasiRée€s
b) Geben Sie die Dimensionen der linearen Hullen der beigdmoysysteme an!

0 4
nen der Vektorsysteme aus a) sowie als Linearkombinatidae&inheitsvektoren dé&>
(,kanonische Basis") dar! Sind die Darstellungen eindeutig

0 5
c) Stellen Sie, sofern das moglich ist, die Vektoréﬂ) und (0) als Linearkombinatio-

Aufgabe 6.6

i (3) () - () ()

a) Zeigen Sie, das§, T} eine Basis de®? ist! (Diese Basis wird ,kanonische Basis* ge-
nannt.)

b) Zeigen Sie, dasfX;, %} keine Basis deR? ist!

c) Zeigen Sie, das§,%;} eine Basis deR? ist!

d) Zeigen Sie, dass es iR? unendlich viele Basen gibt!
e) Zeigen Sie, dass diR? =2 gilt!

Losung

Aufgabe 6.7 Lésung

17 1

1 0
Linearkombination derVektore<2) und (1) ist!
3 4

b) Wie kann man aus den unter a) genannten Vektoren eine BasiRalme®? bilden?

3 1
Geben Sie die Koordinaten der Vektor{n 8) und ( 5) beziglich dieser Basis an!

3 2
a) Zeigen Sie, dass der Vekt{r 8) Linearkombination, der Vektof 3 | hingegen keine

17 16

Aufgabe 6.8 Ldsung
a) Bestimmen Sie in Abhangigkeit vom Paramedatie Dimension der linearen Hiulle der

2 1 3
Vektoren (—1) , ( a) und (0) I Was stellt diese Menge geometrisch dar?

3 14 2

-10 5
b) Gehoren die Vektore( 2) und (5) der linearen Hille an?
-10 5


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_008-0.pdf
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Aufgabe 6.9 Ldsung

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der linearen Algkanigvon zwei Vektoren und
der Lagebeziehung zwischen zwei Gerad@a?Beantwortung der Frage reicht ein Satz.)

Aufgabe 6.10 Lésung

a) Definieren Sie den Begriffderlinearen Unabhangigkein)ektorenvy, Vo, ..., V, (N> 1)!
b) Erlautern Sie die geometrische Bedeutung des Begriffsrahtier moglichen Lagebezie-
hungen von drei Vektoren im dreidimensionalen Raum!

Aufgabe 6.11 Ldsung
Wann handelt es sich bei einer Ebene um einen Unterrau@d@s

Aufgabe 6.12 Ldsung

a) Wann heif3t eine Menge Unterraum &%
b) Beschreiben Sie geometrisch, welche Mengen Unterrausigdeind!

Aufgabe 6.13 Ldsung

a) Definieren Sie die Begriffe Dimension und Basis eines Ve&tones!

b) Fur welche Werte des Parametarkandelt es sich bei der Ebere-y+z=a um einen
Unterraum de®3? Geben Sie in dem Fall, dass es sich um einen Unterraum hagidel
Basis dieses Unterraumes an!

Aufgabe 6.14 Lésung

Beweisen Sie, dass jedes beliebige System wdmear unabhéangigen Vektoren eines
dimensionalen linearen Vektorraumes diesen Raum aufspa@nRaum also lineare Hille
dieses Systems ist!

Aufgabe 6.15 Ldsung

L1 undL, seien zwei Unterrdume des linearen Vektorraumezgeigen Sie, dass dann auch
L1 NLo Unterraum vorV ist!

Aufgabe 6.16 LOsung
2 3 0 0

Seixi=4], o= 51, 3= 2|, 4= 2
3 -1 11 12

Untersuchen Sie folgende Mengen darauf, ob es sich um ériR@nme handelt:

a) {0214—3?24—23, G,B € R},
b) {aXi+B%+ VX3, a,B,y € R},
c) {aX1+BX+ %, a,B e R},
d) {aXy+BXo+yX4, a,B,ye R} !

Wenn ja, geben Sie die Dimension und eine Basis an! Was siikeMengen geometrisch
dar?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_016-0.pdf
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Aufgabe 6.17 Ldsung

2 3 0
Bestimmen Sie eine Basis der Mengex 4) +p ( 5) +y( 2) , a,B,ye R}.Was
3 -1 11

stellt die Menge geometrisch dar?

Aufgabe 6.18 Ldsung
Handelt es sich bei folgenden Mengen um UnterraumeRdes

[ L () ()
() o) () )

Geben Sie ggf. die Dimension und eine Basis an! Was stellemMdigen geometrisch dar?

Aufgabe 6.19 Ldsung

c 7 -3
a) Fur welche Werte voaist der Vektor(S) Linearkombination vor(S) und( 1),

fur welche nicht? 4 3 2

b) In welchen Féllen handelt es sich bei den Mengen

7 -3 C
+a | 5]|+B 1|+y|l-5], a,B,yeR > und
L(E)(2) (3o () oo
7 -3 c
+a | 5|+ 1]l4+yl-5], a,B,yeR
L(E) < (2) o 3) () oo

um Unterraume deR3? Was stellen die Mengen geometrisch dar?

gago b~ P OO

Aufgabe 6.20 Lésung
Fur welche Werte des Parametarsandelt es sich bei der Menge

1 2 1 3
1| +a|-1]+p8| a|+y| 0], a,B,yeR } um einen Unterraum dég3?
0 3 14 2

Geben Sie in diesen Fallen die Dimension des Unterraumes an!

Aufgabe 6.21 Ldsung

1 0 5
Gegeben sei die Meng{a (2) +p (1) +y<6> ,a,B,ye R}.
4 5 0

a) Zeigen Sie, dass es sich bei der Menge um einen UnterrasiRPdendelt!
b) Bestimmen Sie die Dimension dieses Unterraumes und gebegirte Basis des Unter-
raumes an!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_021-0.pdf
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1 -1
c) Stellen Sie die Vektore<0) und ( O) als Linearkombinationen dieser Basis dar, falls
L 6 6
das mdglich ist!
d) Was stellt die Menge geometrisch dar?

Aufgabe 6.22 Ldsung
1 3 1
GegebenseidieMengea| 2| +B8|5]|+y| 1]|,a,ByeR
-1 8 10

a) Zeigen Sie, dass es sich bei der Menge um einen UnterrasiPdendelt!

b) Bestimmen Sie die Dimension dieses Unterraumes und gebegirte Basis des Unter-
raumes an! 2 2

c) Stellen Sie die Vektoren 1 | und | 1 | als Linearkombinationen dieser Basis dar,

falls das moglichistt ~ \30 31
d) Was stellt die Menge geometrisch dar?

Aufgabe 6.23 Ldsung
4 -1 0

Betrachtet wird folgende Teilmenge d& { o | 4 | +p 1])4+yl-1],a,ByeR
0 -3 a

a) Zeigen Sie, dass es sich bei der Menge mit der Ublichentidddind Multiplikation mit
einer reellen Zahl um einen linearen Raum handelt!

b) Bestimmen Sie die Dimension des Raumes in Abhéangigkeit \aranfetea !
c) Geben Sie eine Basis des Raumes an!
d) Was stellt die Menge geometrisch dar?

Aufgabe 6.24 Lésung
Fur welche Werte des Parametarsandelt es sich bei der Menge
1 4 -1 0

l1|+al|4d4]|+B 1|+y|-1], a,B,y€e R} um einen linearen Raum?
2 0 -3 a

Geben Sie in diesen Fallen die Dimension des Raumes an!

Andere lineare Vektorraume

Aufgabe 6.25 Ldsung

Zeigen Sie, dass die Mengealler Polynome 3. Grades tbRmit der tblichen Addition und

Multiplikation mit einem Skalar ein linearer Vektorraunt isld geben Sie eine Basis dieses
Vektorraumes an!

Aufgabe 6.26 Ldsung

Zeigen Sie, dass die Mengealler Polynome tbeR mit der Giblichen Addition und Multipli-
kation mit einem Skalar ein linearer Vektorraum ist! Wasrkaran zu diesem Raum beziglich
Dimension und Basis aussagen?
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Aufgabe 6.27 Ldsung

SeiP, der lineare Raum aller Parabeln ttiemit der Gblichen Addition und Multiplikation
mit einem Skalar.

a) Geben Sie die Dimension véh an!

b) Welcher der Vektorenx2-11x? und Z+12x? ist Linearkombination der Vektoreni2ix+
3x? und 3+5x—x2 ?

c) Welches der beiden Vektorsysteme{2+ 4x+ 3x?, 3+ 5x — x2, 2x+ 11x?}  und
{2+4x+3%%, 3+ 5x—x2, 2x+12x?} ist linear unabhangig, wann handelt es sich um eine
Basis de$,?

Aufgabe 6.28 Ldsung
Zeigen Sie dass die Menge aller quadratisch summierbastger{a,} ., d.h. der Fol-

gen mit Z)an < oo, mit den Operationefian}+{bn} ={an+bn} undAr{a,} ={Aa,} einen

linearen Vektorraum bildet!

Aufgabe 6.29 Lésung

Seil ein linearer Vektorraunx,y € L unda, 8 € R. Zeigen Sie, dassX-+By=pX-+ay genau
dann gilt, wenm =B oderX=y ist!

Skalarprodukt, Orthogonalitat, Winkel

Aufgabe 6.30 Ldsung

Gegeben seien die Vektore{r;) , (_i) und (2) .

a) Stellen Sie die Vektoren grafisch dar!

b) Berechnen Sie die Skalarprodukte zwischen den Vektoremtiw der Vektoren sind zu-
einander orthogonal?

c) Berechnen Sie die Normen der Vektoren und normieren Sigatkimren (d.h., bestimmen
Sie Vektoren gleicher Richtung der Norm 1)!

Aufgabe 6.31 Ldsung
Beweisen Sie mithilfe des Satzes des Pythagoras den Koatawder ebenen Trigonometrie
und zeigen Sie damit, dass sich der Winkel zwischen den ¥ekiq undX, durch die Be-

. X1 X2 . . .
ziehung ¢ :arccosW berechnen lasst, wobei das Skalarprodukt wie tblich durch
1| [[X2

X1Xo =X1Xo+Y1Y2+212» definiert ist!

Aufgabe 6.32 Ldsung

a) Wie kann der Winkel zwischen zwei vom Nullvektor versdeieen Vektoren im Raum
R" (neN) allgemein definiert werden? Welche Werte kann der so defin&/inkel an-
nehmen?

b) Die in a) anzugebende Definition kann auchith d.h. in der Menge der reellen Zahlen,
angewendet werden. Begriinden Sie, welche Werte der so defiwenkel zwischen zwei
von Null verschiedenen reellen Zahlen annehmen kann!
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Aufgabe 6.33 Ldsung
Wie andert sich der Winkel zwischen zwei vom Nullvektor wfigedenen Vektoren, wenn
man einen von ihnen mit einer negativen Zahl multiplizigktQumentieren Sie sowohl geo-
metrisch als auch mit der Berechnung des Winkels tGiber dasi®katiukt!

Aufgabe 6.34 Ldsung

Beweisen Sie, dass dig Vektorgnb unda—b genau dann orthogonal zueinander sind, wenn
far ihre Normen||&|| = ||b]| gilt!

Aufgabe 6.35 Losung
4 —13 o .
12 und 9 und die Winkel zwischen
diesen Vektoren! Notieren Sie fur die drei Paare dieserdrekt jeweils die Dreiecksunglei-
chung! Welche geometrische Bedeutung hat diese?

Berechnen Sie die Langen der Vekto(e§> ,

Aufgabe 6.36 Lésung

3 12V/3 -3-12V/3
Berechnen Sie die Langen der Vektoren-4 |, | —3v/3 | und 4+ 3v/3 | und die

12 —4/3 —12+ 43
Winkel zwischen diesen Vektoren! Was stellen Sie fest?

Aufgabe 6.37 Ldsung
4 1 2 8 3 -2

Berechnen Sie| 5 21+14 71—-16 2 |, indem Sie tatsachlich nur ein
3 1 2 1 3 1

einziges Skalarprodukt ausrechnen!

Aufgabe 6.38 Ldsung

Als Kugel mit dem Radius wird die Menge aller Punkte des Raumes bezeichnet, deren Orts
vektorenX vom Punkt mit dem Ortsvektof den Abstand haben! Geben Sie die Gleichung
der Kugel vektoriell und komponentenweise an! Welcher Adusanhang besteht zum Satz
des Pythagoras?

Aufgabe 6.39 Ldsung
Beweisen Sie den Satz des Pythagoras mit Mitteln der Vektonueng!

Aufgabe 6.40 Ldsung

Zeigen Sie, dass die Koordinaten eines Vektors der Langeziglieh einer orthonormalen
Basis gleich den Kosinussen der Winkel zwischen dem Vektdrden Basisvektoren sind,
n

und damit Zlcos2 ai=1 als Verallgemeinerung des Satzes des Pythagor&sp eas’ ¢ =1
gilt! =
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Aufgabe 6.41 Ldsung

Beweisen Sie den Satz des Thadesohldurch Zerlegung des Dreiecks am Halbkreis in zwei
gleichschenklige Dreieckals auchmit Mitteln der Vektorrechnung!

Aufgabe 6.42 Ldsung
Ermitteln Sie eine Orthonormalbasis des Euklidischen Rauktemit iiblichem Skalarpro-

dukt, der ein zum Vekto( 12) paralleler Vektor angehort!

Aufgabe 6.43 Ldsung
Ermitteln Sie eine orthogonale Basis des Euklidischen Rauidasit iblichem Skalarpro-
1
dukt, der der Vektorl —2 | angehort!
3
Aufgabe 6.44 Ldsung
2 7
Orthogonalisieren Sie das Vektorsyste 1|, 5 , d.h., bestimmen Sie ein or-
-2 —4

thogonales Vektorsystem, dessen lineare Hiille mit der eigslienen Vektorsystems tberein-
stimmt!

Hinweis: Lassen Sie z.B. den Vekta¥; unverédndert und suchen Sie einen dazu orthogonalen Vektor
in der Form%,’ = % — A%, d.h., bestimmen Sid so, dassX; und X’ zueinander orthogonal
werden! Dieses Verfahren heil3t Schmidtsches Orthogamalisgsverfahren.

Aufgabe 6.45 Ldsung
3 1
Gegeben seien die Vektorda=| 4 | unds={ 2
-2 1

a) Berechnen Sie die Langen der Vektoren und den von ihneesghtpssenen Winkel!

b) Zerlegen Sie den Vektdf in seine Komponente in Richtung des Vektgnsnd die dazu
orthogonale Komponente!

c) Bestimmen Sie die Arbeit, die die Krdftlangs des WegeSleistet!

Aufgabe 6.46 Ldsung

Ein Kérper wird durch eine Kraff = (3 4 5T vom Punkt(8,2, —3) zum Punkt(5,8,3)
beweqgt.

a) Zerlegen Sie die Kraft in eine Komponente in Bewegunggrigpund in eine dazu ortho-
gonale Komponente!

b) Bestimmen Sie den Winkel zwischen Kraft- und Bewegungsriaip

c) Bestimmen Sie die bei der Bewegung von der Kraft an dem Kégeichtete Arbeit!
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Aufgabe 6.47 Ldsung

Ein Korper wird durch eine Kraff =(5 5 0)" vom Punkt(4,1,—2) zum Punkt(4,4,1)
beweqgt.

a) Bestimmen Sie den Betrag der Kraft, die Lange des zurlajigeiéVeges sowie die bei
der Bewegung von der Kraft an dem Korper verrichtete Arbeit!

b) Zerlegen Sie die Kraft in eine Komponente in Bewegungtuiogy und in eine dazu ortho-
gonale Komponente!

c) Bestimmen Sie den Winkel zwischen Kraft- und Bewegungturiud

Aufgabe 6.48 Lésung

Eine in Richtung der Winkelhalbierenden des IV. Quadranemnxd&-Ebene wirkende Kraft
verrichte an einem Kdrper auf der geraden Strecke vom RaBkt10,18) zum Punk{9, 2, 4)
eine Arbeit von 141 J, wobei als Ladngeneinheit cm verwendete. Bestimmen Sie den Be-
trag der Kraft in KN!

Aufgabe 6.49 Ldsung

Fiar Vektorenx y € R" gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichutiy y| < ||X]| ||Y]|-

a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen dieser Ungiegamd dem Wertebereich des
Kosinus? Wann ist die Ungleichung mit dem Gleichheitszamcérfillt?

b) Erlautern Sie die Ungleichung anhand der maximal moglichrbeit, die eine Kraft vom

BetragF in Abhangigkeit von ihrer Wirkungsrichtung in eine vorgbgee Richtung
verrichten kann!

Aufgabe 6.50 Lésung

a) Leiten Sie durch Quadrieren der Dreiecksungleichungxésy und X—y die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung her!

2 7
b) Uberzeugen Sie sich fur die Vektor<n 1) und ( 5) von der Gultigkeit der Unglei-
chungen! —2 —4

Aufgabe 6.51 Lésung
Beweisen Sie die Ungleichungen:

n 2 n
a) (x+y)? 2+y2), b) (X+Yy+2)%<30C+y?+7), c) ( xi> S”Zﬁ-

Wann gilt das Gleichheitszeichen?

Aufgabe 6.52 Ldsung
—6 1
Zerlegen Sie den Vektar= 5 | in seine Komponente in Richtung des Vektars | 2
8 3

und die dazu orthogonale Komponente!
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Aufgabe 6.53 Ldsung

a) Unter welchem Winkel sieht man die Strecke zwischen dekten(2, —3,6) und(2,4, 8)
vom Punkt(0,0,7) aus?

b) Von welchen Punkten derAchse aus sieht man sie unter einem rechten Winkel?

Matrizen
Aufgabe 6.54 Ldsung
1 1 5 9 1 1
. 2 -1 8 1 5-2
— |
Berechnen Sie 3 5 + 4 _2 3 1 4|
1 4 9 1 2 1
Aufgabe 6.55 Ldsung

In einer Firma werden die drei Produk®g, P> und P; hergestellt. An Material werden daftr
die drei Rohstoffdr;, R, undR3 bendtigt. Im Einzelnen werden flir eine Einhit2 Einheiten
R1, 1 EinheitR, und 4 EinheiterRg, fiir eine EinheitP, 5 EinheitenR; und 5 EinheiterRs
sowie fur eine EinheiP; 1 EinheitRy, 3 EinheitenR, und 3 EinheiterR; verwendet.

Fur einen Auftrag sollen 50 Einheité?, 30 EinheitenP, und 10 EinheiterPs produziert
werden.

Geben Sie die Aufwandsmatrix sowie in vektorieller Form dnduktionsauftrag an und
ermitteln Sie daraus den Rohstoffbedarf in vektoriellemior

Aufgabe 6.56 Ldsung
Berechnen Sie 6 1 7 _2 2 6 1 -2 3 5
1 1 1 1 _— 3 1 -1 0 2 -1 0 4
a3 2 1 0 s 2| b1 4 1 0|3 0 -3 3},
2 0 1 -1 9 3 0O 3 -1 0 4 1 1 2
2 7 2 1 5 2 -1 1
3
1 3 6 —3 6 —3 1 3
©) (—2 —6) (—2 1)' d) ( 2 1) (—2 —6)’ ©) (;‘) (349,
7 3 1 0 2 (=2 35
3 5 1 4 3 7 2 -1 0 4
(345 (4], 9) 3 0 -3 3!
2 -1 1 -1 2
5 6 0 0 0 1 4 1 1 2
5 2 -1 1
Aufgabe 6.57 Lésung
Berechnen Sie 1 1 5 9
124 3001 2 -1 8 1 L
a) 1010 ], b) : o 1](123),
211 1100 3 5 4 -2 1
1 4 9 1
1
1-2 2 -4 2 -4 1 -2
!
d)(123)(1)' e)<—3 6)(1—2)’ f)<1—2)<—3 6)'
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Aufgabe 6.58
Berechnen Sie die Produkte

1

al-1 1-1 1

PP, OOO

4
i
1111 13|-8
3
0

2
3
4
5

11

<oo

und

by (1-1 1-1 1

ORwWN R
o r
PO
ze
[

oOwmo~ A

PR OoOOO

sofern diese existieren!

Aufgabe 6.59

3-1 0 !
Gegeben seien die Matrizem:( 1 2 2), X=-11], Y= (_

die ProdukteYAX und YTAX, soweit sie existieren!

Aufgabe 6.60

1 -2

SelA:( o

3 -5

1 2

AB, BA, AC, CA, ATC, CTA, ABC undCBA, falls diese existieren!

Aufgabe 6.61

12-1 -15-3
Berechnen SidC+B'Cfir A=|4 0 3|.B=[ 31 2|,C
51-4 20 4

Aufgabe 6.62

SeiA:<

3 -1 0
1 2 2

).

1

(2 I @ I

Losung

. Berechnen Sie

Losung

2 4 51
), B=| 3 6 |,C= ( 0 3 > Berechnen Sie die Matrizen

LOsung
2
—11!
-3

LOosung

1
1) , Y= <_§) Welche der folgenden Ausdriicke sind de-

finiert? Was stellen sie dar (Zahl, Vektor, Matrix)? Bereah®&e die Ausdriicke, sofern sie

existieren!

a) yAX, b) y'A%, c) XAy, d) ST(FA), e) AxyT, f) yX'A, g) ATyx".

Aufgabe 6.63

1 2

Sei A= (O 1

4
1

Berechnen Sie folgende Ausdriicke, sofern diese existieren:
a)ACX, b)A'C'X", c)X'CTAT, d)A'C, e)A'CT, f)ACy, g)BCy, h)X'y, i)xy' !

o ne(4 3o

LOosung

o)
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Aufgabe 6.64 Ldsung

an-(3 379 x(1)-(9)

Berechnen Sie folgende Ausdriicke, sofern diese existieren:

a)AX+V, b)VA+X, c)JAX, d)y'AX, e)X'Ay, f) zT(yTA)T, g)AXy", h)ATyxT |

Aufgabe 6.65 Ldsung

2 1 2
SeiA=| 3 -1 ,B:(é 2),6: 1 ,J:(‘é).
—2 0 1

Berechnen Sie folgende Ausdriicke, sofern diese existieren:
a)ABd, b)dBAT, c)dc" +AT, d)Ad+¢, e)Bc+d, f)Bd+c', g)c’Ad, h)(Ad)TA !

Aufgabe 6.66 Ldsung
Zeigen Sie, dass firr beliebige MatrizArdie Matrix AAT existiert und symmetrisch ist!

Aufgabe 6.67 Ldsung

Eine Matrix heiRt schiefsymmetrisch, wer = —A gilt. Zeigen Sie mit Hilfe der Matrizen
A+AT und A—AT, dass sich jede quadratische Matfixals Summe einer symmetrischen
und einer schiefsymmetrischen Matrix darstellen lasst!

Aufgabe 6.68 Ldsung
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
Zerlegen Sie die MatritA=|4 3 -1 -2 3| in die Summe einer symmetrischen
O 2 5 4 1
2 1 0 2 -1

und einer schiefsymmetrischen Matrix!

Aufgabe 6.69 Ldsung
Es werden drei Produkf®, P, undP; aus drei Baugruppe;, B, undB3 und diese aus drei
AusgangsstoffeR;, R, und R gefertigt, wobei im Einzelnen folgender Bedarf besteht:

jeP. jeP, jePs |Ri R Rs
B 2 4 4 eBi| 2 4 1
B, 2 0 2 eBy| 1 2 2
B3 2 2 6 ieBs| 3 1 1

a) Stellen Sie dar, wie sich aus den beiden gegebenen MattieéAufwandsmatrix fir den
Bedarf an Ausgangsstoffen je Endprodukt errechnet undfifBieediese Berechnung aus!

b) Es wird ein Auftrag zur Herstellung von 269, 100P, und 300P; sowie zuséatzlich von
100B; und 80B; als Austauschbaugruppen erteilt. Welche Mengen an Ausgé&often
werden insgesamt bendtigt? Nutzen Sie fir die Rechnung digp\ikation von Auf-
wandsmatrizen und Auftragsvektoren!
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Aufgabe 6.70 Ldsung

Es werden drei Produkf®, P>, und P; aus drei Baugruppe:, B, undB3 und diese aus drei
AusgangsstoffeR;, Ry undRs gefertigt, wobei im Einzelnen folgender Bedarf besteht:

jeP. jeR jePs Rt R Rs
B 3 4 2 je B | 1 2 4
B, 0 3 3 je B | 3 1 3
B/ 3 3 5 jeBs| 2 2 1

a) Stellen Sie dar, wie sich aus den beiden gegebenen MattieéAufwandsmatrix fir den
Bedarf an Ausgangsstoffen je Endprodukt errechnet undfifBieediese Berechnung aus!

b) Bestimmen Sie mithilfe der bei a) ermittelten Aufwandsimaden Bedarf an Ausgangs-
stoffen, der fiir die Herstellung von 100 Produki&n200 Produkte®, und 400 Produk-
tenP; erforderlich ist!

Aufgabe 6.71 Ldsung

In einer Mdbelfabrik werden aus Holz, Metall und Stoff TisgBanke und Stiihle produziert,
die einzeln bzw. als Sitzgruppen verkauft werden. Fir eifisoh werden 12 Einheiten Holz
und 3 Einheiten Metall, fir eine Bank 6 Einheiten Holz, 2 Eitdre Metall und 5 Einheiten

Stoff, fir einen Stuhl 2 Einheiten Holz, 1 Einheit Metall uddinheiten Stoff benotigt. Eine
Sitzgruppe A besteht aus einem Tisch und vier Stihlen, airgr8ppe B aus einem Tisch,
einer Bank und drei Stuhlen.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fir den Zusammenhang usgafgsmaterial und Ein-
zelprodukten und fir den Zusammenhang von EinzelproduktenSitzgruppen an und
bestimmen Sie aus diesen durch MatrizenmultiplikationAdisBvandssmatrix fr den Zu-
sammenhang von Ausgangsmaterial und Sitzgruppen!

b) Ein Kunde bestellt 40 Sitzgruppen A, 60 Sitzgruppen B umséizzlich 10 Banke. Ermitteln
Sie unter Verwendung der Aufwandssmatrizen aus a), welobegeh der Ausgangsma-
terialien bendtigt werden!

Aufgabe 6.72 Ldsung

In einer Firma werden aus Ausgangsstoffen A, und Az BaugrupperBs, B, und B3 und
aus den Ausgangstoffen und Baugruppen Endprodekte, und E3 gefertigt. Im Einzelnen
werden fir eine EinheB; 4 EinheitenA4, 1 EinheitA; und 2 EinheiterAs, fur eine Einheit
B, 6 EinheitenA, und 4 EinheiterA3 sowie fir eine EinheiBz je 4 EinheitenA, und Az
bendtigt, wahrend fur ein Stiidk 5 EinheitenA; und je eine BaugruppBi, B, und B3, fir
ein StlckE; je 2 EinheiterA; undAz und eine BaugruppBs und fir ein Stlickes 3 Einheiten
A1, 1 EinheitA, und eine BaugruppB, bendtigt werden.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fur den Zusammenhang usgakgsstoffen und Bau-
gruppen, fur den Zusammenhang von Baugruppen und Endpesdsktvie fir den Zu-
sammenhang von Ausgangsstoffen und Endprodukten an!

b) Ein Kunde bestellt 100 Studk und je 50 Stlcke, undE; sowie 50 Einheitei,. Welche
Mengen an Ausgangsstoffen werden bendtigt?

Aufgabe 6.73 Ldsung

In einer Firma werden aus Ausgangsstoffen A, und Az Zwischenproduktey, Zo und Z3
und aus den Ausgangs- und Zwischenprodukten Endprodtikt&, und Ez gefertigt. Im
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Einzelnen werden fir eine Einhedy 5 EinheitenAq, 2 EinheitenA, und 1 EinheitAg, fur
eine EinheitZ, 6 EinheitenA; und 2 EinheiterAz sowie fiir eine EinheiZz 4 EinheitenA;
und je 2 Einheite, und Az bendétigt, wahrend fir ein Stidk; 5 EinheitenA, 2 Einheiten
Z1, 3 EinheitenZ, und 1 EinheitZz, fur ein StiickE, 3 EinheitenZ; und 2 Einheiter¥, und
fur ein StUckEs je eine EinheiZy, Z, undZs benétigt werden.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fir den Zusammenhang usgakgsstoffen und Zwi-
schenprodukten, fur den Zusammenhang von Zwischen- unpr&dakten sowie fiir den
Zusammenhang von Ausgangsstoffen und Endprodukten an!

b) Ein Kunde bestellt 10 StlcE;, 20 StlickE; und 30 StiickEs sowie 20 EinheiterZ;.
Welche Mengen an Ausgangsstoffen werden bendtigt?

Aufgabe 6.74 Lésung

Eine Elektronikfirma stellt aus Draht, Spulen und Widerd&nBaugruppeB;, B, und B3
und aus den Baugruppen und aus Draht Ge@teind G, her. Im Einzelnen werden fur
eine Baugrupp®; 12 Einheiten Draht, 3 Spulen und 2 Widerstande, flir eine BapgB,
15 Einheiten Draht, 2 Spulen und 4 Widerstande und fir einegBgpeBs 10 Einheiten
Draht, 2 Spulen und 2 Widerstande bendétigt. Fur ein Géfaverden 2 BaugruppeB;, eine
BaugruppeBs und 20 Einheiten Draht benétigt, wahrend fir ein G&#gije eine Baugruppe
B1, B> und B3 sowie 30 Einheiten Draht benétigt werden.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fir den Zusammenhang uegagsmaterial und Bau-
gruppen, fur den Zusammenhang von Baugruppen und Geratés fsowlen Zusammen-
hang von Ausgangsmaterial und Geraten an!

b) Ein Kunde bestellt 1000 GerdR, 800 Geratés, und fir Austauschzwecke 100 Baugrup-
penB;, 20 BaugruppeiB,; und 50 BaugruppeBs. Welche Mengen an Ausgangsmaterial
werden bendtigt?

Aufgabe 6.75 Ldsung

Eine Lackfabrik produziert die Lacksorten A und B jeweilsden Farben turkis, grin und
laubgrtn. Fur 1 Liter Sorte A werden 900 ml transparentekl@arte A und 150 g Pigment-
mischung der jeweiligen Farbe, fiir 1 Liter Sorte B werden 8#@ransparenter Lack Sorte
B und 120 g Pigmentmischung der jeweiligen Farbe benotigtdie Herstellung von einem
Liter transparentem Lack werden bei der Sorte A 700 g Bindemiind 500 ml Losungs-
mittel, bei der Sorte B 560 g Bindemittel und 600 ml Losunggghiterwendet. Schliel3lich
werden pro kg Pigmentmischung in der Farbe turkis 700 g klamel 300 g gelbes, in der
Farbe grun je 500 g blaues und gelbes und in der Farbe lauld®@rmy blaues und 700 g
gelbes Primarpigment bendtigt.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fir den Zusammenhang usgafgsmaterial und Zwi-
schenprodukten und fur den Zusammenhang zwischen Zwigobduwkten und den farbi-
gen Lacken an und bestimmen Sie aus diesen durch Matrizéplikakion die Aufwands-
matrix fir den Zusammenhang zwischen Ausgangsmateriatleandarbigen Lacken!

b) Es sollen 70 Hektoliter turkiser, 50 hl griner und und 4Gahbbgriner Lack der Sorte A
sowie je 30 hl tirkiser und gruiner Lack der Sorte B und zusditzé 10 hl transparenter
Lack beider Sorten hergestellt werden. Ermitteln Sie uviéewendung der Aufwandsma-
trizen aus a), welche Mengen der Ausgangsmaterialien lggrétrden!
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Aufgabe 6.76 Ldsung
In einer GroRbackerei werden drei Sorten Kuchen mit Apfargastellt. Dafiir werden drei
Grundteige verwendet. Fir ein Blech Quark-Apfel-Kuchendeerje 600 g der Grundteige
A, B und C, 800 g Quark und 4 Apfel benétigt; fir ein Blech Apfelia®k-Kuchen 1000 g
Grundteig B, 800 g Grundteig C, 400 g Quark und 7 Apfel; fir eircBl&pfelkuchen 1000 g
Grundteig A, je 500 g Grundteig B und C und 10 Apfel.

Die Grundteige werden in der Teigmischmaschine hergedtgit einen Backtrog mit 200 kg
Teig werden neben anderen Zutaten benétigt beim Grundtdig0Akg Mehl, 20 kg Zucker
und 60 kg Margarine; beim Grundteig B 100 kg Mehl, 25 kg Zuakedt 70 kg Margarine und
beim Grundteig C 120 kg Mehl, 35 kg Zucker und 40 kg Magarine.

a) Geben Sie die Aufwandsmatrizen fir den Bedarf an Mehl, @ugkd Margarine je Back-
trog Grundteig, den Bedarf an Grundteig je Blech Kuchen soinelén Bedarf an Quark
und Apfeln je Blech Kuchen an!

b) Stellen Sie dar, wie sich aus diesen Matrizen die Aufwaradex fur den Bedarf an Mehl,
Zucker und Margarine je Blech Kuchen errechnet und fihreri®ge Berechnung aus!

¢) Essind 120 Bleche Quark-Apfel-Kuchen, 80 Bleche Apfel-®tk€uchen und 100 Bleche
Apfelkuchen zu backen. Ermitteln Sie unter Verwendung datriden aus a) und b) den
hierfur entstehenden Bedarf an den genannten Ausgangsstoff

Aufgabe 6.77 Lésung
Was bewirkt die Multiplikation einer dreizeiligen Matribon links mit

100 100 100
ay|o10|, bpfoo1|, o210]| bzw d(1 1 1)°
00 4 010 001

Aufgabe 6.78 Lésung
Was bewirkt die Multiplikation einer dreizeiligen Matribon links mit

100 00 1 L3
alo2o0], plo1o0l| o
00 3 100

Aufgabe 6.79 Losung

A sei eine beliebige Matrix. Mit welcher Matr& muss man die MatriXA von links multipli-
zieren (d.hBA berechnen), damit

0
0
1| bzw.  d)(1 -1 -1)7
1

o O o
o O

a) die 1. Zeile mit 3 multipliziert wird,

b) eine einzeilige Matrix entsteht, deren Komponenten dig®en der Spalten der Matrix
A sind,

c) das Doppelte der 1. Zeile zur 3. Zeile addiert wird,

d) die 1. mit der 2. Zeile vertauscht wird?
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Aufgabe 6.80 Ldsung

A sei eine beliebige Matrix. Mit welcher Matri2 muss man die MatriXA von rechts multi-
plizieren (d.h AB berechnen), damit

a) die 1. Spalte verdoppelt wird,

b) eine einspaltige Matrix entsteht, deren KomponenterSdimmen der Zeilen der Matrix
A sind,

c) von der 2. Spalte das Dreifache der 1. Spalte abgezogen wir

d) die letzte und die vorletzte Spalte vertauscht werden,

e) die Spalten in entgegengesetzter Reihenfolge entstétrenlje letzte Spalte zur 1. Spalte
wird usw.?

Wie musste die Aufgabenstellung gedndert werden, um diehgle Effekte fir Zeilen zu
erreichen?

Aufgabe 6.81 Ldsung

Eine quadratische MatriM = (mj)i_?zl heil3t obere Dreiecksmatrix der Ordnungwenn
mij =0 flri> j gilt. AundB seien obere Dreiecksmatrizen gleicher Ordnung. Zeigen Sie
dass dann auchB eine obere Dreiecksmatrix ist.

Aufgabe 6.82 Lésung
SeienA undB quadratische Matrizen der Ordnungnit AB = BA.

n . .
a) Zeigen Sie, dass dan’ —B? = (A+B)(A—B) und (A+B)" = Z) (?) A'B" gilt!
i_

b) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass ABi=~ BA diese Formeln nicht gelten missen!

Aufgabe 6.83 Ldsung
Welchen Rang haben die Matrizen
1 12 5 1 12 5 1_; i—ll ;
a2 4 5], by |2 4 4], C) ?
1 8 4 1 8 4 -1 1-1 11
3 2 3 3 5

Berechnen Sie fur a) und b) auch die Determinanten der Matriaelcher Zusammenhang
besteht zum Rang?

Aufgabe 6.84 Ldsung
Welchen Rang haben die Matrizen

210 310 1100
a3 2 1}, by [ 8 2 1], c)|{1 01 0f,

1 3 4 17 3 4 2 4 6 8

1-2 1-1 3
"

d) (—1 1-1 1—1)'


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_080-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_080-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_081-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_081-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_082-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_082-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_083-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_083-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_084-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_084-0.pdf

6. Lineare Algebra 17. Oktober 2014 68

Aufgabe 6.85 Ldsung

3 5 -6 19 a
Bestimmen Sie den Rang der Matrix 0 2 0 —2 1] inAbhangigkeit von dem

Parametea ! 13 -2 5 7

Aufgabe 6.86 Ldsung
123

Bestimmen Sie den Rang der Matrix 2 4 a | in Abhangigkeit von den Parametean

undb ! 3 b9

Aufgabe 6.87 Lésung
122 23

, . 11 3 3 3 4] . N

Bestimmen Sie den Rang der Matri 1344 5 in Abhangigkeit vora, bundc !
2 7 abec

Aufgabe 6.88 Ldsung
1 A2 -1

Berechnen Sie den Rang der Matriy 2 —1 A in Abhangigkeit vom!
1 10 -6

Aufgabe 6.89 Lésung

[N

[ERN

3 5 2
a) Erganzt einer der Vektore(4) oder (1) das Vektorsysterr{ (0) , ( 4) } Zu
0 2 -1

einer Basis deR3, wenn ja welcher?

12
b) Stellen Sie, falls bei a) eine Basis d@¥gefunden wurde, den Vektt( 1) als Linear-
kombination der Vektoren dieser Basis dar! 0
12
1] !
0

Aufgabe 6.90 Losung
Gesucht sind zwei reelle Zahlen mit folgenden Eigenschaftee Summe ist 4. Vermindert
man das Dreifache der einen Zahl um das Doppelte der andatdnso erhélt man 52.

¢) Bestimmen Sie den Rang folgender Matrizen:
1 2 3 1 25 1 2 12
A=|0 4 4], B=|0 4 1|, c=|0 4 1], D=
1-1 0 1-1 2 1-1 O

Lineare Gleichungssysteme

B OoOR
= AN
g AW

Aufgabe 6.91 Ldsung

Aus einer 92%-igen und einer 64%-igen Schwefelsaure s8lekg einer 72%-igen Schwe-
felsdure hergestellt werden. Man berechne die Massen darsolnenden Séuren!
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Aufgabe 6.92 Ldsung
550 griine und 525 rote Paprikaschoten wurden in Netze A uriyBackt, wobei die Netze
A 3 grine und 2 rote und die Netze B 2 griine und 3 rote Paprikésclenthalten. Wie viele
Netze der beiden Sorten wurden gepackt?

Aufgabe 6.93 Ldsung
Einladungen zu einer Feier werden teilweise als Briefeytade als Postkarten verschickt.

— Die Briefe wurden zu £, die Postkarten zu 50 Cent erworden, insgesamt wurden fiur die
Briefe und Karten 5@ bezahlt.

— FUr den Versand entstehen Postgebihren in Hohe v&) @bbei fur einen Brief 55 Cent
und fur eine Postkarte 45 Cent zu zahlen sind.

Ermitteln Sie die Anzahl der Briefe und die der Postkarten!

Aufgabe 6.94 Ldsung
Eine bestimmte Anzahl Broschiren wird einzeln als Blichersegdersandt. Eine Broschure
A kostet 1€ und erfordert ein Porto von,80 €, eine Broschiire B kostet® und erfordert
ein Porto von M40 <. Insgesamt kosten die versandten Broschiren€l®eim Versand der
Broschuren entstehen Portokosten vonS&89Vieviele Exemplare der einzelnen Broschiren
werden versandt?

Aufgabe 6.95 Ldsung
Lésen Sie die Gleichungssysteme
a) 3X+4y=14 b) X+4y=14 0) X+4y= 14

—5x+2y=20" —6x—8y=14" —6x—8y= —28

grafisch und rechnerisch!

Aufgabe 6.96 Lésung
Losen Sie die Gleichungssysteme
a) X—2y=7 b) X— 2y= 7 0) X— 2y= 7

5x+4y=28 ' 15x— 10y =30 15x— 10y= 35

grafisch und rechnerisch!

Aufgabe 6.97 Lésung
Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme uedpirgtieren Sie die Ergebnisse
geometrisch:

a) 6Xx+ 7y=15 b) 6x+ 7y=15 o) 6x+ 7y=15
7X+8y=17" 12x+14y=17 ° 12x+14y=30
Aufgabe 6.98 Lésung

a) Wie mussen die Parameiund b gewahlt werden, damit die Matri& = (g b) den
a
Rang 0, 1 bzw. 2 hat?
b) Ldsen Sie in den drei Fallen das homogene lineare GlegdaystemAX=0 !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_092-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_092-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_093-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_093-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_094-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_094-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_095-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_095-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_096-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_096-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_097-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_097-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_098-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_098-0.pdf

6. Lineare Algebra 17. Oktober 2014 70

Aufgabe 6.99 Ldsung
Aus 2 RohstofferiR; undR, werden 3 Erzeugnis$g , E; undEj gefertigt. Je Stlick; werden
6 EinheitenRy, je StickE, 14 EinheiterR; und 16 EinheitefR, und je Stlickes 10 Einheiten
R; und 8 EinheiterR, bendtigt. Wieviel Stiick der einzelnen Erzeugnisse missegeistellt
werden, um 36 EinheiteR; und 24 EinheiterR, vollstandig zu verbrauchen?

Aufgabe 6.100 Lésung
Ldsen Sie mit dem Gaul3schen Algorithmus die Gleichungssyest
X—2y+3z=0 X—2y+3z=0 X—2y+3z=0
a) 3+ y—-5z=0, b) 3+ y—-5z2=0, c¢) —2X+4y—-6z=0 !
2Xx—3y+3z=0 5X—3y+ z=0 3X—6y+9z=0

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Losungsmerg@&iaichungssysteme, der
Anzahl der Variablen und Gleichungen und den Rangen der kaftenmatrizen?

Aufgabe 6.101 Ldsung
Ldsen Sie mit dem Gaul3schen Algorithmus die Gleichungssyest
X—2y+3z=4 X—2y+3z=4 X—2y+3z= 4
a) 3+ y—-5z=5, b) 3+ y—-5z2=5, c¢) 33X+ y—-5z= 5 !
2X—3y+3z=28 9X—3y+ z=8 5X—3y+ z=13

Geben Sie jeweils auch die Range der Koeffizientenmatrix wncedveiterten Koeffizien-
tenmatrix an und stellen Sie den Zusammenhang zu den Lastsmikenschaften der Glei-
chungssysteme dar! Interpretieren Sie die Ergebnisse gfeisoh!

Aufgabe 6.102 Ldsung
Ldsen Sie mit dem Gaul3schen Algorithmus das Gleichungssystx+2y+3z= 9
2x+3y+8z=16

X+4y+22=16 !
Aufgabe 6.103 Lésung
Losen Sie das lineare Gleichungssystenx + y+2z= 6
2X—2y —4z=16
X—-y+ z=19
mit dem GaufRalgorithmus!
Aufgabe 6.104 Lésung

Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme uedpirgtieren Sie die Ergebnisse
geometrisch:

2X+4y+3z= 1 2X+2y+5z= 9 2X+2y+5z= 0
a) 3X—-6y—2z=-2, b) x—-3y—6z=-8 , C) X—3y—6z=-8 !
—5X+-8y+2z= 4 7X—5y—8z= -6 7X—5y—8z= -6
Aufgabe 6.105 Lésung

Geben Sie zu den Gleichungssystemen aus Aufgalitjeweils die Losungen der zugeho-
rigen homogenen Gleichungssysteme an!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_099-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_099-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_100-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_100-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_101-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_101-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_102-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_102-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_103-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_103-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_104-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_104-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_105-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_105-0.pdf
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Aufgabe 6.106 Ldsung

Losen Sie das lineare Gleichungssystem +2y + 3z= 14
X+ y+2z=11
5x+8y+ z=20

und interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch!

Aufgabe 6.107 Lésung
Bei der zweistelligen Gleitpunktarithmetik wird jede Zakif awei gultige Ziffern gerundet,

z.B. 247~ 25.10! = 250,—0.03438~ —34-10 3 = —0.034.

Losen Sie das lineare GIeichungssyst{rrqg1 i) X= (;)

a) exakt,

b) in zweistelliger Gleitpunktarithmetik mit dem Gaul3sechgorithmus ohne Zeilen- und
Spaltentausch,

c) in zweistelliger Gleitpunktarithmetik mit dem Gauf3sehfdgorithmus mit Spaltenpivoti-
sierung (Wahl des betragsgrof3ten Elements der jeweiligafiesals Pivotelement)!

Aufgabe 6.108 Ldsung
Lésen Sie mit dem Gaul3schen Algorithmus die Gleichungssyest
4X1+ Xo = 6 X1+ Xo+ X3+ Xg=1 2X1+3Xo+X3+ X4 =1
a) X1— Xo+5x3= 14, b) 6x1+ Xo+4x3+3x4 =4, C) —X1— X 4+ X4=2
2X1 +2Xp —3%x3 = —3 X1 +3X%2 +4x4 = 2 X1+2X0 +X3+2X4 = 1
Aufgabe 6.109 Ldsung

. . X1 —2Xp+X3—X4+3%X5 =0

Gegeben sei das Glelchungssystemxl+ o — X3t X4— Xe—0°

a) Bestimmen Sie die allgemeine L6sung des Gleichungssgstem

b) Geben Sie drei linear unabhangige spezielle LosungeGéshungssystems an!

c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der LosungsimaéergAnzahl der Variablen
und Gleichungen und dem Rang der Koffizientenmatrix?

Aufgabe 6.110 Losung

. . X1— 2%+ X3—X4+3X5 = 1
Gegeben sei das Glelchungssyster_nx1Jr Xo—XatXa— Xg—2°
a) Geben Sie eine spezielle und die allgemeinen Losung a@ldehungssystems an!
b) Welcher Zusammenhang besteht zu den Rangen der Koeffimiaatrix und der erweiter-
ten Koeffizientenmatrix?
c) Geben Sie drei linear unabhangige Losungen des zugenhdrgmogenen Systems
X1 —2%2+X3—X4+3X5 =0
—X1+ X2—X3+X4— X5=0
d) Konnen vier Lésungen dieses homogenen Systems linebahéngig sein?

an!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_106-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_106-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_107-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_107-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_108-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_108-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_109-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_109-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_110-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_110-0.pdf
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Aufgabe 6.111

Losung
Gegeben sei das GIeic:hungssyste{m_2 3 10 _2) X= <8)

2-3 4 2 3 3

a) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung arerirpdxs und xs frei gewahlt
werden kénnen!

b) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Lésung arerir;gdx, und xs frei gewahlt
werden konnen!
c) Geben Sie eine ganzzahlige L6sung an!

d) Geben Sie drei linear unabhangige Losungen des zugehohgmogenen Systems
-2 3 1 0-2 . 0 ani
2-3 4 2 37 \0 '

e) Konnen vier Losungen dieses homogenen Systems linebhéngig sein?

Aufgabe 6.112 Lésung

—3X1 42X + 4X3+ 9X4 + 4X5 =18

me1—2x2+2x3-|—6x4— Xs=15"

a) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung arerirydx,4 und xs frei gewahlt
werden kénnen!

b) Geben Sie eine in allen Komponenten nichtnegative undzgdnige Loésung an!

c) Geben Sie drei linear unabhangige Losungen des zugendrmmmogenen Systems
—3X1 + 2Xo +4X3+ X4+ 4x5=0

33Xy — 2%+ 2X3+6X4— X5=0
d) Konnen vier Lésungen dieses homogenen Systems linebhéngig sein?

Gegeben sei das Gleichungssyste

an!

Aufgabe 6.113

. . 2 4 1 3 2
Gegeben sei das Glelchungssyste{nllo 0 -1 1>X: (10)'

a) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung anerirx;dund X frei gewahlt
werden kénnen!

b) Gibt es eine spezielle Losung, die in allen Komponentesitipast?

LOosung

Aufgabe 6.114

Gegeben sei das Gleichungssystt{rﬁ (1) i _24) X= (;)

a) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung anerirxsdund x4 frei gewahlt
werden kénnen!

b) Geben Sie eine Darstellung der allgemeinen Losung anelirxidund x3 frei gewahlt
werden kénnen!

c) Geben Sie die spezielle Losung an, furxiie= 1 undx, = —1 gilt!
d) Gibt es eine spezielle Losung, die in allen Komponentesitipaund ganzzahlig ist?
e) Geben Sie die allgemeine Lésung des zugehdrigen homo@deehungssystems an!

Losung


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_111-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_111-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_112-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_112-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_113-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_113-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_114-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_114-0.pdf
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Aufgabe 6.115 Ldsung
314 21 12

Gegeben sei das Gleichungssystgnl 1 2 6 1|X=| 6
20241 8

a) Geben Sie, sofern das mdglich ist, eine Darstellung diggrakinen Losung an, in dejg
undxs frei gewahlt werden kénnen!

b) Geben Sie, sofern das mdglich ist, eine Darstellung digemleinen Losung an, in deg
undx4 frei gewéhlt werden kénnen!

c) Geben Sie die spezielle Losung an, furxiie= 1 undx, = —1 gilt!

d) Gibt es eine spezielle Lésung, die in allen Komponentesitipaund ganzzahlig ist?

e) Geben Sie die allgemeine Lésung des zugehorigen homo@deehungssystems an!

Aufgabe 6.116 Ldsung
Ldsen Sie das lineare Gleichungssystem, +2xo +3x3+4x4 = 3

2X1 +6X0 +3X3+7X4 = 13

X1 +6X3+5x4 = —4

—X1—8Xo+6X3— X4 =—24 !
Welchen Rang hat die Koeffizientenmatrix, wie hangt dieseérdei Zahl der freien Varia-
blen (frei wahlbaren Parameter in der allgemeinen Loésungammen? Fuhren Sie fur die
ermittelte allgemeine Losung auch die Probe aus!

Aufgabe 6.117 Ldsung
Ldsen Sie das lineare Gleichungssystemx; + Xo + 4x4= 5

3X1+ 2%+ X3+ X4= 1

41+ 3% + 2X3+ 2% = 0

2X1+ Xo+ X3+ 3xy= 2

mit dem GaufRalgorithmus!

Aufgabe 6.118 Losung
Losen Sie das lineare Gleichungssystem; +2x, +3x3 — X4 = 2
X1+3X+4X3+2X4= 9
2X1+ Xo+5x3+3x4 =11
X1+ 2%+ X3+ X4 =10 !

Aufgabe 6.119 Ldsung
Ldsen Sie das lineare Gleichungssystemy -42x, +8X4 —4Xs =12

62 +2X%3 +2Xsg = 6

9o — X4+3Xs = 4

8xo +4x5 —2Xg= 8

mit dem Gauf3schen Algorithmus!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_115-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_115-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_116-0.pdf
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_118-0.pdf
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Aufgabe 6.120 Ldsung
Lésen Sie mit dem Gaul3schen Algorithmus das Gleichungssyst

X1+2%+ X3 +4X4= 7
2X+ Mo+ X3+3x4= 9
X1+ Xo+ X3 +24= 1
41+ 5% +12%3 +5x4 = 11

Aufgabe 6.121 Ldsung
Ldsen Sie mit dem Gaul3schen Algorithmus das Gleichungssyst
X1+ 2%+ 3X3 +4X4=—5
5% +6Xo+10x3 +5%x4 = 4
X1—3+ 8X3— Xg= 15
4x1 + 5% +5%=—-7 !

Geben Sie auch die Losung des zugehérigen homogenen Systéms

Aufgabe 6.122 Ldsung
Ldsen Sie das lineare Gleichungssystenx; 124x, =100
3x1 +2X3 +4x5= 90
2%+ X3 +3X+ Xg= 75
X2+ X3 +3xs= 60
X1 + X3+ 2X4 = 30

3x2 + 2%3+2x5= 90!

Aufgabe 6.123 Losung
Losen Sie das lineare Gleichungssystemx; + X0 — 2Xx3— X4 = 9
X1 +3% + 2X3 — 9x3 =13
X1 — X+ X3— Xa=1
X1p —3% —10x3 +15% = 1
—4X1 +9% + X3 —15x4 =23 !

Aufgabe 6.124 Ldsung

Losen Sie das lineare Gleichungssystéfi-i)zg + (2+i)zy = 11+i
(2+i)zs +(1+2i))zp =12—i !

Aufgabe 6.125 Ldsung
Losen Sie das lineare Gleichungssystem  z; i (1—i)z + (1+i)zz= 2-2i
A+)zn+ 2 2o — | zZ3=—1+6i
(2—i>21 + i 2 —|—(1+2i) zz= 5+4+2i !

Aufgabe 6.126 Ldsung
Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl. Handelt es sich bgi, 2,3)",(2,5,7)",(3,7,10+ €)'} um
eine Basis deR3 ? Bestimmen Sie ggf. die Koeffizienten vah 1, 1)T in dieser Basis

a) allgemein, b) flie =1, c) fure =0,0001'!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/06_120-0.pdf
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Aufgabe 6.127 Ldsung
Ein Betrieb stellt Erzeugnisde,, E> undEj her, die auf Maschinel, M, undM3 bearbeitet
werden. Aus der nachfolgenden Tabelle ist ersichtlich,weé Stunden auf den Maschinen
jeweils bendtigt werden, um eine EinhEjtzu bearbeiten:

|M1 My Mgz
jeEx 3 2 1
eE| 2 0 2
je E3 3 5 4

Wie viele Einheiten eines jeden Erzeugnisses werden preduwenn jede Maschine genau
120 Stunden arbeitet?

Aufgabe 6.128 Lésung
Ein Betrieb stellt Erzeugnisdg,, E» und E3 her, die auf MaschineMy, M» und M3 bear-
beitet werden. Dabei ist zu beachten, dass in das Erzekgmpesveils ein Erzeugni&, und
ein Erzeugni€; eingebaut werden. Aus der nachfolgenden Tabelle ist dlisichwie viele
Stunden auf den Maschinen jeweils bendtigt werden, um ameel E; zu bearbeiten:

M1 M2 M3
eEi| 3 2 1
eE,| 2 0 2
ieEs| 3 5 4

Wie viele verkaufbare Einheiten eines jeden Erzeugnissedem produziert, wenn jede Ma-
schine genau 120 Stunden arbeitet? Losen Sie dabei dadh@iggsystem mit dem Gaul3-
schen Algorithmus!

Aufgabe 6.129 Lésung
Fur die Vorbereitung von insgesamt 30 Frihstiicksgedecklens54 Portionspackungen

Wurst, 88 Portionspackungen Kase und 62 Portionspackukizgmelade verwendet wer-
den. Fir die einzelnen Gedecke werden bendtigt:

Gedeck A: 1 Wurst, 3 Kase, 3 Marmelade,;
Gedeck B: 1 Wurst, 4 Kase, 2 Marmelade;
Gedeck C: 3 Wurst, 2 Kase, 1 Marmelade;
Gedeck D: 4 Wurst, 1 Kase, 2 Marmelade.

Welche Anzahl der einzelnen Gedecke kann vorbereitet wérde

Aufgabe 6.130 Lésung

An 30 Personen sollen Preise im Wert von&8024 € bzw. 18€ vergeben werden, woflr
insgesamt genau 6G8 verwendet werden sollen. Welche Mdoglichkeiten zum Kauf 3i@r
Preise gibt es, wenn jede Wertstufe mindestens einmaktentsein soll?
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Aufgabe 6.131 Ldsung

In einer Stanzerei werden aus Blechtafeln drei verschiedeit®T;, T, undT; gestanzt. Dazu
werden vier verschiedene StanzschabloBers,, S3 und S, genutzt. Bei Verwendung dieser
Schablonen entstehen folgende Stiickzahlen der Teile:

pro Stanzvorgang Es ist nun ein Auftrag von 31, 2 T, und 40T3

S S S zu stanzen. Wie oft missen die einzelnen Scha-
AnzahlT; | 1 1 0 O blonen zur Anwendung kommen, wenn mdog-
AnzahlT,| 1 0 1 O lichst wenig Blechtafeln verbraucht werden sol-
AnzahlT3 | 2 4 6 8 len?

(nach Luderer, B. und Wirker, U.: Einstieg in die Wirtschatisnematik. 7. Aufl. Vieweg+
Teubner 2009, Ubungsaufgabe 4.23, S. 166, 412f.)

Aufgabe 6.132 Ldsung

In einer Cafeteria gibt es Speisen zu 3, 8 undElWie viele der einzelnen Speisen miussen
bestellt werden, damit 23 Personen jeweils genau eine &pelommen, wenn daflr insge-
samt genau 20€ ausgegeben werden sollen?

Aufgabe 6.133 Lésung
Fur die Herstellung von Endproduktén, E», Es und E4 werden BaugruppeB;, B, undBs

nach folgendem Schema benétigt: | B; By, Bs
E.l 1 2 3
E;| 2 2 3
Es| 2 3 O
E4| 5 2 3

Es stehen 50 Baugrupp@®i, 50 Baugruppei, und 30 BaugruppeBs zur Verfigung. Wie
viele der einzelnen Endprodukte sind daraus zu fertigennvedle vorhandenen Baugruppen
verwendet werden sollen?

Aufgabe 6.134 Losung
1 01 1 6

SeiA=|(0 2 2 3] undr=|4
2 1.0 3 8

a) Ermitteln Sie die allgemeine Lésung des GleichungseysfX =T !

b) Ein Muhlenbetrieb stellt aus 3 MehlsortBi, R, undR3 4 verschiedene Mehlmischungen
P1, P>, P3 und P4 her, A sei dabei die Aufwandsmatrix. Welche Mehlmischungen niisse
in welchen Mengen hergestellt werden, um einen Vorrat voR:6#t R, und 8tR3 voll-
standig zu verbrauchen?

Aufgabe 6.135 Lésung
Ein Chemiebetrieb produziert vier Waschmittel, wobei drehfoffe in folgenden Mengen
verbraucht werden:

je Tonne Es sind 2tR;, 3t R, und 1tR3 vorhanden. Wel-
WM WMy WM3 WM, che Waschmittel missen in welchen Mengen
Ry (int) | 1/2 0 1/2 1/4  produziert werden, damit alle Rohstoffe voll-
Ry (int) | 3/5 3/5 0 3/5  standig verbraucht werden? Zeigen Sie die Ein-
Rs (int) 0 1 3/5 3/5  deutigkeit der Losung!
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Aufgabe 6.136 Ldsung
In einer Waschmittelfabrik werden bei der Herstellung vowdschmittelsorten 3 Rohstoffe
in folgenden Mengen verbraucht:

Rohstoff| je Tonne Sorte 1 je Tonne Sorte 2 je Tonne Sorte 3 je Tonne &orte
1 %t 1t %t gt
2 gt ot ét %t
1 1
3 ot Et é% Zt

Welche Sorten mussen in welchen Mengen produziert weraer35ut Rohstoff 1, 20 t Roh-
stoff 2 und 10 t Rohstoff 3 vollstandig zu verbrauchen. Zei§endie Eindeutigkeit der Lo6-
sung!

Aufgabe 6.137 Ldsung
Fur die Produktion von 2 Sorten Mischbrot werden Mischungam Roggen- und Weizen-
mehl im Verhaltnis 70:30 und 80:20 hergestellt. Welche Mander beiden Mehlmischungen
mussen hergestellt werden, um 2 t Roggenmehl und 700 kg Weedrnvollstandig zu ver-
brauchen?

Stellen Sie die sich aus dem Bedarf an den einzelnen Rohserffethrenden beiden Abhéan-
gigkeiten zwischen den herzustellenden Mengen der beidemiriMschungen auch grafisch
dar!

Aufgabe 6.138 Ldsung
Fur die Produktion von 3 Sorten Mischbrot werden Mischungem Roggen- und Weizen-
mehl im Verhaltnis 60:40, 70:30 und 80:20 hergestellt. \Weldlengen der drei MehImi-
schungen mussen hergestellt werden, um 2 t Roggenmehl urigyX@8izenmehl vollstandig
zu verbrauchen?

Aufgabe 6.139 Lésung

An 100 Gewinner eines Gewinnspieles soll je ein Preis veltsarerden. Daflr sollen die
Preise A, B, C und D beschafft werden, diese kosterElyo Preis A, 20€ pro Preis B,
50<€ pro Preis C und 10€& pro Preis D. An Versandkosten fallen pro Preis A und B jeweils
3 €, pro Preis C & und pro Preis D € an. Insgesamt stehen 21&0flr den Einkauf der
Preise und 36€& fur den Versand zur Verfugung, die unbedingt vollstandidpreucht werden
sollen. Wie viele der einzelnen Preise missen beschafttemérErmitteln Sie alle moglichen
Lésungen! Wie viele verschiedene Lésungen gibt es?

Aufgabe 6.140 Ldsung

Fur die Auszahlung von jeweils 9€& an 40 Personen stehen 30 &6Scheine, 70
20€-Scheine und 70 ¥-Scheine zur Verfuigung. Jede Person soll den Betrag passend e
halten, wobei niemand mehr als 5 Scheine bekommen soll.dllekbmmen nur die Stticke-
lungen 50+ 2 x 20, 50+20+2x 10, 50+4x 10 und 4x 20+ 10 in Frage. Wie oft missen
die einzelnen Stuckelungsversionen zur Anwendung komrgemteln Sie alle moglichen
Losungen! Wie viele verschiedene Lésungen gibt es?
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Aufgabe 6.141 Ldsung
Eine Firma verkauft 3 Produkte A, B und C zu Preisen von 400001und 2000 Euro. Die
Herstellung von Produkt A benétigt 3 Einheiten von Rohstaihtl 5 Einheiten von Rohstoff
2, fur Produkt B werden je 1 Einheit der beiden Rohstoffe bightnd fiir Produkt C 1 Einheit
von Rohstoff 1 und 3 Einheiten von Rohstoff 2.

Bei einer kompletten Tagesproduktion wurden 17 Einheitersidhl und 31 Einheiten Roh-
stoff 2 verarbeitet, die Tagesproduktion wurde zu einema@ggreis von 24 000 Euro ver-
kauft.

a) Stellen Sie ein Gleichungssystem zur Bestimmung der gredan Zahl der einzelnen
Produkte auf!

b) Losen Sie das Gleichungssystem mit dem Gaul3schen Algurs!

c) Wie viele verschiedene Losungen fur den beschriebenelvBenalt gibt es? Geben Sie
diese an!

Aufgabe 6.142 Ldsung

In einer Mensa werden die Essen A, B und C (damit sich hier miaehen Zahlen rechnen
l&sst) an Studenten zum Preis von 1, 2 bz¥& B8nd an Mitarbeiter zum Preis von 2, 4 bzw.
5 € abgegeben. An einem Tag werden 3000 Essenportionen vetkadifein Umsatz von
7100< erzielt. Dabei werden an Studenten insgesamt fiinfmal de Riertionen ausgegeben
wie an Mitarbeiter. Der Wareneinsatz betragt bei dem Esské&Aowie bei den Essen B und
C 1,50€ pro Portion und insgesamt an diesem Tag 4€50er Personalaufwand betragt bei
den Essen A und B 1,58 sowie beim Essen C£ pro Person und insgesamt an diesem Tag
4950€.

a) Stellen Sie ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Zahdul Studenten bzw. Mitar-
beiter abgegebenen Portionen der einzelnen Essen auf!

b) Losen Sie das Gleichungssystem mit dem Gaul3schen Algurs!

c) Wie viele verschiedene Losungen fur den beschriebenv@dudt gibt es?

Aufgabe 6.143 Ldsung
Fur einen Flug werden Tickets in den Beférderungsklassendtng und Business angeboten.
Die 300 Economyplatze werden zu unterschiedlichen Sopndéikonen zu Preisen von 29
und 220€ sowie zum Normalpreis von 428 verkauft. Die 50 Businessplatze werden zu
Sonderkonditionen zum Preis von 680und zum Normalpreis von 1068 verkauft. Zu den
beiden Normalpreisen werden zusammen 100 Tickets verkauft

Wie viele Tickets der einzelnen Preiskategorien werdehkatdt, wenn bei voll besetztem
Flugzeug ein Erlos von insgesamt 126 G@@rzielt wird?

Aufgabe 6.144 Ldsung
Fur einen Flug werden Tickets in den Beférderungsklassendtog und Business angeboten.
Die 300 Economyplatze werden zu unterschiedlichen Soondeittonen zu Preisen von 20
und 220€ sowie zum Normalpreis von 428 verkauft. Die 50 Businessplatze werden zu
Sonderkonditionen zum Preis von 680und zum Normalpreis von 1068 verkauft. Zu den
beiden Normalpreisen werden zusammen 100 Tickets verkauft

Geben Sie alle mdglichen Losungen dafir an, wie viele Teckietr einzelnen Preiskatego-
rien verkauft werden missen, um bei voll besetztem Flugzsngn Erldés von insgesamt
124 000€ zu erzielen!
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Aufgabe 6.145 Ldsung
In einem Konfektionsbetrieb ist eine Jacke in 3 GroRen jedestens 4200 mal zu fertigen.
Fur den Zuschnitt aus den hierftr verwendeten Stoffbaliehen 4 Varianten zur Verfigung:
Variante |1 2 3 4
GrokeS |3 12 0 8
GroReM|{6 0 7 O
GrokeL |2 0 4 4

Es soll versucht werden, jede Grol3e exakt 4200 mal zuzustdmeErmitteln Sie durch L6-
sung des entsprechenden Gleichungssystems, ob das misgflistenn ja, geben Sie alle
Losungen und den bei diesen bestehenden Bedarf an Stafflaalle

Aufgabe 6.146 Ldsung

In einer Mdbelfabrik werden aus Holz, Metall und Stoff TisgBanke und Stiihle produziert,
die einzeln bzw. als Sitzgruppen verkauft werden. Fir elfisch werden 12 Einheiten Holz
und 3 Einheiten Metall, fir eine Bank 6 Einheiten Holz, 2 Eitdre Metall und 5 Einheiten

Stoff, fur einen Stuhl 2 Einheiten Holz, 1 Einheit Metall uBd&inheiten Stoff benotigt. Eine
Sitzgruppe A besteht aus einem Tisch und vier Stiihlen, aizgr8ppe B aus einem Tisch,
einer Bank und drei Stuhlen.

Fur die Herstellung von, Sitzgruppen Ay, Sitzgruppen B sowie zuséatzlich Tischenxo
Banken undkz Stiihlen sollen 22 Einheiten Holz, 8 Einheiten Metall und 1i6hEiten Stoff
vollstandig verbraucht werden.

a) Stellen Sie das mathematische Modell auf!

b) Losen Sie das Gleichungssystem Xirxo, X3, y1,Y2 mit dem Gaul3algorithmus zuné&chst
ohne Rucksicht auf Ganzzahligkeits- und Nichtnegativitétierungen! Stellen Sie die
Losung dabei so dar, dagsundys frei gewéahlt werden kénnen.

¢) Nun soll gesichert werden, dass weder die Anzahl der kagltenden Sitzgruppen noch
die der zusatzlich herzustellenden Einzelprodukte megatd. Wie sindy; undys, in der
Ldsung von b) zu wahlen, damit das gesichert wird?

d) Schliel3lich soll noch gesichert werden, dass die Anzahhérzustellenden Sitzgruppen
und zusatzlichen Einzelprodukte ganzzahlig ist. Welchguingen sind moglich?

Aufgabe 6.147 Ldsung
Gegeben sei das Gleichungssystemx —3y+ 2z =—7
X+ y—z= 6
8X—2y+Az=

a) Losen Sie das Gleichungssystem im Spezialfall, u =8 mit dem Gaul3schen Algorith-
mus!

b) Fur welche Werte der Paramegeund u ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar, mehr-
deutig lI6sbar bzw. unlésbar? Geben Sie im Falle der mehgigsut_6sbarkeit auch die
Losung an! Welche geometrische Bedeutung haben die dreiFall

Aufgabe 6.148 Ldsung

Ldsen Sie mit dem Gaul3schen Algorithmus das Gleichungssysix —2y+ 3z=4
4x+3y—10z=5
5x—3y+ az=Db

in Abh&angigkeit von den Parametearundb !
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Geben Sie jeweils auch die Range der Koeffizientenmatrix wncedveiterten Koeffizien-
tenmatrix an und stellen Sie den Zusammenhang zu den La@stsmigenschaften der Glei-
chungssysteme dar! Interpretieren Sie die Ergebnisse gfeisoh!

Aufgabe 6.149 Ldsung
Fur welche Werte der Parametund b ist das Gleichungssystemax+2y+7z=3 ein-
X+3y+az=2
5x—5y+2z=D

deutig I6sbar, mehrdeutig l6sbar bzw. unlésbar? (Die ggstierende Loésung muss nicht
angegeben werden.) Interpretieren Sie das Ergebnis geschét

Aufgabe 6.150 Ldsung
X+ 2y+5z=7
Von dem Gleichungssystem3x+ 3y+ z=7 sei bekannt, dass es mehrere Lésungen hat.
8x+10y+az=b

Bestimmen Sie die Parametundb und geben Sie die allgemeine Losung des Gleichungs-
systems an!

Aufgabe 6.151 Ldsung
1 -2 3

Fur welche Werte vora sind die Vektoren| 4 |, 3| und | —10 | linear abhangig?
5 -3 a

Stellen Sie in diesem Falle den dritten Vektor als Linearkovation der beiden anderen dar!

Aufgabe 6.152 Ldsung
Losen Sie mit dem Gauf3schen Algorithmus das Gleichungssyst3x+4y+ z=2 in
X— y+2z=5
—4x+7y+az=>b

Abhangigkeit von den Parametesrundb !

Geben Sie jeweils auch die Range der Koeffizientenmatrix wncedveiterten Koeffizien-
tenmatrix an und stellen Sie den Zusammenhang zu den La@stsmigenschaften der Glei-
chungssysteme dar! Interpretieren Sie die Ergebnisse efeisoh!

Aufgabe 6.153 Ldsung
-3 4 1

Fur welche Werte voa sind die Vektoren| 1|, | —1 | und| 2 | linear abhangig? Stel-
-4 7 a

len Sie in diesem Falle den dritten Vektor als Linearkomtiamader beiden anderen dar!

Aufgabe 6.154 Lésung
Fur welche Werte der Parameteundb hat das Gleichungssystemx—2y+3z= —4
X+ y+ z= 2
Xx+ay+2z= b
keine, genau eine bzw. unendlich viele Lésungen? Berechieedi&Sggf. existierenden Lo-
sungen! Interpretieren Sie die Ergebnisse geometrisch!
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Aufgabe 6.155 Ldsung
Fur welche Werte der Parameteundb hat das Gleichungssystem
X+ y+ z=3
X+2y+3z=4
2Xx—3y+az=>b
keine, genau eine bzw. unendlich viele Losungen?

Aufgabe 6.156 Lésung
Gegeben sei das Gleichungssystenx; + 2x, + X3+ 5x4 = 23

2X1+6Xo+4X3+ Xq4 =29

3X1+5%+ X3 =15

3X1+5%+ Xz+axy= 9

a) Losen Sie das Gleichungssystemdi —2 !
b) Wie muss der Parametaigewéhlt werden, damit das Gleichungssystem unlésbar wird?

Aufgabe 6.157 Ldsung
Gegeben sei das Gleichungssyster +2x +3x3 +4X4 +6x5=0
2X1 +5Xo +7X3+9%4 +9%x5 =0
X1 +4%2 +5X3 +6X4 +-axs =1
X1 4+3X2 +4x3+5X4+3x5=Db .

a) Wenden Sie auf das Gleichungssystem den Gaul3schentAigos an! Fir welche Werte
der Parametes und b ist das Gleichungsystem losbar? Geben Sie im Falle derdfxst
die allgemeine Losung des Gleichungssystems an!

b) Wie viele frei wahlbare Parameter enthalt die allgeméidgung des zu dem gegebenen
Gleichungsystem zugehdrigen homogenen Systems? GebdieSed_6sung an!

Aufgabe 6.158 Lésung
a) Wenden Sie den GaufRschen Algorithmus auf das linearelalggssystem

X1+ Xp— X3+2X4=—8

X1+2%0+ X3— X3= 13

2X1 +3%2 + X4= 5

X1 —3x3+5%= b an!
b) Fir welche Werte des Parametkiist das Gleichungssystem l6sbar?
c) Berechnen Sie im Falle der Losbarkeit die allgemeine L§slas Gleichungssystems!

Aufgabe 6.159 Lésung
a) Wenden Sie den Gauf3schen Algorithmus auf das linearelalggssystem
Xy + X2 — X3 +2% =—8
X1+2% + X3 — X4 =13
2X1+ Xo+2%3+ Xq= 11
3X1 +4%> +5%3 —3x4= A an!
b) Fir welche Werte des Paramet@rsst das Gleichungssystem I6sbar?
c) Ermitteln Sie im Falle der Lésbarkeit die allgemeine Lidguales Gleichungssystems!
d) Geben Sie die allgemeine Lésung des zugehdérigen homolgehGgssystems an!
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Aufgabe 6.160

Gegeben sei das Gleichungssystemxy + 3xo+2x3 + 4x4 = 7
2X1+ Xo+4dxX3+3% =9
K1+ Mo+ X3+ 2% =1
4X1 + 12X0 + 5X3 + AXg4 = U.

a) Losen Sie das Gleichungssystem im Speziaifall5, y =11 mit dem Gaul3schen Algo-
rithmus!

b) Fur welche Werte der Paramegeund u ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar, mehr-
deutig l6sbar bzw. unlésbar?

Losung

Aufgabe 6.161

Gegeben sei das Gleichungssystemy +2xo +3x3 + 4x4 = 6
X1+ Xo + 2X4 =10
2X1+3Xo+5x3 + X4 =17
2X1+ 4o+ 6X3 +AXg = U

a) Losen Sie das Gleichungssystem im Speziaifall10, u =10 mit dem Gaul3schen Algo-
rithmus!

b) Fir welche Werte der Paramefeund i ist das Gleichungssystem eindeutig I6sbar, mehr-
deutig I6sbar bzw. unlésbar?

LOsung

Aufgabe 6.162
Gegeben sei das Gleichungssystemy — Xo+2x3+ x4 =10
2X1+ Xo+ Xz+ 5X4 =17
X —3o+2%3+ X4= 8
2X1+3X— X3+ AXg= U
a) Losen Sie das Gleichungssystem im Spezialfatl—3, u =5 mit dem Gaul3schen Algo-
rithmus!

b) Furwelche Werte der Paramefeund u ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar, mehr-
deutig I6sbar bzw. unlésbar?

LOosung

Aufgabe 6.163

Gegeben sei das Gleichungssystem + 2z=-1
AX+ y+ 2z2= 2

Ay—4rz =15 .

a) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatsx@leichungssystems!

b) Fir welchex ist das Gleichungssystem eindeutig I6sbar?

¢) Fur welchel ist das Gleichungssystem mehrdeutig |6sbar?

d) FUr welchex ist das Gleichungssystem unldsbar?

e) Berechnen Sie die Losung im Falle c)!

f) Wie kdnnen die Ergebnisse von b) — d) geometrisch intéignteverden?

Lésung

Aufgabe 6.164
Gegeben sei das Gleichungssystem+ y+ z=1
X+Ay+ z2=2
AX+ y+2z=1

Losung
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a) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatsx@eichungssystems!
b) Fur welche) ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar?

c) Fur welchel ist das Gleichungssystem mehrdeutig lI6sbar?

d) Fur welchex ist das Gleichungssystem unlésbar?

e) Berechnen Sie die Losung im Falle c)!

f) Wie kdnnen die Ergebnisse von b) — d) geometrisch intéignteverden?

Aufgabe 6.165

Gegeben sei das Gleichungssystem+ y+ 2z =0

AX+2y+ 2z2=1
IX+Ay—21z2=6 .

a) Berechnen Sie die Determinante der Koeffizientenmatsx@eichungssystems!
b) Fur welche) ist das Gleichungssystem eindeutig I6sbar?

c) Fur welche) ist das Gleichungssystem mehrdeutig l6sbar?

d) Fur welchex ist das Gleichungssystem unldsbar?

e) Berechnen Sie die Losung fliE=1!

f) Berechnen Sie die Losung im Falle c)!

g) Wie kénnen die Ergebnisse von b) — d) geometrisch intéguteverden?

LOosung

Aufgabe 6.166 Ldsung

1 2 -1 0 4
Gegeben sei das Gleichungssyst% _g _1% 11 _f X=r=
5 6 3 2 10

a) Welcher Bedingung mussen die Komponenten des Vekigentigen, damit das Glei-
chungssystem losbar ist? 2

b) Losen Sie das Gleichungssystem fur die spezielle redite B= 11

16

S 0o TCTw

Aufgabe 6.167 Ldsung

a) Bestimmen Sie die Koeffizienten aller Polynome hochstigmisen Gradess(x) =a+bx+
cx’+dxC+ext+fx°, die an den Steller=—2, —1, 0, 1 und 2 in dieser Reihenfolge die
Werte 7412, 4, 2 und—18 annehmen!

b) Welches Polynom vierten Grades hat die beschriebenem&itpaften?

Aufgabe 6.168 Ldsung

Bestimmen Sie ein Polynom héchstens 3. GraBés), fur das P(1) =0, P'(1) = -2,
P(2)=3, P(2)=10 gilt!

Aufgabe 6.169 Losung

Bestimmen Sie ein Polynom héchstens 3. GraBes), fir das P(1) =2, P/(1) = -2,
P(—-1)=10, P’(—1)=-10 gilt!
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Aufgabe 6.170 Ldsung

Bestimmen Sie ein PolynorR(x) hdchstens 5-ten Grades, flr welches die Beziehungen
P(l):_27 P/(l):_77 P/I(l>:_147 Plll(l):247 P(2)2_47 P/(2)225 gelten!

(Ikramov, Ch. D.: Russiscikpamos, X. II.: 3anauysuk 1o JuHeHitHO#% anrebpe. Mock-
Ba: Hayra 1975. Aufgabe 4.5.51. S. 104)

Aufgabe 6.171 Ldsung

a) Bestimmen Sie die Koeffizienten aller ,trigonometrisci&slynome zweiten Grades*
T2(x) = a+bcosx+csinx+dcosX+esin, die an den Stellex=0,7/2, it in dieser
Reihenfolge die Werte 4, 5 und 6 annehmen!

b) Welches trigonometrische Polynom ersten Grades hatediehiiebenen Eigenschaften?

c) Welches trigopnometrische Polynom zweiten Grades nineben den angegebenen Wer-
ten auch noch an den Stellen/3! bzw. 31/2 die Werte—7 bzw. 7 an?

Aufgabe 6.172 Ldsung
Gesucht ist das komplexe quadratische Polyi(a) = (ag+-boi )+ (ag +bii)z+ (ap+byi)Z,
flr dasP,(1) =8—6i, P»(i) =5+i und P>(1+i) = 12—i gilt. Stellen Sie dazu durch Trennung
der drei Gleichungen in Real- und Imaginéarteil ein Gleichagygtem fur die Koeffizienten
ap, bo, a1, b1, a undby auf und l6sen Sie dieses mit dem Gaul3schen Algorithmus!

Aufgabe 6.173 Ldsung
1 1 1

Die Ebenenk;, E> und E3 haben die Normalenvektoren3 |, | —1 | bzw. 21, sie
2 2 -1

schneiden diex-Achse furx=a, x=Db bzw. x=c. Bestimmen Sie mithilfe des Gaul3schen
Algorithmus die MatrixA so, dass die Koordinaten des Schnittpurty, z) der 3 Ebenen

X a
durch [y | =A b) berechnet werden!
z c

Inverse Matrix und Determinanten

Aufgabe 6.174 Ldsung
5 2 7

a) Bestimmen Sie den Rang der Matrix4 3 o] !
1 4 -13

5 2 7
b) Welche Dimension hat die lineare Hulle der Vektorgrd |, [ 3 | und ( O)?
1 4 —13
Geben Sie eine Basis dieser linearen Hiille an! Was stelltesiengtrisch dar?

52 7 a
c) Bestimmen Sie den Rang der Mat(ﬂ 3 0 7) in Abhangigkeit vom Parametat
1 4-13 18
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8
falls das moglich ist!

5
e) Berechnen Sie die Determingt#

a

1 0
d) Stellen Sie die Vektorep 7 | und| 7 | als Linearkombinationen der Basis aus b) dar,
18 1
2
3 I Welcher Zusammenhang besteht zum Er-
4

7
18

[EEN

gebnis von ¢)?

Aufgabe 6.175 Ldsung
a) Sei A= <i 3) eine beliebige zweireihige quadratische Matrix. BerechGendie

inverse MatrixA—1, wenn diese existiert!

b) Ldsen Sie mithilfe des Ergebnisses von a) das linearek@lagssystem x2-3y= 0
7x+5y=11 !

Aufgabe 6.176 Ldsung

Ein Produkt wird von zwei Produzenten in unterschiedlickiralitaten hergestellt und zu
Preisenp; bzw. p, verkauft. Die Nachfragefunktionen laut®éy = —p1+ p2+5 undN, =
p1 — p2+ 15, wahrend die Angebotsfunktion&a = 3p; —aundA, = 5p, — b seien.

a) Ermitteln Sie mittels Matrizeninversion, wie sich derkitg der Gleichgewichtspreise
(El) aus dem Vektor des festen Aufwané%) errechnet!
2

b) Firwelche Preise stehen im Fal 9, b= 39 Angebot und Nachfrage im Gleichgewicht?

Aufgabe 6.177 Losung

Es sollera Liter einerb-prozentigen Losung einer Substanz hergestellt werdenndO0- und
in 50-prozentiger Losung zur Verfigung steht. Stellen Siknitfe der inversen Matrix dar,
wieviel Liter der beiden zur Verfigung stehenden Lésungambhigt werden!

Aufgabe 6.178 Ldsung

Es stehen zwei Sorten Pflanzsubstrat zur Verfiigung, die\@046r% gut verrotteten Kompost
enthalten. Stellen Sie mithilfe der inversen Matrix darewiese zu mischen sind, um einen
Kubikmeter Substrat mit einem Kompostanteil \a#o zu erhalten!

Aufgabe 6.179 Ldsung

Sei A= (_1 i) und y= (i) Lésen Sie die Gleichung— AZ—y=0!

Aufgabe 6.180 Ldsung
Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen:

1-2 3 1-2 3
a( 22, (3223 ofs 15|, o3z 1-5],
—25 —9 -6 2 -3 3 5-3 1
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231 2 1000
e) 112 O f 0010|,
001-2]’ 0001
001 2 0100
Aufgabe 6.181 Ldsung
5 a 2 -1
o , . .14 b 4 -3
Berechnen Sie, indem Sie nach der zweiten Spalte entwic Sln. c 3 -2 !
4 d 5 -4
Aufgabe 6.182 Lésung
Seia ein beliebiger reeller Parameter. Berechnen Sie
a 2 1 3
1 a-1
4 a 1 011
|
a)'—z 70 b)géé’ 9o 01 1"
1 3 1 4

Fiur welche Werte des Parametargerschwinden die jeweiligen Determinanten?

Aufgabe 6.183 Ldsung
a 2 3 1
. . o 1 2
Seiena undb beliebige reelle Parameter. Berechnen e o0 5 1 !
0O b 1 -1

Fur welche Parameterwerte verschwindet die Determinante?

Aufgabe 6.184 Lésung

0

0
Berechnen Sie durch Entwicklung die Determinant bl 1
0

WOrNMNOO

3 0
4 0
1 0
4 b
2 0
b 7

o O WP O Ul
~NOoORr W o

-2
Fur welche Werte der Parameteib undc verschwindet die Determinante?

Aufgabe 6.185 Ldsung
50015 4
7 3 abcd
. . . : 00240
Berechnen Sie durch Entwicklung die Determlnange 0b 1 2 ¢ !
0 003dO
a 00154

Fur welche Werte der Parameteib, c undd verschwindet die Determinante?
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Aufgabe 6.186

Berechnen Sie durch Entwicklung die Determinan

17. Oktober 2014

OOCDO(B’OQ)U'I

ArO WODNEER

NP, o &Y
OO O
OOOU-I-b

sl NeoNe Nt e)

11

Fur welche Werte der Parameteib undc verschwindet die Determinante?

Aufgabe 6.187

Berechnen Sie die Determinan

10 12 a 13 1 11
1 19 0 20 0O 1¢
0 00 20 O
94 16 2 17 b 15
0 10230 (

0 21 0 22 0 3

)

Fur welche Werte der Parameteundb verschwindet die Determinante?

Aufgabe 6.188

Berechnen Sie die Determinanten

ONBANEDN
g ~NNBEFE O
R OO0 WwOoOo
NPDdDEFLOOO
~NhhOOOO

R OOOOOoO
NP, OOOO
NS, OOO
R OO0 WwOoOOo
g ~NNEFE O

Aufgabe 6.189

Berechnen Sie die Determinanten:

ON D NN

O ~NPFP OWwWrRNDN

U0 OOOOOoOO0o

AONPOONEFL O

O, OO0OO0OO0OOo

~Nworortwoo

PO PMOOOO

2 00 0O0O0O0OCQ
8 8 8 7 1 0 0 0 0 0
000 4 6 3 000 0
100 3751 000C¢(
6 4 0 19 245 400Q
49 1 2 7 395 100C¢
34 5 6 418 7 95 (
58 3 2 45 9 1
0 00OOODO
8 8 2 0 00OODU O1
03 7 0 OO0 OO 36
0 00O16517
15 8 und !
6 5 4 0 OO0 45 4 2
43 2 00159 37
37 6 0597 81 4
1 95 4 2 3 8
a1 A2 a3 A n-2 A1 n-1 ain
0 axp apx an-2 a@n1  an
0 0 ags agn-2 agn-1 s
0 0 O 8h-2n-2 @ -2n-1 @-2n
0O 0 O 0 Ah-1n-1 an—1n
0O O 0 0 0 ann

87

Losung

Losung

LOsung

LOsung
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a1 a1 a3 - AQn-2 Adn-1 an
a1 a2 a3 -+ &@np2 anp1 0
a1 a3z a - agn2 O 0
und : : : : : !
21 a@n—22 an23 0 0 0
ah-11 ap-12 0 .- 0 0 0
an1 0 0 e 0 0 0
Aufgabe 6.190 Ldsung

Wie &ndert sich eine Determinante der Ordnangienn man

a) bei allen Elementen das Vorzeichen in das entgegengesdétndert,

b) jedes Elemerdy mit ¢ ~¥(c#£0) multipliziert,

c) die erste Spalte an die Stelle der letzten setzt und jederarSpalte um eins nach links
verschiebt (Reihenfolge soll erhalten bleiben),

d) man die Zeilen in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt?

Aufgabe 6.191 Lésung
0O b 3 0 O
3 1 2 -5 1
Bestimmen Sie die Determinante derMatrx0 3 4 1 -1 !
O 2 1 0 o0
0O 4 0 a O

Wie grol3 kann der Rang der Matrix maximal werden? Welche Bealiggn missen die Pa-
rametera undb erfillen, damit die Matrix diesen maximalen Rang hat?

Aufgabe 6.192 Ldsung
123321
031500
. . . 040000 .
a) Berechnen Sie die Determinante der MatAx= 050600 durch geeignete
0 61 2a a

175 3b1
Entwicklung! FUr welche Werte der Parametarndb verschwindet die Determinante?
b) Ermitteln Sie den Rang der Matriin Abhangigkeit von den Parametearundb !

Aufgabe 6.193 Ldsung
Berechnen Sie die Determinanten
1 0 4 2 -3 1 0 4 2 -3
-2 0 1 0 2 1 0 4 2 -3
a3 5 7 -8 3], byl 3 5 7 -8 3],
1 0 2 0 4 1 0 2 0 4
2 0 6 4 5 2 0 6 4 5
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Aufgabe 6.194

b WO

und d)

17. Oktober 2014

2 0 8
-4 0 2
6 10 14 -1
2 0 4
4 0 12

89
4 —6
0O 4
6 6!
0O 8
8 10
Losung

In einer Determinante 3-ter Ordnung mégen nur die Zaklérund—1 auftreten. Welches ist

der grol3te Wert, den die Determinante haben kann?

Aufgabe 6.195

Losung

Die Zahlen 20604, 53227, 25755, 20927 und 289 sind durchilbateZeigen Sie, dass

auch die Determinante

2
5
p2
2
0

Aufgabe 6.196

0

O O U1Ww

6 0

o~~~ b

2 2
7 5
9 2
2 8

durch 17 teilbar ist!

Berechnen Sie die Determinanten, indem Sie sie auf Dreieckdfringen:

1 nn - -- n

n 2 n n
ay|/h n3 - nj

n nn n

Aufgabe 6.197

b)

Berechnen Sie détfir A =

Aufgabe 6.198

1 X
aii 1

a1 ago

X

X
1

3
X

X

9h-11 an-12 an-13 14

an2

an3

an4

LOosung
Xn
anl
Xn72
!
X
1
LOosung

unter Verwendung von déAAT> !

LOsung

Welche Werte kann die Determinante einer orthogonalenikatmehmen?

Aufgabe 6.199

LOsung

Eine MatrixA sowie ihre Inversé~! bestehe nur aus ganzen Zahlen. Bestimmen Si& Het

Aufgabe 6.200

LOsung

Gegeben sei ein Dreieck mit den Eckpunkfgxy,y1), B(x2,y2) undC(xs,y3). Zeigen Sie,

dass sein Flacheninhalt gleig

0 Xo — X1
? Y2—Y1
5 0

X3 —X1

Y3—Y1
0

1
2

1 X1 y1
1 x ¥y
1 x3 y3

ist!
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Aufgabe 6.201 Ldsung
Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks mit den Eckpu®K2,3), B(4,—1) und
C(6,5) !

Aufgabe 6.202 Ldsung
1 x1 v

Zeigen Sie, dass1 x» Yy2| =0 die Gleichung der Gerade durch die Punktgy;) und
1 x

(X2,Y2) ist! Y

Aufgabe 6.203 Losung

Fur welchea ist das Gleichungssystem x+ y+ z= 3
X+ 2y+3z= 0
3x+A%y+5z=3\
eindeutig I6sbar, fur welchg ist es unldsbar und fir welcheist es mehrdeutig I6sbar?

Aufgabe 6.204 Lésung
Losen Sie das Gleichungssystenmx — 2y +3z=4

33X+ y—5z=5

2X—3y+3z=38

(vgl. Aufgaben6.10J1a) und6.210mithilfe der Cramerschen Regel!

Aufgabe 6.205 Ldsung
Losen Sie das Gleichungssystem+ y+ z=A

X+Ay+ z=A

X+ y+Az=A

mithilfe der Cramerschen Regel!

Aufgabe 6.206 Ldsung
Berechnen Sie sofern existent die Inversen der Matrizen

1-2 3 1-2 3
al3 1-5 und by 3 1-5]°1
2 -3 3 5-3 1

Welcher Zusammenhang besteht zum Ergebnis von Auf§ali) und d) sowie zum Er-
gebnis von Aufgabé.101?

Aufgabe 6.207 Lésung

Berechnen Sie die Inverse zur Matd= (i 3) (vgl. Aufgabe6.179)) mithilfe der Ad-
junkten!

Aufgabe 6.208 Ldsung

1 -2 3
Berechnen Sie mithilfe der Adjunkten die Inverse der Mat(ﬁ 1 5) (vgl. Aufgabe
6.206a)) ! 2 -3 3
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Aufgabe 6.209 Ldsung
Berechnen Sie (sofern existent) die Inversen der Matrizen

1-2 3 1-2 3
ay 4 3-10 und b)| 4 3 -10 | !

5-3 2 5-3 1

Welcher Zusammenhang besteht zum Ergebnis von Auf§dles?

Aufgabe 6.210 Lésung
Losen Sie das Gleichungssystenmx — 2y +3z=4

33X+ y—5z=5

2X—3y+3z=38

durch Anwendung der Inversen der Koeffizientenmatrix (sfgAbe6.20@) auf die rechte
Seite!

Aufgabe 6.211 Lésung
12 3 4
, L .13 1 9 2 . ,
a) Invertieren Sie die Matrix 54 1 3 mit Hilfe des Gauf3schen Algorithmus!
4 5 12 5
b) Lésen Sie mit Hilfe der inversen Matrix die Gleichungesye
X1 +2%+ 3X3+4%4 =0 X1 +2%+ X3 +4Xg= 7
I+ Xo+ M +2%=5 d X+ + X3+3X= 9
X +4%+ X3+3X=0 I+ X+ M+2x4= 1
A1 +5% + 123 +5x4 =8 41 +5x+ 123 +5x4 = 11
Aufgabe 6.212 Lésung
111\ /2 4 —2\"
Berechnen Siel 2 2 4 1 -6 7] !
2 11 1 0 2
Aufgabe 6.213 Lésung
5 2 a
Berechnen Sie mit dem Gaul3schen Algorithmus die Inverse @érixM| 4 3 7| und
1 4 18

SX+2y+ z= 13
|6sen Sie mit ihrer Hilfe das lineare Gleichungssystex+3y+ 7z= 13 !
X+4y+18z= —13

Welcher Zusammenhang besteht zur Aufgélder 42

Aufgabe 6.214 Losung
1 0 3

SeiA=12 1 8
2 -3 a
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a) Berechnen Sie dgt) undA~! in Abhangigkeit vom Parameter!
b) Losen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von a) dasdideichungssystem

X +3z=3
2X+ y+8z=2 1
2X—3y+6z=0

Aufgabe 6.215

LOosung
1 2 O

SeiA=|2 5 1].
1 1 a

a) Berechnen Sie dgt) undA~1 in Abhangigkeit vom Parameter!
b) Losen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von a) dasdiGeichungssystem

x+2y =0
2X+5y+z=3 !
X+y =2

Aufgabe 6.216 Ldsung
1 0 1

SeiA=[2 1 3].
3 1 a

a) Berechnen Sie dgt) undA~! in Abhangigkeit vom Parameter!
b) Losen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von a) dasdieichungssystem

X + z= 2
2X+y+3z= 7!
3X+y+5z2=12

Aufgabe 6.217

LOsung
1 -1 2

SeiA=|-3 4 1].
-4 7 a

a) Berechnen Sie dgt) undA~! in Abhangigkeit vom Parameter!
b) Welcher Zusammenhang besteht zur Lésung von Aufgabe??

c) Losen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von a) dasdi@eichungssystem
X— y+ 2z= 4

—3X+4y+ z=-3!
—4x+1y+12z= 10

Aufgabe 6.218

LOosung
1 2 3 20 0
Gegeben seien die Matrizeh=| 0 1 4] und B= .
5 3 a 010

a) Bestimmen Sie die Determinante und den Rang der MAtiixAbh&ngigkeit vom Para-
metera !

b) Fur welchea existiert die Inverse zur MatriA? Berechnen Sie diese im Falle ihrer Exis-
tenz!
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c) Losen Sie im Falla=3 das GleichungssysterAX=(5 6 5T !
d) Berechnen Sie die MatrikBT und geben Sie ihren Rang in Abhangigkeit \aan!

Aufgabe 6.219 Ldsung
12 2 2
L . 1 3 3 3
Gegeben sei die MatriA = 13 4 4|

2 7 ab

a) Welche Schlussfolgerungen lassen sich aus dem Ergetmi8wfgabe6.87 hinsichtlich
der Invertierbarkeit der MatriA ziehen?

b) Berechnen Sie im Falle ihrer Existenz mit dem Gaul3scheorflignus die zUA inverse
Matrix!

c) LOsen Sie mithilfe der bei b) ermittelten inversen Mattas Gleichungssystem
2%+ Xo+2X3+ 2% =3
X1+ Xo+3X3+3xa=4
X1+ Xo+4X3+4X3=5
TX1+ 2Xp +5%X3+ 6X4 =9

Aufgabe 6.220 Ldsung
1 000 2
01 0a6@o0
Gegeben seidie MatriA=|0 4 3 2 0],acR.
07650
300014

a) Berechnen Sie d&&) !
b) Fur welche Werte des Parametalist die MatrixA invertierbar?

c) Berechnen Sie im Falle der Existenz mit Hilfe des Gaul3seéXigarithmus die inverse
Matrix!

d) Losen Sie fum=0 das GleichungssysteAX= (b ¢ d d bT !

Aufgabe 6.221 Ldsung
1 002 O
0100 -1
GegebenseidieMatriA=|0 4 3 0 a|,aeR.
3004 O
076 0 5

a) Berechnen Sie dg) !

b) Fur welche Werte des Parametaiist die MatrixA invertierbar?

c) Berechnen Sie im Falle der Existenz mit Hilfe des Gaul3sé&igarithmus die inverse
Matrix!

d) Losen Sie fum=4 das GleichungssysteAX=(2b ¢ c¢ 4b c)T !

Aufgabe 6.222 Ldsung
In dem Gleichungssystemy =vyi1, X3 =Yz, X2 =Y3, axg+bxs =y, seieny; (i=1,2,3,4)
gegeben und; (i=1,2,3,4) gesucht.
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a) Notieren Sie das Gleichungssystem in Matrixschreibsydisstimmen Sie mit dem Gaul3-
schen Algorithmus die Inverse der Koeffizientenmatrix uotleren Sie mit Hilfe dieser
Inversen die Lésung des Gleichungssystems!

b) Fur welche Werte der Parameteund b existiert die Inverse nicht? Geben Sie die gdf.
dennoch existierende Losung des Gleichungssystems an!

Orthogonale Matrizen

Aufgabe 6.223 Losung

Kann man Parameterundd finden, fiir die die Matrixc (2 _3> orthogonal wird?

Aufgabe 6.224 Losung
3 _4 48
5 ~13 65
Zeigen Sie, dass die Matrik=| 0 % é—g orthogonal ist und lésen Sie das Glei-
4 3 36
5 13 65
chungssystemX= (65 130 65" !
Aufgabe 6.225 Lésung
Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen 1 1 1
1 -1 0 1 -1 0 222
a) 1 1 0 , b) 1 1 10 und C) 72 E —é
0O 0 1 0O O > 1 1
0 - =
. . _ V2 V2
und untersuchen Sie die Matrizen auf Orthogonalitat!
Matrizengleichungen
Aufgabe 6.226 Lésung

Losen Sie folgende Gleichungen nashauf, wobeiE die Einheitsmatrix sei und alle erfor-
derlichen Invertierungen maoglich sein sollen:

a) 4D = 3BA+2A—C, b) (AB+EA)" =BT +E, C)A(E+B 1) =B+E !

Aufgabe 6.227 Ldsung
Ldsen Sie folgende Gleichungen nashauf, wobeiE die Einheitsmatrix sei und alle erfor-
derlichen Invertierungen moglich sein sollen:

a) 5C = 3AB + 4A + DC, b) (BA+AE)" =BT +E, C)AB(E+B 1) =E+B |

Aufgabe 6.228 Ldsung
SeienA, B, C und D quadratische Matrizen gleicher Ordnung. Ldsen Sie diecBigig
4B + 3A + 2AB = C nachA auf, wobei die dabei erforderliche Invertierung maoglicinse
soll!
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Aufgabe 6.229 Ldsung

Lésen Sie die Gleichung A+ 4AB 4 3C = (2DAT + E)T nachA auf, wobeiE die Einheits-
matrix sei und die erforderliche Invertierung méglich ssati!

Aufgabe 6.230 Lésung
SeienA, B, C, D, F und X reelle quadratische Matrizen gleicher OrdnuKgsei auRerdem
symmetrisch. Losen Sie die Gleichung (XA+X+B+XT+(CX)T) =D nachX auf,
wobei die dabei erforderlichen Invertierungen moglicmssillen!

Aufgabe 6.231 Lésung
Gegeben sei die Gleichufg+2C = D—3AB, wobeiC eine Matrix vom Typm x n sei.

a) Welchen Typ haben die Matrizéy) B undD ?
b) Lésen Sie die Gleichung naéhauf, wobei die dazu erforderliche Invertierung moglich
sein soll!

0 0 2
c) Bestimmen Si&firB=|0 0 0], C= —2 03 , D= 3.0 20\,
o0 2 115 2 4 3
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7 Analytische Geometrie

Vektoren in der Analytischen Geometrie

Aufgabe 7.1 Ldsung
Gegeben sei das Dreieck mit den Eckpunk&é€® —5), B(5,1) undC(—3,13). Geben Sie die
Seitenhalbierende der SeB€ vektoriell an und ermitteln Sie ihre Lange!

Aufgabe 7.2 Ldsung
Geben Sie die Ortsvektoren der Eckpunkte und die Richtukgsen der Seiten des Rhom-
bus (Parallelogramm mit 4 gleichen Seiten) an, dessen Dago langs der Koordinatenach-
sen verlaufen, sich im Koordinatenursprung schneiden umd.@hgen 8 (horizontal) und 4
(vertikal) haben! Ermitteln Sie auch die Seitenlangen!

Aufgabe 7.3 Lésung
Der Ortsvektor des Eckpunktéseines Parallelogramm&BCD sei Xa = (i) die vonA

ausgehenden Seiten haben die Richtungsvekér_e%) und (2)

a) Berechnen Sie die Ortsvektoren der Eckpuiiki€ undD !
b) Berechnen Sie die Richtungsvektoren der Diagonalen ued_#mgen!
c) Berechnen Sie die Ortsvektoren der Mittelpunkte der Dnadgn!

Aufgabe 7.4 Ldsung
Zeigen Sie, dass sich die Diagonalen eines Parallelogrdmthgren!

Aufgabe 7.5 Lésung
A(—3,6) undB(2,3) seien benachbarte Eckpunkte eines Parallelogramm&idrd, 2) sei
sein Mittelpunkt. Welches sind die beiden anderen Eckpihkt

Aufgabe 7.6 Lésung
Seiend, b und¢ die Ortsvektoren der Eckpunkte eines Dreie8lBC sowieSy, Sg und&: die
(Richtungs-, d.h. freien) Vektoren der Seitenhalbierermleden gegentberliegenden Seiten.
Berechnen Si@+ 25, b+ 25 undc+ 2% ! Welche geometrischen Aussagen kénnen aus
dem Ergebnis gefolgert werden?

Aufgabe 7.7 Ldsung
Seiend, b undC die Ortsvektoren der Eckpunkte eines Dreiecks ank und c die Seiten-
langen der den Ecken gegeniberliegenden Seiten. Zeigend&&ie X = %bjff der

Ortsvektor des Schnittpunkts der Winkelhalbierenden, deh Mittelpunkt des Inkreises des
Dreiecks ist!
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Aufgabe 7.8 Ldsung

Zeigen Sie, dass die Mittelpunkte der Seiten eines belkeb\jerecks ein Parallelogramm
bilden!

Aufgabe 7.9 Ldsung

Zeigen Sie mit Mitteln der Vektorrechnung, dass die Mittelkte der Seiten eines Dreiecks
ein zu dem Ausgangsdreieck ahnliches Dreieck bilden!

Aufgabe 7.10 Ldsung

Gegeben sei ein Dreiedk;B;C;. Die Mittelpunkte der Seite®;B1, B1C; und C1A; seien
Co, A2 undBy. Zeigen Sie, dass sich die Seitenhalbierenden der Drefad@¢€; und A2B,C,
im gleichen Punkt schneiden!

Aufgabe 7.11 Ldsung

SeienM1, My, M3, My, Ms undMg die Mittelpunkte der Seiten eines Sechseckes. Zeigen Sie,
das die Schwerpunkte der DreiedeM3Ms und MaM4Mg Ubereinstimmen!

Aufgabe 7.12 Ldsung

SeienM1, My, M3, M4 undMs die Mittelpunkte der Seiten eines FlnfeckeBCDE &, ny,
Mp, My, My und Mg seien die Ortsvektoren der Puni&eMq, M», M3, M4 undMs. Beweisen
Sie @=my —NMp+Mg—Ny+Mg !

Aufgabe 7.13 Ldsung
Gegeben seien die Punkte-=(1,—1) undB=(2,3).

a) Bestimmen Sie die Projektionen des Vekt@auf die Koordinatenachsen!

b) Die StreckeCD werde durch die Punkt& undB in drei gleiche Teile geteilt. Bestimmen
Sie die Punkt€ undD !

¢) A undB seien aufeinanderfolgende Eckpunkte eines QuadratsniBast Sie die beiden
anderen Eckpunkte!

d) A undB seien einander gegentiberliegende Eckpunkte eines Qs.aBestimmen Sie die
beiden anderen Eckpunkte!

e) A und B seien Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks. Bestimnenléh dritten Eck-
punkt!

Aufgabe 7.14 Ldsung

Betrachtet wird ein ebenes und regelmaliges (d.h. gletgpseund gleichwinkliges)-Eck,
dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt.

a) Berechnen Sie ausgehend von der bekannten Winkelsummeeireck die Grol3e der
Winkel desn-Ecks!

b) Addieren Sie im Falle=5 die Ortsvektoren der Eckpunkte zeichnerisch!
C) Zeigen Sie, dass die Summe der Ortsvektoren fir belisbigieich dem Nullvektor ist!
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Geraden

Aufgabe 7.15 Ldsung

Gegeben seien die Punk&é—1,12), B(1,2) undC(6,12).

a) Bestimmen Sie die Gleichungen der Gerade durch die Punkied B sowie der Gera-
de durch die Punkt® undC ! In welchen Punkten schneiden die beiden Geraden die
Koordinatenachsen?

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel durch die Puaki& undC ! In welchen
Punkten schneidet die Parabel die Koordinatenachsen?egtahir Scheitelpunkt?

¢) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Dreie&RE !

Aufgabe 7.16 Ldsung

a) Ermitteln Sie, ob sich die Gerade durch die Puri®,5) und (9,11, 14) und die Ge-
rade durch die Punkte-5,4,—7) und (1,2, —3) schneiden und bestimmen Sie ggf. den
Schnittpunkt!

b) Wie kann mit Hilfe des Spatproduktes ermittelt werdensich die Geraden schneiden?

Aufgabe 7.17 Ldsung

4 1
Ermitteln Sie den Schnittpunkt und den Schnittwinkel derg@en X = (1) +t (2)

und X=1| 0 | +t 1!
6 -5

Aufgabe 7.18 Ldsung

Geben Sie die Gleichung der Gerade durch die Puélg_e{) und <€15> in Parameter- und in
parameterfreier Form an!

Aufgabe 7.19 Lésung

Geben Sie die Gleichung der Geraden durch die PuAkZe—2) und Q(5,7) in Parameter-
form und in parameterfreier Form an!

Aufgabe 7.20 Ldsung

In der Ebene sei die Gerade= 3x+4 gegeben. Geben Sie eine Parameterdarstellung dieser
Geraden an!

Aufgabe 7.21 Ldsung

-7 5
Geben Sie die Gleichung der Gerade durch die Pu(kt@) und (7) an!
-9 9


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_015-0.pdf
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Aufgabe 7.22 Ldsung

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Geraden durch die PuRKse—4,9) undQ(5,1,10)!
b) In welchen Punkten schneidet diese Gerade-gi&Ebene?

Aufgabe 7.23 Ldsung
Unter welchem Winkel schneiden sich die Geraden

a)y=3x—7 undy=7x—3
b) y=3x—7 undy=7x+14
C)y=3x—7 undy=3x+14
d) X—y=7 und —6x+2y=—-14"?

Aufgabe 7.24 Lésung

Geben Sie die Gleichung der Geraden, die durch den FR(2k8) geht und die Geradg=
3x—7 im rechten Winkel schneidet, in Parameter- und in pararineier Form an!

Aufgabe 7.25 Ldsung
In derx—y—Ebene werde die Geradex-34y=12 betrachtet.

a) Geben Sie die Gleichung der Gerade in Parameterform an!

b) Geben Sie die zur Geradenrichtung orthogonale Richtuhg an

c) Welcher der Punkté(18,23) und B(—37,—37) liegt auf der gleichen Seite der Gerade
wie der Koordinatenursprung?

d) Geben Sie die Gleichungen der Lote von den Punktand B auf die Gerade an, bestim-
men Sie die LotfuBpunkte und die Abstande der Punkte von dead&n!

Aufgabe 7.26 Lésung
In derx-y-Ebene werde die Geradex-82y=6 betrachtet.

a) Geben Sie die Gleichung der Gerade in Parameterform an!

b) Geben Sie die zur Geradenrichtung orthogonale Richtuhg an

c) Geben Sie die Geradengleichung der Lots vom PBradf die Gerade an, bestimmen Sie
den LotfuBpunkt und den Abstand des PuniRe®n der Geraden!

Aufgabe 7.27 Losung
In derx-y-Ebene werde die Geradex45y=20 betrachtet.

a) Geben Sie die Gleichung der Gerade in Parameterform an!

b) Geben Sie die zur Geradenrichtung orthogonale Richtuhg an

c) Geben Sie die Geradengleichung der Lots vom PB(kt—2) auf die Gerade an, bestim-
men Sie den LotfuBpunkt und den Abstand des Puriktes der Geraden!

Aufgabe 7.28 Ldsung

Ermitteln Sie die Geradengleichung des Lotes Yy, —6) auf die Geradey=3x—7 und
bestimmen Sie den Lotful3punkt sowie den Abstand zwischemRlenkt und der Gerade!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_022-0.pdf
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Aufgabe 7.29 Ldsung
Gegeben sei die Geradalurch die Punkté=(—3,10) undB= (6, —5).

a) Geben Sie die Gleichung der Geraga Parameterform und in parameterfreier Form an!

b) In welchen Punkten schneidet die Gergdbe Koordinatenachsen?

¢) In welchem Punkt und unter welchem Winkel schneidet siefGeradeg mit der Gerade
—X+2y=36?

d) Stellen Sie die beiden Geraden und ihren Schnittpunkisgtadar!

Aufgabe 7.30 Ldsung
Gegeben sei die Geradalurch die Punkté=(—10,2) undB= (5, —4).

a) Geben Sie die Gleichung der Geraga Parameterform und in parameterfreier Form an!

b) In welchen Punkten schneidet die Gergabe Koordinatenachsen?

¢) In welchem Punkt und unter welchem Winkel schneidet sielGetradeg mit der Winkel-
halbierenden des I. und IlIl. Quadranten ?

d) Stellen Sie die beiden Geraden und ihren Schnittpunkisghradar!

Aufgabe 7.31 Ldsung
Gegeben sei die Geradalurch die Punkté=(—1,10) undB=(3,2).

a) Geben Sie die Gleichung der Geraga Parameterform und in parameterfreier Form an!

b) In welchen Punkten schneidet die Gergdbe Koordinatenachsen?

c) In welchem Punkt und unter welchem Winkel schneidet sielZkradeg mit der Gerade
—X+3y=10"?

d) Geben Sie die zur Richtung der Geraparthogonale Richtung an!

e) Geben Sie die Gleichung der zur Gergdwthogonalen Gerade, die durch den Koordina-
tenursprung geht, an! In welchem Punkt schneidet diesedéat® Geradg? Welchen
Abstand hat die Geradgevom Koordinatenursprung?

Aufgabe 7.32 Lésung

Gegeben sei das Dreie&BC mit den Eckpunkteri\(1,1), B(2,3), C(—1,5). Ermitteln Sie
rechnerisch

a) die GrofRe des Innenwinkels beim PuAkt

b) die Gleichung der Geraden, die auf der Mitte der S&Besenkrecht steht,
¢) den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten des Dreiecks,

d) den Radius des Umkreises des Dreiecks!

Aufgabe 7.33 Ldsung

Ermitteln Sie auf der Kurve—2x+y? =0 diejenigen Punkte, deren Abstand vom Punkt
(0, —1) maximal bzw. minimal ist!

Aufgabe 7.34 Ldsung

a) Geben Sie die Gleichung der Kurve in dey-Ebene an, die aus den Punkten besteht, die
vom Punkt(—1,0) doppelt so weit entfernt sind wie vom Pur{kt 0)!

b) Um was fur eine Kurve handelt es sich?

c) Skizzieren Sie die Kurve!
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Aufgabe 7.35 Ldsung
4 0
Bestimmen Sie den Abstand der Ger&de [ O | +A| 1 | vom Koordinatenursprung!
) (3

Aufgabe 7.36 Ldsung
0 6

Vom Punkt(—2,15,27) werde auf die Gerad&= [ 1 | +t| 2 | das Lot gefallt. Ermitteln
2 1

Sie den Lotful3punkt, geben Sie die Geradengleichung desslast und bestimmen Sie den
Abstand des Punktes von der Gerade!

Aufgabe 7.37 Lésung
Die Geradgy sei durch die Punktél, 2,2) und (3,—1,6) gegeben.

a) Geben Sie die Gleichung der Gerapn!

b) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Gergdait den Koordinatenachsen und -ebenen
sofern diese existieren!

c) Bestimmen Sie die Winkel zwischen der Gergdend den Richtungen der Koordinaten-
achsen sowie zwischen der Gergdend den Koordinatenebenen!

d) Bestimmen Sie den FuBpunkt des Lotes vom Koordinatenurgmuf die Geradg!
e) Wie grol3 ist der Abstand des Koordinatenursprungs voeeadeg ?

Aufgabe 7.38 Lésung

Bestimmen Sie durch Projektion eines beliebigen Verbinduektors zwischen der Gerage
durch die Punkt¢l,5,8) und(—1,2,3) und dem PunkiP(15,2, —11) auf die Geradenrichtung
den FulRpunkt des Lotes véhaufg sowie den Abstand zwischéhundg !

Aufgabe 7.39 Ldsung

Bestimmen Sie durch Projektion irgendeines Verbindungsvelkzwischen der Geradgelurch
die Punkte(—3,0,—1) und (9,12,5) und dem PunkP(2,2,3) auf die Geradenrichtung den
FuRpunkt des Lotes vah aufg sowie den Abstand zwischéhundg !

Kreuzprodukt

Aufgabe 7.40 Ldsung

1 2
Berechnen Sie das Skalar- und das Kreuzprodukt der Vekézb) und ( 1) !
5 -2

Aufgabe 7.41 Ldsung

1 3
Im RaumR3 mit tiblichem Skalarprodukt seien die Vektorae= (2) und b= ( 1)

gegeben! 3 -
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—

a) Berechnen Sigd|, ||b||, &-bundaxb!

b) Notieren Sie fiir die konkreten Vektor@undb die Cauchy-Schwarzsche und die Drei-
ecksungleichung!

c) Ermitteln Sie den Winkel zwischen den Vektogandb !

d) Ermitteln Sie die Flache des von den Vektogamdb aufgespannten Parallelogramms!

Aufgabe 7.42 Ldsung
Seid,b € R3. Beweisen Sie:(@x b) - (a@x b)+ (a-b)(d-b) = (3-&)(b-b) !

Aufgabe 7.43 Ldsung

Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks mit den Eckporit, 1,0), (2,5,5) und
(37 27_2) !

Aufgabe 7.44 Ldsung

Berechnen Sie die Seitenléangen, die Winkel und den Flachehides Dreiecks mit den Eck-
punktenA(—2,1), B(4,4),C(2,-7) !

Aufgabe 7.45 Ldsung

Ermitteln Sie rechnerisch die Seitenlangen und Innenwihée Dreiecks mit den Eckpunkten
A(7,6), B(4,1) undC(19,-8) !

Aufgabe 7.46 Lésung
Zeigen Sie, dass das DreieckABC mit den Eckpunktei\(7,5,2), B(4,3,11) undC(2,1,5)
ein rechtwinkliges Dreieck ist und bestimmen Sie den WirkeAB

Aufgabe 7.47 Ldsung
Gegeben sei das Dreieck mit den Eckpunkéh 1,1), B(2,—1,4) undC(4,2, —4).

a) Berechnen Sie die Seitenldngen des Dreiecks!

b) Berechnen Sie den Schwerpunkt des Dreiecks!

c) Berechnen Sie den Winkel beim Purkt

d) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks mithilfé<deszproduktes!

Aufgabe 7.48 Ldsung
Gegeben sei das Dreieck mit den Eckpunkéd, 1,2), B(4,4,2) undC(—1,2, —1).

a) Berechnen Sie die Seitenlangen des Dreiecks!

b) Berechnen Sie die Langen der Seitenhalbierenden desckséie

c) Berechnen Sie den Schwerpunkt des Dreiecks!

d) Berechnen Sie die Winkel des Dreiecks!

e) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks mithilf&deszproduktes!
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Aufgabe 7.49 Ldsung
Gegeben sei das Dreieck mit den Eckpunié¢h 2, 3), B(—2,0,—3) undC(13,6,6).

a) Berechnen Sie die Seitenlangen des Dreiecks!

b) Berechnen Sie die Langen der Seitenhalbierenden desckstie

c) Berechnen Sie den Schwerpunkt des Dreiecks!

d) Berechnen Sie die Winkel des Dreiecks!

e) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks mithilf&deszproduktes!

Aufgabe 7.50 Ldsung
Seia der von den Vektorera = (Zi) und b= (E;) eingeschlossene Winkel.

a) Leiten Sie aus dem Zusammenhang zwiscben Kosinus undrBk@dukt her, wie sich
sina aus den Komponenten der Vektor@andb berechnen lasst!
b) Zeigen Sie mithilfe dieser Darstellung, dass das von dekiovena undb aufgespannte
Parallelogramm den Flécheninh%jEt(Zl El> hat!
> D2
c) Wie lasst sich dieser Sachverhalt mit Hilfe des Kreuzpkbels darstellen?
d) Welche entsprechende Aussage gilt fir das Spatprodukt?

Aufgabe 7.51 Lésung

a) Berechnen Sie den Flacheninhalt des von den Vek@te :1> undb = (El) aufge-
spannten Parallelogramms! 2 2
b) Welches dreidimensionale Analogon hat das Ergebnis yn a

Aufgabe 7.52 Ldsung

Gegeben seien zwei zueinander orthogonale Vektgrend b aus dem Raunik3 ung eine
reelle Zahlb. Zeigen Sie, dassa-X = b die Gleichung einer Ebene und x X =Db die
Gleichung einer Geraden ist!

Aufgabe 7.53 Losung
Ein Stab ist mit einem Ende im Koordinatenursprung gelagetonsten aber frei beweglich.
3
An das andere Ende des Stabes im P(hk2, 1) greife die KraftF = [ 4 | an. Berechnen
-2

Sie die Richtung der Drehachse, das Drehmoment und seineagB&frgleichen Sie die
Situation mit der von Aufgabé.45c)!

Ebenen

Aufgabe 7.54 Ldsung

Geben Sie die Gleichung der Ebene durch die Pufkte 0), (2,3,3) und(1,2,4) in Para-
meterform und in parameterfreier Form an!
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Aufgabe 7.55 Ldsung
1 0 1
Geben Sie die Gleichung der Ebene durch die Puipkie], [ 2 | und | 2 | in Parameter-
und in parameterfreier Form an! 6 6 7
Aufgabe 7.56 Ldsung
1 0
Stellen Sie die Gleichung der Ebene auf, die die Richtyrig | und die Punkte{ 1 | und
2 0 3
(4) enthalt (Parameterform und parameterfrei)!
5
Aufgabe 7.57 Ldsung

Geben Sie die Gleichung der Ebene 2y + 3z = 6 in Parameterform an!

Aufgabe 7.58 Ldsung
2
Geben Sie die Gleichung der Ebene, die den PB(8t4,3) enthalt und zum Vektoy 7
orthogonal ist, in parameterfreier und in Parameterforin an -3
Aufgabe 7.59 Ldsung

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene durch die Puqkt® 3), (—3,2,8) und
(3,—1,—3) in parameterfreier Form!
1
b) Zerlegen Sie den Vektof 15 | in eine zu dieser Ebene orthogonale Komponente und
—7
eine Komponente in dieser Ebene!

Aufgabe 7.60 Losung
7

a) Zerlegen Sie den Vektdr 5 | in eine zur Ebena+y—2z=0 orthogonale Komponente
0

und eine Komponente in dieser Ebene!
b) Geben Sie den FuRpunkt des Lotes vom P(ni&, 0) auf die Ebenex+y—2z=0 an und
bestimmen Sie den Abstand zwischen diesem Punkt und deeEben

Aufgabe 7.61 Ldsung
Zeigen Sie mit Mitteln der Vektorrechnung, dass die Mittelkte der Seiten eines aus vier
beliebigen Punkten dé&® gebildeten Vierecks in einer Ebene liegen und ein Pargtalom
bilden! (Zu Letzterem siehe auch Aufgabs.)

Aufgabe 7.62 Lésung
Ermitteln Sie die Schnittgerade der Ebemen2y+ 3z=4 und ¥X+y—5z=>5 (vgl. Aufgaben
7.97und6.101c)) unter Anwendung des Kreuzproduktes!
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Aufgabe 7.63 Ldsung
Ermitteln Sie unter Anwendung des Kreuzproduktes die patarfreie Darstellung der Glei-

4 1 3
chung der Ebeng= | —1 | +s| —2 | +t 1!
4 3 -5

Aufgabe 7.64 Losung
a) Geben Sie die Gleichung der Ebene durch die Pufte2 1), Q(1,16,3) und
R(5,—10,—3) in Parameterform und in parameterfreier Form an!
b) Welches ist ihr Stellungsvektor?
¢) In welchen Punkten schneidet diese Ebene die Koordiaakesen?

Aufgabe 7.65 Ldsung

Geben Sie die Gleichung der Ebene, diexdieEbene in der Gerade=5x—4 schneidet und
zur z~Achse parallel ist, in parameterfreier und in Parameterian!

Aufgabe 7.66 Ldsung

a) Geben Sie die Gleichung der Ebéhdurch die Punkt®(2,1,1), Q(3,4,7) undR(6,1,5)
in Parameterform und in parameterfreier Form an! WelchabnsStellungsvektor?

b) Geben Sie die Gleichung der Geradgean, auf der der Koordinatenursprung und der Punkt
S(1,1,1) liegen!

c¢) In welchem Punkt schneidet die Gerapdie Ebenee?

Aufgabe 7.67 Ldsung

Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene, beziiglich derer diktBB(1, 2, 3) undP’(3,—2,13)
Spiegelpunkte sind!

Aufgabe 7.68 Lésung

X -4 2
In welchem Punkt schneidet die Geraéey) = (2) +A (1) die Ebenex4+-3y—z=17?
z 1 1

Aufgabe 7.69 Ldsung
Die EbeneE sei durch die Punktél, 0,1), (2,2,0) und(3,—1,—2) gegeben.

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Ebene in Parameterforchinparameterfreier Form!

b) Geben Sie den Schnittpunkt der Ebene mitaé&chse und die Schnittgerade der Ebene
mit derx—y—Ebene an!

c) Bestimmen Sie die Schnittgerade und den SchnittwinkeEbenex+ 3y+z=3 mit der
EbeneE !

d) Bestimmen Sie die Gleichung des Lotes {7, 2,9) auf die Ebend und den Lotful3-
punkt!

e) Wie grol} ist der Abstand des Punki47,2,9) von der Eben& ?
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Aufgabe 7.70
Die EbeneE sei durch die Punktél, 5,3), (2,—1,0) und(3,3,1) gegeben.

a) Ermitteln Sie die Gleichung der EbeBen Parameterform und in parameterfreier Form!

b) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Eb&mait den Koordinatenachsen und die Schnitt-
geraden der Eberte mit den Koordinatenebenen!

c) Bestimmen Sie die Schnittwinkel der Ebdhenit den Koordinatenachsen und -ebenen!

d) Bestimmen Sie die Gleichung des Lotes \Rr-13,14, —23) auf die Ebend= und den
Lotful3punkt!

e) Wie grol3 ist der Abstand des Punki¥s-13,14, —23) von der Eben& ?

Losung

Aufgabe 7.71
Die EbeneE sei durch die Punktél, 1, —1), (5,2,4) und(—4,5,5) gegeben.

a) Ermitteln Sie die Gleichung der EbeBen Parameterform und in parameterfreier Form!

b) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Eb&mait den Koordinatenachsen und die Schnitt-
geraden der Eberte mit den Koordinatenebenen!

c) Bestimmen Sie die Schnittwinkel der Ebdhenit den Koordinatenachsen und -ebenen!

d) Bestimmen Sie die Gleichung des Lotes R4, 20,4) auf die Ebend und den Lotful3-
punkt!

e) Wie grof3 ist der Abstand des Punki¥dg,20,4) von der Eben& ?

LOsung

Aufgabe 7.72
Die EbenekE sei durch die Punkt&,1,0), (5,2,1) und(4,0,0) gegeben.

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Ebene in Parameterforchimiparameterfreier Form!

b) Geben Sie die Schnittpunkte der Ebene mit den Koordiaatesen und die Schnittgeraden
der Ebene mit den Koordinatenebenen an!

c) Bestimmen Sie die Schnittgerade der EbEmait der Ebenex+3y+z= 3!

d) Ermitteln Sie den FuRpunkt des Lotes vom PuR(& 14, —12) auf die Eben& sowie den
Abstand zwischen dem PunRtund der Ebené&!

Losung

Aufgabe 7.73 Ldsung

2 3 1 2
a) Zeigen Sie, dass die Geradeh= (1) +t (1) und X= (4) +t (1) in einer
0 1 1 0

Ebene liegen!

b) Geben Sie die Gleichung dieser Ebene in parameterfreren &n!

c) Ermitteln Sie den FuRBpunkt des Lotes vom Puik6,14, —12) auf diese Ebene sowie
den Abstand zwischen dem Purkund der Ebene!

Aufgabe 7.74 Ldsung

0 2 —4 0
a) Zeigen Sie, dass die Gerad&a= | —1 |+s|{ 1] und X=| =1 |+t| 1| ineiner
: 0 1 10 6
Ebene liegen!

b) Geben Sie die Gleichung dieser Ebene in parameterfreren &n!
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: : 9 . :
c) Ermitteln Sie den Fu3punkt des Lotes vom Puﬁl{t—, -5, 8) auf diese Ebene sowie den
Abstand zwischen dem PunRtund der Ebene!

Aufgabe 7.75 Losung

5 — 7 4
Die EbeneE enthalte die Geradé= (4) +s( 6) und sei zur Geradé= ( 18) +S (3)
parallel. 2 1 21 2

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Ebénhan parameterfreier Form!

b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt und den Schnittwinkel demieE mit dery-Achse!
c) Bestimmen Sie die Schnittgerade und den SchnittwinkeEteneE mit derx-z-Ebene!
d) Bestimmen Sie die Gleichung des Lotes vom Pyiikt8 —21) auf die Ebend !

e) Bestimmen Sie den Abstand zwischen dem P(inkit8 —21) und der Eben& !

Aufgabe 7.76
Gegeben seien die Punki@ 2,1), (1,5,2) und(3,1,0).

a) Berechnen Sie den Flacheninhalt des von den 3 PunkterlgtnilDreiecks!

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Ebdaelurch die 3 Punkte in Parameterform und in
parameterfreier Form!

c) Bestimmen Sie die Geradengleichung des Lotes vom RGnktl) auf die Ebends, den
Lotful3punkt sowie den Abstand zwischen dem Punkt und den&be

LOsung

Aufgabe 7.77

Die PunkteA(3,0,—1), B(3,3,0) undC(7,3,1) liegen in der Ebenk.

a) Bestimmen Sie den Normalenvektor der EbEnand die Gleichung der Ebene in parame-
terfreier Form!

b) Zerlegen Sie den Vekt(ﬁ in eine zum Vektovﬁ parallele und eine zu diesem orthogo-
nale Komponente!

c) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Dreie&BE sowohlmithilfe des Ergebnisses von
a) als auchmithilfe des Ergebnisses von b)!

d) Bestimmen Sie den FulRpunkt des Lotes vom P20, —20) auf die Eben& und den
Abstand dieses Punktes von der Ebene!

LOosung

Aufgabe 7.78

Gegeben seien die Puni&él, 1,6), B(2,1,3), C(3,2,5) undP(8,—17,0).

a) Ermitteln Sie die Gleichung der EbeBedurch die Punkté, B undC in Parameterform
und in parameterfreier Form!

b) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Eb&nait den Koordinatenachsen und die Schnitt-
geraden der Eberte mit den Koordinatenebenen!

c) Bestimmen Sie die Schnittwinkel der Ebdbenit den Koordinatenachsen und -ebenen!

d) Bestimmen Sie die Gleichung des Lotes vom Puhkiuf die Ebende und den Lotful3-
punkt!

e) Wie grol3 ist der Abstand des Punkiegon der Eben& ?

Losung
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Aufgabe 7.79
Gegeben seien die Punk&1,0,1), B(4,4,1), C(—2,0,2), D(7,-9,39).

a) Ermitteln Sie die Gleichung der EbeBedurch die Punkté,, B undC in parameterfreier
Form!

b) Bestimmen Sie die Geradengleichung des Lotesvanf die Ebend !

¢) Ermitteln Sie den Ful3punkt dieses Lotes und den Abstaisthen dem Punkd und der
EbeneE !

d) In welchem Winkel schneidet die Gerade durch die PubkiedA die EbeneE ?

Losung

Aufgabe 7.80
Gegeben seien die Puni&él,2,1), B(2,3,0), C(3,1,—2) undD(—8,3,—4).
a) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Dreig®tRE !

b) Ermitteln Sie die Gleichung der EbeRedurch die Punkté\, B undC in parameterfreier
Form!

c) Bestimmen Sie die Geradengleichung des Loteslvanf die Ebend: !

d) Ermitteln Sie den FuR3punkt dieses Lotes und den Abstamthen dem Punkd und der
EbeneE !

e) In welchem Winkel schneidet die Gerade durch die Pubkied A die Ebenee ?

LOosung

Aufgabe 7.81
Gegeben seien die Punk&é1,0,0), B(2,—1,—1), C(1,1,—1) undD(2,2,—1).
a) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des DreigtRE !

b) Ermitteln Sie die Gleichung der EbeBedurch die Punkté, B undC in parameterfreier
Form!

c) Bestimmen Sie die Geradengleichung des Lotesivanf die Ebend= !

d) Ermitteln Sie den Fu3punkt dieses Lotes und den Abstamthen dem Punkd und der
EbeneE !

e) In welchem Winkel schneidet die Gerade durch die PuAkiedD die EbeneE ?

LOsung

Aufgabe 7.82
Gegeben seien die Punk&€0,0,8), B(1,0,7), C(1,1,3) undD(0, 2,0).

a) Zeigen Sie, dass die Punkte in einer Ebene liegen undvbasti Sie die Gleichung dieser
Ebene in parameterfreier Form!

b) Geben Sie die Geradengleichung des Lotes vom Koordinegerung auf diese Ebene an
und bestimmen Sie den LotfuB3punkt!

c) Welchen Abstand hat die Ebene vom Koordinatenursprung?

d) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Viere8BED!

e) Bestimmen Sie den Winkel beim Purkin diesem Viereck!

Lésung

Aufgabe 7.83
Gegeben seien die Puni&é1,1,0), B(1,—1,—1) undC(—1,0,1).

a) Errechnen Sie fur das Dreie@lBC alle Seitenlangen und Winkel sowie den Schwerpunkt
und den Flacheninhalt!

LOsung
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_082-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_082-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_083-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_083-0.pdf
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b) Ermitteln Sie die Gleichung der Ebene durch die PuAk® undC in Parameterform und
in parameterfreier Form!

c) Geben Sie die Geradengleichung des Lotes vom KoordinegprungO auf diese Ebene
an!

d) Ermitteln Sie den Fu3punkt dieses Lotes sowie den AbstaaKoordinatenursprung®
von der Ebene!

e) Berechnen Sie das Volumen des @1 R undAT(S aufgespannten Spates!

Aufgabe 7.84
Gegeben seien die Punk&é17,—3,—4), B(—1,-2,2),C(2,4,—1) undD(3,4,1).

a) Bestimmen Sie fur das DreieBCDalle Seitenlangen und Winkel sowie den Schwerpunkt
und den Flacheninhalt!

b) Geben Sie die Gleichung der Ebdhéurch die Punkt®, C undD in Parameterform und
in parameterfreier Form an!

c) Bestimmen Sie die Geradengleichung des LotesAvauf die Ebend !
d) Ermitteln Sie den LotfuRpunkt und den Abstand des Purktemn der Ebené& !

e) Ermitteln Sie das Volumen des von den Vekto@; ﬁ) undﬁaufgespannten Spates!
f) Ermitteln Sie die Schnittgerade und den Winkel zwischen Bbenex+y+z=1 undE !

LOsung

Aufgabe 7.85
Gegeben seien die Punk&¢2,3,1), B(3,4,2), C(5,2,3) undD(-5,—-2,14).

a) Bestimmen Sie fur das Dreie@iBCalle Seitenlangen und Winkel sowie den Schwerpunkt
und den Flacheninhalt!

b) Geben Sie die Gleichung der Ebdaelurch die Punkté, B undC in Parameterform und
in parameterfreier Form an!

c) Bestimmen Sie die Geradengleichung des Lotedvanf die Ebend: !

d) Ermitteln Sie den LotfuBpunkt und den Abstand des Puritesn der Eben& !

e) Ermitteln Sie das Volumen des von den Vekto@,n@ undﬁ aufgespannten Spates!

f) Ermitteln Sie die Schnittgerade und den Winkel zwischen &benenx—y+2z=3 und
E!

Losung

Aufgabe 7.86 Ldsung
Betrachtet werden die DreieckeBC mit den Eckpunkte\(1,0,—1), B(2,2,1), C(4,—2,5)
undDEF mit den Eckpunktem(4,4,11), E(5,6,13) undF(7,2,17).

a) Zeigen Sie, dass die Dreiecke kongruent und parallehander sind!

b) Bestimmen Sie die Gleichungen der beiden Ebenen, in daadreéiecke liegen, in para-
meterfreier Form!

c) Bestimmen Sie den Flacheninhalt der Dreiecke!

d) Die beiden Dreiecke seien Grund- und Deckflache einesnBsisBestimmen Sie dessen
Seitenlangen, H6he und Volumen!

Aufgabe 7.87 Lésung

a) Ermitteln Sie die parameterfreie Gleichung der Ebereedidi Punkt€3,1,1) und(2,2,2)
1

enthalt und zum Vektoy 2 | parallel ist!
1


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_084-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_084-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_085-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_085-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_086-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_086-0.pdf
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b) Bestimmen Sie die Gleichung des Lotes 10,6, —10) auf diese Ebene und den
Lotful3punkt!
c) Wie grol3 ist der Abstand des Punkis-10,6, —10) von der Ebene?

Aufgabe 7.88 Ldsung

Bestimmen Sie die Geradengleichung des Lotes vom Ru#ikt9,4) auf die von den Punk-
ten (2,1,—-2), (5,5,—14) und (—2,3,—8) aufgespannte Ebene, den LotfuR3punkt sowie den
Abstand des Punktes von der Ebene!

Aufgabe 7.89 Ldsung

Bestimmen Sie mit Mitteln der Analytischen Geometrie dentAbd des Koordinatenur-
sprungs von der Ebene durch die Punktel, 1), (2,3,3) und (2,3,4) sowie den Punkt der
Ebene, in dem der Abstand realisiert wird!

Aufgabe 7.90 Losung
Bestimmen Sie den Spiegelpunkt des Koordinatenursprungsrabene $+2y—4z=58 !

Aufgabe 7.91 Ldsung

1 2 1
Gegeben seien die EbenEp: X=| 4| +s| 1 +t< 2) undEs : 2x+8y+z= 36
2 -2 -3

2 2
sowie die Geradg: X= (8) +s (5) .
5 6

a) Geben Sie die Gleichung der Ebdfein parameterfreier Form an!

b) Ermitteln Sie den Abstand zwischen der Gergdend der Eben&; sowie den Abstand
zwischen der Geradgund der Ebené&; !

¢) In welcher Gerade schneiden sich die EbelBeandE, ?

Aufgabe 7.92 Ldsung
Ermitteln Sie in Parameter- und in parameterfreier FornGlechungen der Ebenen

a) durch die Punkt€0,0,0), (2,1,—2) und(7,5,—4),

b) durch die Punkt¢l,1,1), (3,2,—1) und(2,3,3), 1

c¢) durch den Punktl, 1,1), auf der senkrecht derVekt<r2> steht!

In welcher Beziehung liegen die Ebenen zueinander?

Aufgabe 7.93 Ldsung

Bestimmen Sie, sofern sie existiert, die Gleichung der Ebdieezur Ebene p—122=0
senkrecht ist und die

a) die Ebeney—12z=0 in dery-Achse schneidet,
b) die Ebene $—12z=0 in derx-Achse schneidet!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_088-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_088-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_089-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_089-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_090-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_090-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_091-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_091-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_092-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_092-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_093-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_093-0.pdf
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Aufgabe 7.94 Ldsung

Bestimmen Sie, sofern sie existiert, die Gleichung der Ebdieezur Ebene p—12z2=0
senkrecht ist und die

a) von derx-Achse den Abstand 26 hat,
b) von dery-Achse den Abstand 5 hat!

Aufgabe 7.95 Ldsung
Bestimmen den Mittelpunkt und Radius des Kreises, der bei iRotdés Punktes—1, —2,10)

-1 3
um die Gerad&= (7) +t (4) erzeugt wird, sowie die Gleichung der Ebene, in der dieser
—6 5

Kreis liegt!

Aufgabe 7.96 Ldsung

Bestimmen Sie die Schnittgerade und den Schnittwinkel den&i—x+ 2y + 2z = 4 und
2X+y—4z=-3!

Aufgabe 7.97 Ldsung
Ermitteln Sie Schnittgerade und Schnittwinkel der Eberef2y+3z=4 und X+y—5z=5!

Aufgabe 7.98 Ldsung
Welchen Winkel bildet die Schnittgerade der Ebenep2y—z=1 und X+y+3z=1

a) mit derx—Achse,
b) mit derx-y—Ebene?

Aufgabe 7.99 Ldsung

Untersuchen Sie die Lagebeziehungen zwischen den Ebexeby25z=Dhb, ax+y+3z=2
und A+ay+2z=3 in Abhangigkeit von den Parametaarundb ! (Die Gleichung der ggf.
existierenden Schnittmenge muss nicht angegeben werden.)

Aufgabe 7.100 Lésung

Untersuchen Sie die Lagebeziehungen zwischen den Ebexey+5z=7, X+3y+z=7
und 1&+8y+az=Db in Abhangigkeit von den Parametesrundb ! (Die Gleichung der ggf.
existierenden Schnittmenge muss nicht angegeben werden.)

Aufgabe 7.101 Ldsung
Untersuchen Sie die Lagebeziehungen der Ebeaey+3z=4-10120, —x+4y+2z=10'%2

und &—2y+az=b+2-10'?! in Abhangigkeit von den Parameteanuindb ! (Die Gleichung
der ggf. existierenden Schnittmenge der 3 Ebenen mussamgeigeben werden.)


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_094-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_094-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_095-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_095-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_096-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_096-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_097-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_097-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_098-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_098-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_099-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_099-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_100-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_100-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_101-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_101-0.pdf
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Aufgabe 7.102 Ldsung
Untersuchen Sie die Lagebeziehungen der Ebenen6@+2z=10°0, —2x—7y+3z=10%
und ax+y—5z=b—10?! in Abhangigkeit von den Parametearundb ! (Die Gleichung der
ggf. existierenden Schnittmenge muss nicht angegeberewgrd

Aufgabe 7.103 Ldsung
Gegeben seien die Ebends;: x+2y+3z=6, E: 2x+4y+6z=6, E3: 2x+4y+6z=12
und E4: 2x—4y+6z=12. Bestimmen Sie die Lagebeziehungen dieser Ebenen unatedsir,
ermitteln Sie den Abstand und ggf. die Schnittgerade undSaémittwinkel!

Aufgabe 7.104 LOsung
In welchen Punkten schneiden folgende Geraden die Ebenk digrPunkté1,1,0), (2,3,3)
und(1,2,4):

2(2)-(8) () 26)-(9) () 2)- () ()

Welcher Zusammenhang besteht zur Losung von Auf@alis?

Aufgabe 7.105 Ldsung
Bestimmen Sie den Flacheninhalt der orthogonalen Projekies Dreiecks mit den Eckpunk-
tenA(2,0,0), B(0,3,0) undC(24,16,14) in die Ebene 8+2y+z=6 !

Windschiefe Geraden

Aufgabe 7.106 Ldsung

1 2 14 2
GegebenseiendieGeradéa | 2 |+A | =1 | undX=| O|+A | 1].
3 3 9 1

a) Ermitteln Sie die zu beiden Geraden senkrechte Richtunghi{i®ig des gemeinsamen
Lotes)!

b) Bestimmen Sie den Abstand der beiden Geraden durch Rarjedihes beliebigen Ver-
bindungsvektors auf die Richtung des gemeinsamen Lotes!

c) Bestimmen Sie die Ful3punkte des gemeinsamen Lotes dustmgi@ines Gleichungs-
systems!

Aufgabe 7.107 Ldsung
In einem kartesischen Koordinatensystem mit den Koordimaty undz werden diez-Achse
sowie die Gerade durch die Punktel,7,6) und(—5,10,7) betrachtet.

a) Ermitteln Sie die zu diesen beiden Geraden senkrechtéuRgiiRichtung des gemeinsa-
men Lotes)!

b) Bestimmen Sie den Abstand der beiden Geraden durch Roojedhes beliebigen Ver-
bindungsvektors auf die Richtung des gemeinsamen Lotes!

c) Bestimmen Sie die FuRpunkte des gemeinsamen Lotes dustinggé@ines Gleichungs-
systems!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_102-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_102-0.pdf
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Aufgabe 7.108 Ldsung

1 2 -5 1
a) Zeigen Sie, dass die Geradpn X= (2) -|-s<1) undgy: X= ( 13) +s(0) zuein-
) o 0 2 16 4

ander windschief sind!
b) Ermitteln Sie die Richtung ihres gemeinsamen Lotes!
c) Geben Sie die Gleichung der Ebene an, die die Gegaded das gemeinsame Lot enthalt!
d) Wo schneidet diese Ebene die Gerggl@
e) Wo beginnt das Lot auf der Geradgn?
f) Welchen Abstand haben die windschiefen Geraden vondar&n

g) Ermitteln Sie zwei zueinander parallele Ebenen, von deimeeine die Geradg und die
andere die Gerad® enthalt! Welchen Abstand haben diese Ebenen voneinander?

Aufgabe 7.109 Ldsung
5 0 3 -20

Ermitteln Sie den Abstand der Geradéa-| 3 |+t 2 | und X= 3 |+t 11!
10 -1 -10 2

Aufgabe 7.110 Ldsung

Welche der folgenden Geraden schneiden sich? ErmittelmShalle des Schnittes Schnitt-
punkt und Schnittwinkel, anderenfalls den Abstand der Gamha

(3 =3
(o) (30

Aufgabe 7.111 Ldsung

2 -1
Bestimmen Sie die Gleichung der Gerade, die die Geratlen| 0 | +t 2] und X=
( 10) +t (O) im rechten Winkel schneidet und ermitteln Sie den Abstardbeelen
-5 1
gegebenen Geraden!

Aufgabe 7.112 Lésung

Wie verhalten sich jeweils die Geraden, die durch die PuAkied B bzw. durch die Punkte
C undD gehen, zueinander? Sind sie parallel, identisch, wind$duer schneiden sie sich?

Geben Sie bei windschiefen oder parallelen Geraden dienifig an, bei sich schneidenden
Geraden den Schnittpunkt:

a) A(2,—1,20), B(6,3,48); C(15—10,—15), D(23,—13 —22)
b) A(2,—1,20), B(6,3,48); C(15,—10,—10), D(23,—13,—22)
c) A(2,1,6), B(—6,5,4); C(6,—1,7), D(18,—7,10)
d) A(2,1,6), B(—6,5,4); C(6, 0,7), D(18,—6,10)


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_108-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_108-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_109-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_109-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_110-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_110-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_111-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_111-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_112-0.pdf
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Aufgabe 7.113 Ldsung
Bestimmen Sie den Abstand der Gerade durch die Pyilge-3,—14) und (17,—2,—16)
von den drei im Folgenden genannten Geraden! In welchentBurer Geraden wird der
Abstand realisiert?

a) Gerade=—x+1 in derx-z-Ebene,
b) x-Achse,
c) Schnittgerade der Ebengs-2y undz=—2y.

Aufgabe 7.114 Ldsung

11\ 5 20 3 -3
Gegeben seien die Vektoraa-| 11 |,b=| 13 |,c=| 4 |,u=|1 ) undv=| 9.
11 -30 -9 0 20

a) Ermitteln Sie die zwi undVv orthogonale Richtung!

b) Projizieren Sie die Vektoren—3 unde—2 auf den bei a) ermittelten Vektor!

¢) Ermitteln Sie den Abstand zwischen den GeraRierd-+tU undX=b+tv sowie den Ab-
stand zwischen den Geradés a@+tu undX==C+tv'!

d) Welches der bei c) betrachteten Geradenpaare liegtén Einene? Geben Sie deren Glei-
chung in parameterfreier Form an!

Spatprodukt

Aufgabe 7.115 Ldsung
ap . b1 C1

Berechnen Sie das Volumen des von den Vektaien| a |, b=| by | undé=| ¢,
as b3 C3

aufgespannten Parallelepipeds, das ist ein von drei Pparatieler und kongruenter Paralle-
logramme begrenzter Hexaeder! Projizieren Sie hierzu deme/ektor auf den Normalen-
vektor der von den beiden anderen Vektoren aufgespanniemeEb

Aufgabe 7.116 Ldsung
1 . 1 2
Seid=| -3 |, b=| 4| undE= 1 |. Berechnen Sie das Volumen des von den Vek-
-2 5 -2

torena, b und@ aufgespannten Spates (Parallelepipeds)!

Aufgabe 7.117 Ldsung
Ermitteln Sie das Volumen der von den folgenden Vektoregesgannten Parallelepipede:

(3 (03) 2 UL 0

Aufgabe 7.118 Ldsung
1 - -2 3 .

Seid=| 3], b= 1| und@=| —5 | . Berechnen Sib x ¢ sowie das Volumen des von
2 -3 3

den Vektorerd, b undg aufgespannten Spates (Parallelepipeds)!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/07_113-0.pdf
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Aufgabe 7.119 Ldsung
20 40 30

Berechnen Sie das Volumen des von den Vektarer] —10 |, b=| 10| undgé=| 10
20 —20 20

(Langeneinheit jeweils cm) aufgespannten Parallelegipeditern!

Aufgabe 7.120 Ldsung

Beweisen Sie, das die Vektor@nB undc genau dann in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem
bilden, wenn ihr Spatproduk&bc) positiv ist!

Aufgabe 7.121 Ldsung
Ein Prismaist ,ein geometrischer Korper, der durch Paradlschiebung einer ebenen Flache
(der Grundflache) entlang einer nicht in dieser Ebene liggerieraden im Raum entsteht.”
(Wikipedia bis 200 Die Grundflache sei das DreiedBC, die dazu parallele Deckflache
DEF. Gegeben seien die Punie-=(1,0,1), B=(2,1,3), C=(3,2,1) undD=(5,6,6).

a) Bestimmen Sie die PunkkeundF !

b) Berechnen Sie den Inhalt der Grundflache, die Hohe und damén des Prismas!

Aufgabe 7.122 Lésung
Gegeben seien die Punk&€0,1,1), B(1,2,3),C(4,3,7) undD(2,5,11). Vom PunktA ausge-
hend werde von den Vektomﬁ, ,@ undﬁ ein Spat aufgespannt!

a) Bestimmen Sie alle Eckpunkte des Spates!

b) Ermitteln Sie das Volumen des Spates!

c) Ermitteln Sie den Flacheninhalt der Oberflache des Spates

d) Ermitteln Sie fir alle den Punk enthaltenden Seitenflachen die Winkel beim Pukkt

Aufgabe 7.123 Ldsung

Bestimmen Sie mithilfe des Spatproduktes den Paranteter, dass die Punki&(1,1,2),
B(5,5,2),C(0,2,—1) undD(1,0,d) in einer Ebene liegen!

Aufgabe 7.124 Ldsung
Ein oben offener quaderférmiger Behalter mit einer Grunti#émn 30 cmx 20 cm und einer
Hoéhe von 50 cm werde durch eine Flussigkeit senkrecht von obkeeiner Geschwindigkeit
von 0,5 m/s gefillt. Wie lange dauert es, bis der Behéaltesténlidig gefillt ist? Wie liel3e sich
die Berechnung mit dem Spatprodukt darstellen?

Aufgabe 7.125 Ldsung

In einer Flissigkeitsstromung befindet sich ein oben offgqunaderférmiger Behalter mit einer
Grundflache von 30 crm 20 cm und einer Hohe von 50 cm. Die Flie3geschwindigkeiogtr
0,5 m/s, die FlieRrichtung bildet mit der Grundflache einénk&l von 3¢ und ist orthogonal
zur kurzen Seite der Grundflache.

a) Legen Sie ein geeignetes Koordinatensystem fest unchdgiban diesem die Stromung
vektoriell an!

b) Wie lange dauert es, bis der Behalter vollstéandig geféiift i
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Aufgabe 7.126 Ldsung
4

In einer Flissigkeitsstromung mit der GeschwindigKeit S befinde sich ein viereckiger
2

Rahmen mit den Eckpunktefi, 2,3), (3,—1,4), (6,1,4) und (4,4,3) (alle Koordinaten in
Meter). Wieviel Liter Flussigkeit flie3en pro Sekunde dudgm Rahmen?

Aufgabe 7.127 Ldsung
X
Auf der x-y—Ebene stehe senkrecht Ién{s(6x) , lem< x<4cm} ein quadratischer
0
9 cm
Rahmen, der von einer Flissigkeit mit der Geschwindigkeit8 < durchflossen werde.
-1

Wieviel Liter der Flussigkeit flieRen pro Minute durch den Rem?

Aufgabe 7.128 Ldsung

Ein Bauteil hat eine viereckige Offnung mit den Eckpunkéda, 2,3), B(3,3,4), C(4,1,5),

D(2,0,4), Koordinateneinheit sei dabei Meter. Die Offnung werde eorer Flissigkeit mit
2

der Geschwindigkei(O) 2 durchflossen.
1

a) Zeigen Sie, dass die Offnung die Form eines Parallelogsahat!
b) Wieviel Liter der Flussigkeit flieBen in 10 Sekunden dudah Offnung?

Aufgabe 7.129 Ldsung
Bei einem spatformigen Behélter werde die Grundflache ausdgelm PunktA(—2,0,1)

2 6

1 2
durch die Vektorerd= (2) und b= (3) aufgespannt, die ihr gegeniberliegende Flache sei
1
offen. Der dritte den Spat volhausgehend aufspannende Vektor@ei(4> . Langeneinheit

ist der Meter. 8

a) Bestimmen Sie die Eckpunkte des Spates!

b) Berechnen Sie das Volumen des Behélters!

c) Welche Masse hat der Behalter, wenn fiir seinen Bau MategiaDithte von 5kgm?
verwendet wurde?

d) Der Behélter befinde sich in einer Flussigkeitsstromunig.ldhge dauert es, bis er gefullt

5 -5
ist, wenn die Stromungsgeschwindigk&it= (3) g bzw. Vo= ( 3) g betragt?
-1 1

Aufgabe 7.130 Ldsung

Wie lange dauert es, bis ein spatférmiger Behalter mit derp&cktenA(0,0,0), B(3,2,1),
C(4,4,4), D(1,2,3), E(1,0,0), F(4,2,1), G(5,4,4) undH(2,2,3) (alle Koordinaten in m)
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und offener Flach&F GH vollstandig gefillt ist, wenn dieser sich in einer FlUssg&stro-
mung befindet, die den Behalter mit der Geschwindigkeit

1 -1
ayvp=| -1 bzw. b) Vo = 1
1 -1

erreicht?

vl|3
nl3



8 Lineare Optimierung

Modellierung

Aufgabe 8.1 Ldsung
In einer Tischlerei sind unter anderem drei Sorten TischeéeinProduktion. Die Lieferung
einer gewissen Anzahl von Tischen wurde bereits fest vieaginDer Zeit- und Materialauf-
wand soll jeweils gewisse Fonds nicht Uberschreiten:

in gewissen Einheiten | Tisch1 Tisch2 Tisch 3 Fonds
Gewinn je Stuck 3 1 2
Zeitaufwand je Stiick 2 1 1 40
Materialaufwand je Stiick 4 2 3 100
fest vereinbart 3 2 2

Stellen Sie das Modell zur Maximierung des Gewinns untenaegegebenen Bedingungen
auf!

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 8.2 Lésung
In einem Konfektionsbetrieb ist eine Jacke in 3 GroRen jedestens 4200 mal zu fertigen.
Fur den Zuschnitt aus den hierfur verwendeten Stoffbaliehen 4 Varianten zur Verfigung:
Variante |1 2 3 4
GroReS|3 12 0 8
GroReM|{6 0 7 O
GrokeL |2 0 4 4

Stellen Sie das mathematische Modell fiir die Minimierung fde diesen Auftrag erforderli-
chen Bedarfs an Stoffballen auf!

Aufgabe 8.3 Lésung

In einem Betrieb werden aus Rohstoffienund R, Erzeugniss&; und E, hergestellt, wobei
je Erzeugnise; 3 Geldeinheiten und je Erzeugrits 7 Geldeinheiten Gewinn erwirtschaftet
werden.

Fur die Herstellung eines Erzeugnis&gswerden 1 EinheiRy, 5 EinheitenR,, 3 Einheiten
Energie und 20 Minuten Arbeitszeit bendtigt, wahrend fiérlderstellung eines Erzeugnisses
E> 3 EinheitenRy, 2 EinheitenRy, 2 Einheiten Energie und 1 Stunde Arbeitszeit bendtigt
werden.

Stellen Sie das mathematische Modell fur die Gewinnmaxumig auf, wenn insgesamt 350
EinheitenR;, 1050 EinheiterR,, 630 Einheiten Energie und 168 Stunden Arbeitszeit zur
Verfligung stehen!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_003-0.pdf

8. Lineare Optimierung 17. Oktober 2014 119

Aufgabe 8.4 Ldsung

In einem Betrieb werden aus RohstoffenundR, Erzeugnissé&; undE, hergestellt, wobei
je Erzeugnis; 3 Geldeinheiten und je Erzeugrits 7 Geldeinheiten Gewinn erwirtschaftet
werden.

Fur die Herstellung eines Erzeugnisggswerden 1 EinheiRy, 2 EinheitenR,, 5 Einheiten
Energie und 20 Minuten Arbeitszeit benotigt, wahrend fiérlderstellung eines Erzeugnisses
E> je 3 EinheiterR; undR,, 8 Einheiten Energie und 1 Stunde Arbeitszeit bendtigt eerd

Stellen Sie das Modell fuir die Gewinnmaximierung auf, waemsgesamt 50 EinheiteRy, 60
EinheitenRy, 150 Einheiten Energie und 24 Stunden Arbeitszeit zur \genfig stehen!

Aufgabe 8.5 Ldsung
Ein Unternehmen produziert drei Erzeugnigse E> und Es, fur deren Herstellung Erzeug-
nissek; bis E3 selbst sowie RohstoffR; bis Ry, gemal? folgender Tabelle bendétigt werden:

Eigenverbrauch an Verbrauch an | Gewinn
E: B Es Rt R Rz Ry
jeE1 | 1/2 O /4 |2 4 0 2 2
jeEx| O 0 /4 {1 1 1 O 1
jeEs | 1/2 1/2 0 O 3 0 4 3

Stellen Sie das Modell fur die Gewinnmaximierung auf, wearefis 5€;, 8 E; und 6E3 ver-
traglich gebunden sind sowie an Rohstoffen 150 Einhdg200 EinheiterR,, 50 Einheiten
Rz und 200 EinheitefR4 zur Verfigung stehen!

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 8.6 Ldsung
Ein Betrieb stellt Erzeugnisse A und B her.

Fur die Herstellung eines Stiickes A werden 500 g Stahl, 15utdim Arbeitszeit sowie 40
kWh Elektroenergie oder 2 frErdgas benétigt.

Fur die Herstellung eines Stiickes B werden 1 kg Stahl, 1 $témdeitszeit sowie 300 kWh
Elektroenergie oder 20 friErdgas benétigt.

Je Erzeugnis A wird 1 Geldeinheit, je Erzeugnis B werden S&gheiten Gewinn erzielt.
Stellen Sie das Modell fur die Gewinnmaximierung auf, wef0Q Arbeitszeitstunden, 2 t
Stahl, 100 MWh Elektroenergie und 5006 &rdgas zur Verfiigung stehen!

Grafische Losung

Aufgabe 8.7 Ldsung

Ldsen Sie folgende Optimierungsaufgaben auf grafischeneWeg

a) b) C) d)

— X1+ Xo—max — X1+ Xo—min —4X1+2Xo — max — X1+ Xo—max
2X1— X9 > 2 X1— Xo > 2 xi— Xo > 2 x1— Xo > 2

— X1+2% <5 — X1+2% <5 — X1+2% <5 ;— X2 <3

X12>2,%>1 X12>2,%>1 X12>2,%>1 X12>2,%>1
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Aufgabe 8.8 Ldsung
Lésen Sie das mathematische Modell ¥a grafisch!

Aufgabe 8.9 Lésung

In einem Landwirtschaftsbetrieb werden Kiihe und Schafalggm Der Betrieb verfugt Gber
Stalle fur 75 Kihe und 300 Schafe sowie Uber 27 ha Weidelaod.|l&tzterem werden pro
Kuh 2500 nt und pro Schaf 500 Abendtigt. Zur Versorgung des Viehs kénnen jahrlich bis zu
15000 Arbeitsstunden geleistet werden. Fir eine Kuh simdigé 150, fir ein Schaf jahrlich
25 Arbeitsstunden erforderlich. Der jahrlich erzielbama@n betragt 10& pro Kuh und 18

€ pro Schaf. Ermitteln Sie auf grafischem Wege, welcher Gewiarimal erzielbar ist!

Aufgabe 8.10 Ldsung

Eine Elektronikfirma stellt aus Draht, Spulen und Widerd&mBaugruppeB;, B, und B3
und aus den Baugruppen und aus Draht Ge@taind G, her. Im Einzelnen werden flr
eine Baugrupp®; 12 Einheiten Draht, 3 Spulen und 2 Widerstande, flr eine BagB,
15 Einheiten Draht, 2 Spulen und 4 Widerstande und fir einggigupeBs; 10 Einheiten
Draht, 2 Spulen und 2 Widerstande bendtigt. Flr ein GBfatierden 2 BaugruppeB;, eine
BaugruppeBs; und 20 Einheiten Draht bengétigt, wahrend fiir ein G&#gje eine Baugruppe
B1, B> und B3 sowie 30 Einheiten Draht benétigt werden.

Fur die Herstellung vog; Geraters; (i=1,2) und zusatzlickx; Baugruppem; (i=1, 2, 3) sol-
len 705 Einheiten Draht, 105 Spulen und 120 Widerstandstéoitlig verbraucht werden. Die
GerateG; und G, werden zu Preisen von 40 bzw. 53 Geldeinheiten verkaufBdigruppen
B1, B2 und B3 zu Preisen von 8, 12 bzw. 4 Geldeinheiten. Ermitteln Sie dieEzzielung des
unter den gegebenen Bedingungen maximal erreichbarereEtészustellenden Stlickzahlen
und den dabei erreichbaren Erlos! Gehen Sie dabei in fokgeBahritten vor:

a) Stellen Sie das mathematische Modell auf!

b) Losen Sie das Gleichungssystem Xirxo, X3, y1,Y2 mit dem Gaul3algorithmus zuné&chst
ohne Rucksicht auf Ganzzahligkeits- und Nichtnegativiétlerungen! Stellen Sie die
Losung dabei so dar, dagsundys» frei gewahlt werden kénnen.

¢) Nun soll gesichert werden, dass weder die Anzahl der kagltenden Gerate noch die
der Baugruppen negativ wird. Stellen Sie dazu aus der Lésondp)ein lineares Unglei-
chungssystem auf und I6sen dieses auf grafischem Wege!

d) SchlieB3lich soll noch gesichert werden, dass die Anzahlhérzustellenden Gerate und
Baugruppen ganzzahlig ist. Welche Losungen sind mdglich?

e) Welche der Losungen ist optimal?

Aufgabe 8.11 Ldsung

Ein Getrankehersteller stellt aus Wasser und zwei ZusdtestZ; undZ, Grundmischungen
B1, B> undBs und aus den Grundmischungen und aus Wasser Fertigget&nkad G, her.
Im Einzelnen werden flr eine Einheit Grundmischiidl2 Einheiten Wasser, 3 Einheitén
und 2 Einheiter¥y, flr eine EinheitB, 15 Einheiten Wasser, 2 Einheit&a und 4 Einheiten
Z, und fur eine EinheiB3 10 Einheiten Wasser, 2 Einheit&a und 2 EinheiterZ, bendtigt.
Fur eine Einheit Fertiggetran&; werden 2 Einheitems, eine EinheitBs und 20 Einheiten
Wasser bendtigt, wahrend fir eine Eint@jtje eine EinheiB1, B, undBs sowie 30 Einheiten
Wasser bendtigt werden.
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Fur die Herstellung vory; Einheiten Fertiggetranks; (i =1,2) und zusatzlich Einheiten
Grundmischundg; (i=1,2,3) sollen 705 Einheiten Wasser, 105 Einheifgrund 120 Einhei-
tenZ, vollstandig verbraucht werden. Die Fertiggetra@seundG, werden zu Preisen von 40
bzw. 53 Geldeinheiten pro Einheit verkauft, die GrundmistenB:, B, und B3 zu Preisen
von 8, 12 bzw. 4 Geldeinheiten pro Einheit. Samtliche Auggatoffe, Zwischen- und End-
produkte kdnnen beliebig geteilt werden, also nicht nuranzgn Einheiten verwendet oder
abgegeben werden. Ermitteln Sie die zur Erzielung des ul@ergegebenen Bedingungen
maximal erreichbaren Erloses herzustellenden Mengen endlabei erreichbaren Erlos!

Simplexverfahren

Aufgabe 8.12 Lésung
Ldsen Sie das lineare Gleichungssystera + X + Xs =8
X3 + X4 +Xs = 8
2% — X2+ 33 — X4 =0

mit dem Gauf3schen Algorithmus! Welche der Variablen in aer Mnen ermittelten Losung
werden im Zusammenhang mit dem Simplexverfahren als Bagatlan, welche werden als
Nichtbasisvariablen bezeichnet? Geben Sie eine Basig@sun

Aufgabe 8.13 Lésung

Uberfuihren Sie die in Aufgab@ 7 betrachteten Optimierungsaufgaben

a) b) C) d)

— X1+ Xo—max — X1+ Xo—min —4X1+2Xo — max — X1+ Xo—max
2X1— X9 > 2 X1i— Xp >2 Xi— Xp > 2 Xi— Xp > 2

— X1+2% <5 — X1+2% <5 — X1+2% <5 X — X2 <3
X1>2,%>1 X1>2,%>1 X1>2,%>1 X1>2,%>1

in Normalform und |6sen Sie sie mit dem Simplexverfahren!

Aufgabe 8.14 Ldsung
Losen Sie die lineare Optimierungsaufgabex; +2x, — max
X1+ X< 2
X1+ X < 10
X1 >0, X2 >0

a) auf grafischem Wegend
b) mit dem Simplexverfahren!

Zeichen Sie die bei dem Simplexalgorithmus durchlaufenesisBesungen in das Bild der
grafischen Losung ein!

Aufgabe 8.15 Lésung
Lésen Sie mit dem Simplexalgorithmus die Optimierungsabéy %; + Xp — max
X+ X < 4
X1+2% < 3
X1, X > 0 !
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Aufgabe 8.16 Ldsung
Bestimmen Sie unter den Nebenbedingungen+3x, <21, 3x1+2x0<24, X1 >1, <5
die Optima der Zielfunktionen

a) z=3x3+4%p — max,
b) z=3x;+4%x, — min,
C) Z=4x1+6x, —> max

jeweils auf grafischem Wege und mit dem Simplexverfahremndtden Sie die beim Simplex-
verfahren durchlaufenen Basislosungen jeweils in die kiler grafischen Losung ein! Flr
welche Argumente;, xo werden die Optima erreicht?

Aufgabe 8.17 Ldsung
Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum der Funktir{iy, Xo) = X1 —2xp+5 fur
solchex; undxy, die die Bedingungen X2—X» > 10, —x3+4% <9, x1<14 und xo>1
erfullen, jeweils auf grafischem Wege und mit dem Simplefaleen! Zeichnen Sie die bei
dem Simplexalgorithmus durchlaufenen Basislésungen irBHlieze der grafischen Lésung
ein. Fur welche Argumente werden die Optima erreicht?

Aufgabe 8.18 Ldsung
Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum der Funktimry, xp) = —X1+2x2+4 fur
solchex; undxy, die die Bedingungen X@—2x>5, —x1+4xo<—1, x1>2 und x> -1
erfullen, jeweils auf grafischem Wege und mit dem Simplefaheen! Zeichnen Sie die bei
dem Simplexalgorithmus durchlaufenen Basislésungen irB#lieze der grafischen Losung
ein. FUr welche Argumente werden die Optima erreicht?

Aufgabe 8.19 Ldsung
Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum der Funktimyrg, Xp) = —X3+Xo+4 fur
solchex; undxy, die die Bedingungen X@—2x, >5, —X1+4<-—1, X1>2 und x> -1
erfullen, jeweils auf grafischem Wege und mit dem Simplefareen! Zeichnen Sie die bei
dem Simplexalgorithmus durchlaufenen Basislésungen irB#lizze der grafischen Losung
ein. FUr welche Argumente werden die Optima erreicht?

Aufgabe 8.20 Lésung
Lésen Sie die Optimierungsaufgaben

a) X1+ Xo—max und b) FH+4X+5 — max

2 +2% < 3 —X1+ 2% > 5
X1 +4x < 3 —2X1+ Xo < -5
X1<2, Xp> -1 X1<2, Xx>-—4

jeweils auf grafischem Wege und mit dem Simplexverfahremtideen Sie die bei dem Sim-
plexalgorithmus durchlaufenen Basislosungen in die Skdezeyrafischen Losung ein, sofern
das mdglich ist!

Aufgabe 8.21 Losung
Bestimmen Sie das Maximum der Zielfunktian=3x; —2x, unter den Nebenbedingungen
X1—AX2 <8, TX1—2%2<30, x1>1, X <6 mitdem Simplexverfahren!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_021-0.pdf
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Aufgabe 8.22 Ldsung
Ermitteln Sie fur die Optimierungsaufgabe x32-48x, — max
2X1+ dxo < 80
21 +28%; < 630
X1, X2 > 0
mit Hilfe des Simplexverfahrens die optimale Losung und dptimalen Zielfunktionswert!

Aufgabe 8.23 Ldsung
Ldsen Sie mit dem Simplexalgorithmus die Optimierungsabéy X3 — X2 — min
—2X1+2% < 1
—X1+4% < 5
X1, Xo > 0 !
Aufgabe 8.24 Ldsung

Losen Sie mit dem Simplexalgorithmus die Optimierungsabéy Z; — 3x2 + 6 — min
—2X1+ 6x2 <13
—X1+12x < 29

X1, Xo> 0 !

Aufgabe 8.25 Ldsung
Ermitteln Sie fur die lineare Optimierungsaufgabe x; 3 2x, —1 — max
IX1 + Xo < 30
X1 + 2% < 18
X1 >0, Xo >0

die optimale Losung und den optimalen Zielfunktionswert aeim Simplexalgorithmus!

Aufgabe 8.26 Ldsung
Ldsen Sie mit dem Simplexverfahren die Optimierungsaiwggabx; + 2x2 + 3 — min
X+ X< 9
1% — 13xp < 12
Xx1>1 x>0 !

Aufgabe 8.27 Ldsung
Ldsen Sie die lineare Optimierungsaufgabex; 2 X — max
X1+ 2% < 4
—X1+ X < 1
X1, Xo > 0

auf zwei verschiedenen Wegen, und zvegrauf grafischem Wege und
b) mit dem Simplexverfahren!

Aufgabe 8.28 Ldsung
Ldsen Sie die lineare Optimierungsaufgabex; 23x, — min
2X1+5% < 10
—X1+3% > 3
X1>2, X>0 !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_025-0.pdf
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_028-0.pdf
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Aufgabe 8.29 Ldsung
Ldsen Sie die Optimierungsaufgaben
a) b) c) d)
6X1 — 2Xo — max 6X1 — 2X2 — min 6X1 — 3Xo — min 6X1 — 2X2 — mMin
X1—2% < 4 X1 —2% < 4 X1—2% < 4 X1—2% > 4
2%+ X2 < 4 —2X1+ X < 4 —2X1+ X2 < 4 —2X1+ X2 > 4
X1, X >0 X1, X >0 X1, X2 >0 X1, X >0

jeweils auf grafischem Wege und mit dem Simplexverfahrenti@en Sie die dabei ggf.
durchlaufenen Basisldsungen in die Skizzen der grafischenrgiein! Woran ist bei der
rechnerischen Losung zu erkennen, ob eine ermittelte afifdsung ein- oder mehrdeutig
ist?

Aufgabe 8.30 Lésung
Uberfuihren Sie die Optimierungsaufgabe x; 3 2x, — max

X1+ X > 12

2X1 + X > 20

X1>3, %<0
in Normalform, bestimmen Sie mit Hilfe eines Hilfsproblemiae zulassige Basislésung und
|l6sen Sie davon ausgehend die Ausgangsaufgabe mit demeRetgarithmus! Hatte das auf
diesem Wege erhaltene Ergebnis auch einfacher ermittettanekdnnen?

Aufgabe 8.31 Lésung
Wenden Sie auf die Optimierungsaufgaben
2X1 + 3Xo — max 2X1 + 3Xo — max
X1+ X < 1 X1+ X > 1
a) X1— X < 1 und b) X1— Xo > 1
X1, X > 0 X1, X > 0

die Simplexmethode an und veranschaulichen Sie die Situatif grafischem Wege!

Aufgabe 8.32 Ldsung

Ldsen Sie die lineare Optimierungsaufgabeg — Xp —2x3— max
X1 +3Xo+ X3 < 1
81 +Xo+4x3< 16
X1 >0, % >0,x3>0
mit dem Simplexverfahren!

Aufgabe 8.33 Lésung
Losen Sie die Optimierungsaufgabe3x; +2x2 —2X3 + X4 — X5 — min
2X1 — Xo 4+ X3 = 6
X1 —4Xo + Xa = 8
2X1 — 2Xo + X5 = 12
X1, X3, X X5 2> 0
X2 < 0!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_029-0.pdf
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Aufgabe 8.34 Ldsung
Ldsen Sie die lineare Optimierungsaufgabe x; 8 7xo —2x3 — max
5%1 +3% — x3 < 30
8X1 +4x — x3 < 44
BX1+ X — X3 < 6
X1>0,%>0,%x3>0 !

Aufgabe 8.35 Ldsung
Bestimmen Sie mit der Simplexmethode die optimale Lésungdamdoptimalen Zielfunkti-
onswert der Optimierungsaufgabe- x; —2xo +2X3+ X4 — max
—3X1+3%— X3—3X4 > —7
X1+ X2+ X3+ X4 < 3
— X1+ X— X3+ x4 < 4
X121,%>0,x3>0,x>0 :

Aufgabe 8.36 Ldsung
Bestimmen Sie mit der Simplexmethode die optimale Lésungdemdoptimalen Zielfunkti-
onswert der Optimierungsaufgabe-x; +3x, —2x3 —5X4 — min
X1+ Xo+ X3+ X4 < 3
X1+ Xo— X3+ X4 > —1
2X1— Xo— X3—2Xa -5
X1>0,%>2,x3>0,%>0 !

>
>

Aufgabe 8.37 Lésung
Ermitteln Sie fur die Optimierungsaufgabe x13t3xo — X3 — max
X1 +2% — Xz = 3
— Xo+2x3< 15

—5% +3x3 < 12
X120, X2>0, Xx3>0
die optimale L6ésung und den optimalen Zielfunktionswert!

Aufgabe 8.38 Ldsung
Ermitteln Sie fur die Optimierungsaufgabe x; —2x2 + X3 — max
2 -3+ x3= 1
-2+ X3 < 7
—3X +4x3 < 88

X120, x>0, x3>0
die optimale L6ésung und den optimalen Zielfunktionswert!

Aufgabe 8.39 Lésung
Ermitteln Sie fir die Optimierungsaufgabe X4+ 3%, +X3 — max
X1 +2Xo < 10
2X1 + X2 < 8

3X1 + 2% +X3 18
XlZOa X2207 X3 >0
mit Hilfe des Simplexverfahrens die optimale Losung und dptimalen Zielfunktionswert!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_034-0.pdf
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_035-0.pdf
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_038-0.pdf
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Aufgabe 8.40 Ldsung
Ermitteln Sie fur die Optimierungsaufgabe —3x; + 5x» + X3 — max
X1+ Xo+X3 = 8
2X1 + 5Xo < 10
3X1 +2Xo < 12

X1>0,%>0,x3>0
mit Hilfe des Simplexverfahrens die optimale Losung und detimalen Zielfunktionswert!

Aufgabe 8.41 Ldsung
Ermitteln Sie fur die lineare Optimierungsaufgabe — Xx; + 3% + 11x3 — max

— X1+ X2+ 3X3 = 66
X1 + 23 < 24
2X1 + x3 < 30

XlZOa XZZOv X3 >0
die optimale Losung und den optimalen Zielfunktionswert aeim Simplexalgorithmus!

Aufgabe 8.42 Ldsung

Ein Eisverkaufer verkauft Eisportionen ,Vanilletraum® i3 Kugeln Vanille- und 1 Kugel
Schokoeis sowie ,Schokotraum® mit 1 Kugel Vanille- und 3 kllgSchokoeis. Er erzielt pro
Portion Vanilletraum einen Gewinn von 3 Geldeinheiten uraRortion Schokotraum einen
Gewinn von 2 Geldeinheiten. Zur Verfiugung stehen 630 Kud&nille- und 450 Kugeln
Schokoeis. Wie viele Portionen der beiden Sorten misséawtrwerden, um den in dieser
Situation maximal mdglichen Gewinn zu erreichen? Stellendas mathematische Modell
hierzu auf und I6sen Sie es mit dem Simplexverfahren!

Aufgabe 8.43 Ldsung

In einer Schmiede werden verzinkte Zaunteile gefertigt. Herstellung eines gré3eren Ein-
zelteiles werden 4 Stunden bendtigt, die entsprechendéeeridia plus Arbeitslohnkosten be-
laufen sich auf 144; ein kleineres Einzelteil wird in 1 Stunde hergestellt, Biaterial- und
Arbeitslohnkosten dafur betragen £4 Fur einen grol3eren Auftrag sollen maximal 80 Ar-
beitsstunden und 21680 Gesamtkosten veranschlagt werden. Der Verkaufspreis gni@e-
ren Einzelteiles belauft sich auf 2&8 ein kleineres kann fur 3€ verkauft werden. Berech-
nen Sie mittels Simplexalgorithmus, wieviele groRere ulainkre Einzelteile herzustellen
sind, damit der Gewinn maximal wird! Ermitteln Sie dieserxmalen Gewinn!

Aufgabe 8.44 Ldsung

Ein Tischlermeister lasst in seiner Werkstatt Tische urith®therstellen. Die Produktion ei-

nes Tisches dauert 5 Stunden und kostetd@®laterialkosten und Arbeitslohn). Die Produk-
tion eines Stuhles dauert 75 Minuten und koste€3Mhsgesamt soll der Aufwand héchstens
5400€ betragen, dabei sollen nicht mehr als 200 Arbeitsstundégeaxendet werden.

Wie viele Tische und Stuhle sind herzustellen, um unteredidBedingungen einen maxi-
malen Gewinn zu erzielen, wenn pro Tisch ein Verkaufsertiis 260€ und pro Stuhl ein
Verkaufserlos von 4% erzielt werden kann?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_040-0.pdf
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Aufgabe 8.45 Ldsung

In einer Werkstatt werden kleine und grol3e Regale gefedigit.Herstellung eines kleinen
Regals wird 1 Stunde bendtigt, dabei entstehen Kosten in Moh&0<€ und beim Verkauf
ist ein Gewinn von 2CG€ zu erzielen. Ein groRes Regal wird in 4 Stunden hergesteadit, d
Herstellungskosten betragen 3@0und der zu erzielende Verkaufsgewinn ¥30Es stehen
maximal 100 Stunden zur Verfligung, die Herstellungskost#len insgesamt 6008 nicht
uberschreiten.

a) Stellen Sie das mathematische Modell fiir die Gewinnmigximg unter diesen Bedin-
gungen auf!

b) Lésen Sie die lineare Optimierungsaufgabe mittels Sem@rfahren! Wie grof3 ist der
maximale Gewinn?

c) Welche Bedeutung haben die Werte der Schlupfvariableeriogtimalen Lésung?

Aufgabe 8.46 Ldsung
In einem Betrieb werden aus Rohstoffe) R, undR3 mit gleichem Aufwand Erzeugnis&g
undE; gefertigt, wobei pro Erzeugnks; 2 Geldeinheiten und pro Erzeugitis 1 Geldeinheit
Gewinn erwirtschaftet werden.

Fur ein Erzeugni&; werden 1 EinheiRy, 2 EinheitenR, und 3 EinheiterRs bendtigt, wah-
rend pro Erzeugnig, 3 EinheitenRy, 3 EinheitenR, und 1 EinheitRs bendtigt werden.

Stellen Sie das Modell fur die Gewinnmaximierung auf, weBrEinheitenRy, 21 Einheiten
R> und 21 EinheiteriRs zur Verfiigung stehen, und I6sen Sie diese Optimierungahetg

Aufgabe 8.47 Ldsung
In einer Tischlerei sind unter anderem drei Sorten TischeéeinProduktion. Die Lieferung
einer gewissen Anzahl von Tischen wurde bereits fest vieaeinDer Zeit- und Materialauf-
wand soll jeweils gewisse Fonds nicht Uberschreiten:

in gewissen Einheiten | Tisch1 Tisch2 Tisch 3 Fonds
Gewinn je Stiick 3 1 2
Zeitaufwand je Stick 2 1 1 40
Materialaufwand je Stick 4 2 3 100
fest vereinbart 3 2 2

Uberfiihren Sie das mathematische Modell (Aufg8t® in Normalform und lésen Sie die
Aufgabe mit dem Simplexverfahren!

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 8.48 Ldsung
Ein Unternehmen stellt unter Verwendung von 3 Rohstoffen Z#gnisse her, wobei der
Verbrauch an den einzelnen Rohstoffen gewisse Fonds niensdireiten darf:

in gewissen Einheiten Erzeugnis A Erzeugnis B Erzeugnis|CFonds

Bedarf an Rohstoff 1 je Stlick 1 2 3 3
Bedarf an Rohstoff 2 je Stlick 2 3 1 12
Bedarf an Rohstoff 3 je Stlick 3 1 2 12
Gewinn je Stuck 4 3 3

Unter den vorgegebenen Bedingungen soll der Gewinn maximezrden.


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_045-0.pdf
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a) Stellen Sie das mathematische Modell der Optimierurigabe auf!

b) Ldsen Sie die Optimierungsaufgabe mit dem Simplexaigonis! Wie viele der einzelnen
Erzeugnisse sind herzustellen, welcher Gewinn ist erai@lb

c) Welche Bedeutung haben die mit dem Simplexalgorithmugteiten Werte der Schlupf-
variablen in der optimalen Losung?

Aufgabe 8.49 Ldsung

Ein Betrieb stellt zwei ErzeugnisgeundB her, die pro Stiick den gleichen Gewinn abwerfen.
Arbeitszeit-, Energie- und Materialaufwand sind jedoctsehieden und sollen gewisse Fonds
nicht tberschreiten:

in gewissen Einheiten | ErzeugnisA  ErzeugnisB | Fonds
Arbeitszeitaufwand je Stlic 1 2 170
Energieaufwand je Stlick 2 1 100
Materialaufwand je Sttick 4 1 160

a) Stellen Sie das mathematische Modell zur Maximierung3asinns auf!

b) Ldsen Sie die Optimierungsaufgabe auf grafischem Wege!

c) Losen Sie die Optimierungsaufgabe mit dem Simplexatlgors! Zeichnen Sie die dabei
durchlaufenen Basislésungen in die Skizze aus b) ein!

d) Welche Bedeutung haben die Werte der Schlupfvariableerioptimalen Lésung?

Aufgabe 8.50 Ldsung

Aus Trauben-, Orangen- und Apfelsaft werden 3 verschie@argen Multivitaminsaft her-
gestellt. 5¢ Multivitaminsaft enthalten bei der Sorte A/l Trauben-, 3/ Orangen- und ¥
Apfelsaft, bei der Sorte B 4 Orangen- und ¥ Apfelsaft und bei der Sorte C 80rangen-
und 2¢ Apfelsaft. Pro Liter wird ein Gewinn von 20 Cent bei Sorte A,dént bei Sorte B und
10 Cent bei Sorte C erzielt. Es stehen 300rauben-, 175@ Orangen- und 550 Apfelsaft
zur Verfigung.

Stellen sie das mathematische Modell fir die Maximierurgy@ewinns auf und I6sen Sie die-
ses mit dem Simplexverfahren! Wieviel Liter der einzelnent& sind herzustellen? Welche
Bedeutung haben die Werte der Schlupfvariablen in der opgimasung?

Aufgabe 8.51 Ldsung

In einem Landwirtschaftsbetrieb werden Kiihe und Schafalggin Der Betrieb verfugt Uber
Stalle fur 75 Kuhe und 300 Schafe sowie tUber 27 ha Weidelaod.l&tzterem werden pro
Kuh 2500 nf und pro Schaf 500 Abenétigt. Zur Versorgung des Viehs kénnen jahrlich bis zu
15000 Arbeitsstunden geleistet werden. Fir eine Kuh simdi¢h 150, fir ein Schaf jahrlich
25 Arbeitsstunden erforderlich. Der jahrlich erzielbamma@in betragt 10& pro Kuh und 18

€ pro Schaf.

Uberfiihren Sie das mathematische Modell (Aufg8t® in Normalform und lésen Sie die
Aufgabe mit dem Simplexverfahren! Welcher Gewinn ist maadierzielbar? Welche Bedeu-
tung haben die in der optimalen Losung erreichten Werte delufvariablen?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_049-0.pdf
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Aufgabe 8.52 Ldsung

Fur die Herstellung von drei Sorten Fleischsalat stehergdaéischwurst, 14 kg Mayonnaise

und 720 Gewdurzgurken zur Verfiigung. Der pro Einheit dereimen Sorten zu erzielende

Gewinn und entstehende Materialbedarf ist in folgendeellallargestelt:

Cewi Sorte A SorteB Sorte C Aufgrund vertraglicher Bindung sind min-
ewinn 5€ 5€ 8€ e

Fleischwurst 3kg 2 kg 4 kg destens 2 Einheiten Sorte A _herzustellen.

Mayonnaise 2 kg 3 kg 1 kg Unter de_n vorgegepenen Bedingungen soll

Gewiirzgurken 50 40 60 der Gewinn maximiert werden.

a) Stellen Sie das mathematische Modell der Optimierurigaae auf!

b) Losen Sie die Optimierungsaufgabe mit dem Simplexaigaonis! Wie viele Einheiten der
einzelnen Sorten sind herzustellen, welcher Gewinn is¢kvar?

c) Welche Bedeutung haben die mit dem Simplexalgorithmugteiten Werte der Schlupf-
variablen in der optimalen Lésung?

Aufgabe 8.53 Ldsung

In einer Mensa werden die Essen 1 bis 4 (damit in der Klauswter die Aufgabe erstmals
gestellt worden ist, mit einfachen Zahlen gerechnet wekdamte) auch zu Preisen von 1 bis
4 € verkauft. Fur die einzelnen Essen entstehen Personatkdsereneinsatz und sonstige
Sachkosten in der in folgender Tabelle angegebenen Hohegivdiese Kosten insgesamt
jeweils die angegebenen Fonds nicht Giberschreiten dirfen:

Verkaufte Portionen Essenl Essen2 Essen3 EsserFbnds
Personalkosten pro Portion 1 2 2 2 3400
Wareneinsatz pro Portion 1 1 2 2 3000
Sonstige Sachkosten pro Portion 2 2 2 3 3900
Verkaufspreis je Portion 1 2 3 4

Unter den vorgegebenen Bedingungen soll der Umsatz (Erlasimiert werden.

a) Stellen Sie das mathematische Modell der Optimierurigabe auf!

b) Losen Sie die Optimierungsaufgabe mit dem Simplexaigaonis! Wie viele Portionen der
einzelnen Essen sind fir maximalen Umsatz zu verkauferthe@elUmsatz ist erzielbar?

c) Welche Bedeutung haben die mit dem Simplexalgorithmugteiten Werte der Schlupf-
variablen in der optimalen Losung?

Aufgabe 8.54 Lésung
Losen Sie die Optimierungsaufgabe —x; + X2 +3x3 — 3 — max
X1 —x3 =1
X1 +2% + X3 = 3
X1, X2, X3 >0
mit dem Simplexverfahren!
Aufgabe 8.55 Ldsung

Bestimmen Sie mit dem Simplexverfahren die optimale Losurdyden optimalen Zielfunk-
tionswert der Optimierungsaufgabe


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_055-0.pdf
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X1+2%+3%3 — min

2X1+ Xo+ X3 > 30
X1+2%+2x3 < 20
X1, X2, X3 > o !
Aufgabe 8.56 Ldsung

Bestimmen Sie mit dem Simplexverfahren die optimale Losurdyden optimalen Zielfunk-
tionswert der Optimierungsaufgabe

3X1+ 2% +4%x3 — min

X +2%+3x%3 < 30

2X1 + 3Xo + 2X3 40
X1, X2, X3 0 !

(AVAIAY]

Aufgabe 8.57 Ldsung
Ermitteln Sie fir die Optimierungsaufgabe 16x; +3%2 4+ X3 — Xq+X5+5900— max
—X1+2X+2X3— Xg+X5= 420
X1— Xo+ X3—2X%3+Xx5= 20
X1 <400 x2>200 x3>0, X4>0, x5>0
mit Hilfe der Simplexmethode die optimale L6sung und denroglen Zielfunktionswert!

Aufgabe 8.58 Ldsung
Ldsen Sie die lineare Optimierungsaufgabe x; —Xo+ X3— max
2X1+X+ x3< 6
Xp—Xo+2x3> 8
X1+X+2x3= 6
X1, Xo, X3 > 0
mit dem Simplexverfahren!

Aufgabe 8.59 Ldsung
Uberprifen Sie mit dem Simplexalgorithmus, ob das Unglaigjssystem
X1+ 2% +X3 < 4
2X1+3Xo+X%X3> 9
X1, X2, X3 > 0

|6sbar ist!

Hinweis: Versuchen Sie, mit der Hilfsaufgabe zum Simplexalgoritaneine zulassige Basisdarstellung zu
finden!

Aufgabe 8.60 Losung

In einer Kompostanlage werden 2 Sorten Pflanzsubstrat $tetlyeFir die Herstellung von
1 hl Substrat Sorte A werden 40 | Gartenerde, 40 | Fullstoffd 80 | Kompost, fur 1 hl
Substrat Sorte B werden 20 | Gartenerde, 40 | Fullstoffe ubd Kompost bendtigt. Pro
Hektoliter Substrat werden bei der Sorte AS3und bei der Sorte B %€ erlost. Es stehen
hdchstenge 800 hl Gartenerde und Fillstoffe zur Verfligung, sollearabindestens880 hl
Kompost verwendet werden. Unter den vorgegebenen Bediegusal der Erlos maximiert
werden.


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_059-0.pdf
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a) Stellen Sie das mathematische Modell auf!

b) Wenden Sie das grafische Losungsverfahren auf das MaodéNeche Schlussfolgerung
ergibt sich?

c) Wenden Sie das Simplexverfahren auf das Modell an!

Aufgabe 8.61 Ldsung

In einem Supermarkt sollen so preisgunstig wie moglich mesteins 10 gelbe, 8 rote und 10
grune Paprikaschoten eingekauft werden. Diese werdemdom Netzen mit 2 gelben, 1 ro-
ten und 1 griinen Paprikaschote fi4ind mit 1 gelben, 1 roten und 2 griinen Paprikaschoten
fur 3 € verkauft.

Losen Sie die Optimierungsaufgabe mit dem Simplexverfdinelcher Preis muss mindes-
tens fur die gewiinschte Menge gezahlt werden? Wie vielegedbe und griine Paprikascho-
ten werden dabei gekauft? Welche Bedeutung haben die mit oepieXverfahren ermittelten
Werte der Schlupfvariablen in der optimalen Losung?

Aufgabe 8.62 Lésung

Im Sonderangebot eines Discounters werden Briefumschtag@genden Sets angeboten:
Set A: 20 Umschlage C4, 5 Umschlage C5 und 10 Umschlage C6 z&].50
Set B: 10 Umschlage C4, 10 Umschlage C5 und 30 Umschlage C6 z&2.00

Ein Kunde mdchte unter Nutzung dieses Angebots mindestbs&chlage C4 und 30 Um-
schlage C5, dabei aber hochstens 70 Umschlage C6 erwerblen Sie das mathematische
Modell fur die Minimierung des von dem Kunden dafiir zu zadkemPreises auf und bestim-
men Sie mit der Simplexmethode die optimale Losung!

Aufgabe 8.63 Lésung

In einer Stanzerei werden aus Blechtafeln drei verschie@leil®T;, T, undT; gestanzt. Dazu
werden vier verschiedene StanzschabloBers,, S3 und S, genutzt. Bei Verwendung dieser
Schablonen entstehen folgende Stiickzahlen der Teile ustéKin Geldeinheiten:

pro Stanzvorgang Es ist nun ein Auftrag von 33, 2 T, und 30T3 zu

S S S & stanzen. Ermitteln Sie mit dem Simplexverfahren, wie
AnzahlT; | 1 1 0 O oft die einzelnen Schablonen zur Anwendung kom-
AnzahlT, | 1 0 1 O men mussen, wenn die Kosten fir das Stanzen mini-
AnzahlTz3 | 2 4 6 8 mal werden sollen! Wie viele Teile und welche Kos-
Kosten 3 4 4 3 ten entstehen dabei?

(vgl. Luderer, B. und Wirker, U.: Einstieg in die Wirtschaftsitmematik. 7. Aufl. Vieweg+
Teubner 2009, Ubungsaufgabe 4.23, S. 166)

Aufgabe 8.64 Lésung

Fur einen Flug werden Tickets in den Beférderungsklassendtng und Business angeboten.
Die 300 Economyplatze werden zu unterschiedlichen Sopndéikonen zu Preisen von 29
und 220€ sowie zum Normalpreis von 42D verkauft. Die 50 Businessplatze werden zu Son-
derkonditionen zum Preis von 6@ und zum Normalpreis von 1008 verkauft. Aufgrund
einer Werbekampagne sollen in den Preiskategorieg 20d 600€ zusammen mindestens


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_063-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_063-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_064-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_064-0.pdf
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40 und in den Preiskategorien 220und 600€ zusammen mindestens 200 Tickets angeboten
werden.

Ermitteln Sie mithilfe der Simplexmethode, welcher Erldsar diesen Bedingungen maximal
erzielbar ist und wieviele Tickets der einzelnen Kategodafur verkauft werden missen!
Welche Bedeutung haben die Werte der Schlupfvariablen itmajegn Ergebnis?

Aufgabe 8.65 Ldsung

In einem Konfektionsbetrieb ist eine Jacke in 3 Grol3en jedestens 1800 mal zu fertigen.
Fur den Zuschnitt der hierfiir verwendeten Stoffballen etet Varianten zur Verfigung:

Variante | 1 2 3 4 5 6
GroReS |12 0 O 6 6 O
GroReM| 0O 9 0 O 3 6
GroBeL| O O 8 4 2 4

Ermitteln Sie mit der Simplexmethode, wie viele Ballen misig@s bendtigt werden!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_065-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/08_065-0.pdf

9 Folgen und Reihen

Folgen

Aufgabe 9.1 Ldsung
Ein auf 100C erhitzter Korper habe nachMinuten die Temperatuil,, = 20+ 80- 2‘%[°C].

a) Zeigen Sie mithilfe der Definition der Konvergenz einehléafolge, dass die Temperatur
des Korpers gegen die (Umgebungs-)Temperatur v6@ XOnvergiert.

b) Ermitteln Sie, nach wieviel Minuten die Temperatur despg€is unter 25C, 205°C,
20.05°C bzw. 20005°C gefallen ist!

Aufgabe 9.2 Lésung
Ein Vermdgeny unterliegt einer jahrlichen Verzinsung von 4 %, Abschreipyon 5 % und
Besteuerung von 1 % jeweils auf das bzw. aus dem aktuellenddgm

a) Geben Sie die Folgé, der Vermdgenswerte nachJahren an!

b) Beweisen Sie mit Hilfe der Definition, daé4,) gegen 0 konvergiert!

c) Ermitteln Sie, nach wieviel Jahren ein Vermdgen V- 200000€ unter
(i) 100000<, (i) 10000<, (ii) 1000<, (iv) 100€
gefallen ist!

Aufgabe 9.3 Ldsung

An einer bestimmten Stelle betrage die Flachenbelasturapain radioaktives IsotopJahre
nach der Reaktorkatastrophe von Tschernoyl= 100 e %923 kBq/m?).

a) Beweisen Sie mithilfe der Definition, da&s eine Nullfolge ist!
b) Ermitteln Sie, nach wieviel Jahren die Flachenbelastungr 50, 5, 5 bzw. Q05 kBg/m?
gefallen ist!

Aufgabe 9.4 Ldsung
Die Schaumhohe in einem Bierglas betraggekunden nach dem EingieRan= 4-0.992"
[cm]. (vgl. Leike, A Demonstration of the exponential decay law using beer fratir J.
Phys. 23(2002), 21-36

a) Beweisen Sie mithilfe der Definition, dagseine Nullfolge ist!
b) Ermitteln Sie, nach wieviel Sekunden die Schaumhdhe @pte Q5 bzw. Q1 cm gefallen
ist!

Aufgabe 9.5 Lésung

: 1
Die Folge ax= R
existiert, so dasky| < € fir alle k> No(€) gilt. Bestimmen Sie ein solchég(¢) fur e=0,1,
€=0,01,&£=0,001 und allgemein fiir beliebiges>0 !

k € N konvergiert flrk — o gegen 0, weil fiir alle > 0 einNg(¢) € N


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_004-0.pdf
http://de.wikipedia.org/wiki/Arnd_Leike
http://www.iop.org/EJ/article/0143-0807/23/1/304/ej2104.pdf
http://www.iop.org/EJ/article/0143-0807/23/1/304/ej2104.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_005-0.pdf
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Aufgabe 9.6 Ldsung
vn+1

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Definition, dags = gegen 0 konvergiert!

n3
.2+ n+1
b) Berechnen Sie “m+—3\/_+ !
n—o n
Aufgabe 9.7 Ldsung

Mit welchem Zinssatz muss Kapital angelegt werden, danstasin 20 Jahren verdreifacht?

Aufgabe 9.8 Lésung

Wie hoch war die durchschnittliche jahrliche Inflationstatvenn fir einen Warenkorb, far
den vor 15 Jahren 100 Wahrungseinheiten zu zahlen waren1gANVahrungseinheiten zu
zahlen sind?

Aufgabe 9.9 Lésung

Wann spricht man von einer geometrischen Folge? In welcB#erFkonvergiert eine geome-
trische Folge, in welchen divergiert sie bestimmt und incheh divergiert sie unbestimmt?
Geben Sie im Falle der Konvergenz auch die Grenzwerte an!

Aufgabe 9.10 Ldsung

Untersuchen Sie in folgenden Féallen, ob die Folgay) konvergieren, bestimmt oder unbe-
stimmt divergieren, und geben Sie ggf. die Grenzwerte an:

a) a,=(—0.99999", b) a,=(—1.00001", c) a,=1.00007,
0.01n%+0.1n° 2n°+3n*+4n°+7 n?+9n+4

d) anzloo 5 4 , €) an= 2 , == o
n°>+500n*+200 (3n+1)%(4n3—3n2+n+3) Vvn9+2n+1

9) ="+ (=23 h)a=(2"+ (=227, i) a=(2"+ (-2,

i) an:(22n+1+<_2)2n+1) 27(2n+1)’
k) an=+/n(v/n+1+/n), ) an=+/n(+/n+1000-+/n),

1 10 1
m) an= (10+Tn> ; n) a,=sinn, 0) an=sin_, p) an=—-"!

Aufgabe 9.11 Ldsung

. : 1,001"
Betrachtet wird die Folgea, = = —

a) Berechnen Sie die Folgengliedgrfur n=10, 100 und 1000 !

b) Welchen Grenzwert hat die Folge?

c) Berechnen Sie die Folgengliedgrfir n=210.000, 100000 und 1000.000 !
d) Von welchem an ist die Folge monoton wachsend?

e) Beweisen Sie die Aussage von b)!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/09_006-0.pdf
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9. Folgen und Reihen 17. Oktober 2014 135

Aufgabe 9.12 Ldsung
(4n+1)m (4n+1L)m

Bestimmen Sie arz_!insinT, b)nI|_r>n tanT,

geben Sie im Falle der Divergenz an, ob diese bestimmt oderstimmt ist!

Aufgabe 9.13 Ldsung
3 2 5

Berechnen Sie a |.n§LO”+4 und by fim 213 G+4)
\/ 1042 n—c BN3-+-5n2+4n-+3

Aufgabe 9.14 Ldsung

00 2, 1\5/43, ;3
Berechnen Sie ar) Iln%M und b) lim (2n°+1)" (4n°+2)
n2+5 n—oo (2n_|_3)8(n+4)1l

Aufgabe 9.15 Lésung
Berechnen Sie a) li 3n° und b) Iim( i ” ) !

m2n+1)( n+2) n—o\n+1 (n+1)(n+2)/ °
Aufgabe 9.16 Ldsung

3
Berechnen Sie Iin(n 5— d ) !
n—oo n2+5

Aufgabe 9.17 Ldsung

Berechnen Sie die Grenzwerte
4n*+n3+4n? 4n*+2n3+-n?
2 fim (AT o ) by g (T2 o ),
n—co 2n44-n n—>oo 2n44-n
. 4n?+2n3+-2n?
lim (L_an_l) |

c
) 2n24-n

n—oo

Aufgabe 9.18 Ldsung
Berechnen Sie die Grenzwerte

\/_
A A ont2

b) lim cosnm, c) limcosn(n+1)m
n—00 n— o0

Aufgabe 9.19 Lésung
o _1\"
Berechnen Sie mit Hilfe des bekannten Grenzwenrieoos<11mﬁ> =e folgende Grenzwerte

2

| 1\ N N L\
0 dm (1) 0 g (1) 0 tm (100 0 g (2 55)
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Aufgabe 9.20 Ldsung

Vor ihrer Abschaffung Ende 2012 wurden Finanzierungsgzehd¢s Bundes mit einer Laufzeit
von ein und zwei Jahren zu einem Zinssatz von 0,0001 % p.&aw#r Geben Sie ohne
Benutzung von Hilfsmitteln an, auf welchen Betrag ein Euro actveéen wirde, wenn man
ihn fur eine Million Jahre zu einem derartigen Zinssatz oRnadungseffekte anlegen wirde!

Aufgabe 9.21 Ldsung
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

T T 1 4n
a) nIgrr;tar(Zn—i—lﬁ, b) nlmtar?(Zn-i-l)Z, C) nlm (14—%) ,

. 2n3 4+ 7n? .
- @ — |
d) r!ﬂo((n+2)(n+1) 2n+1), e) nILngo\/n+8 <\/n+7 \/n+6> !
Aufgabe 9.22 Ldsung
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
.. TT L s vn+1
a) limsinn—, b) lim sinn(n+1)—, c) lim :
)er 2 )er ( >2 )rHoo v2n+1—+/3n+1
. ™ " 1\ %) gnyon
= = = S M
@ lim(1e5) oim(teg ) 0m(eg ) o) m
Aufgabe 9.23 Ldsung
Berechnen Sie die Grenzwerte
. 1 1 . V2 .

a) limn? — , b) lim n+s \/_ ¢) lim cos " 1
n—o  \N2—2n+3 2n2+2n+3 =N N—oco 2
Aufgabe 9.24 Ldsung

Berechnen Sie die Grenzwerte
a) | n°+2n+3 bY lim sinn o lim 12n3
" 4P 516’ n—e 2 /5’ oo\ 1202 4-6n+1
d) I|m \/_(\/n+ —+/n)!
Aufgabe 9.25 Ldsung

. . 1 . o
Seieny undag positive Zahlen. Durche,.1 = > (an + 1) ,n=0,1,2,... seirekursiveine
Folge definiert. an

a) Berechnen Sie fiyr=2 und das Startgliedy=1 einige Glieder der Folge und stellen Sie
eine Vermutung fir den Grenzwert auf!

b) Ermitteln Sie fur beliebiges positivgsunter der Annahme, dass die Folge konvergiert,
den Grenzwert der Folge!

c) Was passiert flag=./y ?

d) Seinumag#,/y. Zeigen Sie, dass dann fiix> 1 in jedem Fallea, > /Y gilt!

e) Zeigen Sie, dass im Falég #,/y die Folge(a,) fur n> 1 streng monoton fallt!

f) Beweisen Sie die Konvergenz der Folge (und damit die Zigéeg der Voraussetzung
von b)!
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Aufgabe 9.26 Ldsung
Eine Folge von Dreiecken wird in der Weise erzeugt, dass diee@nitten eines Dreiecks
jeweils die Eckpunkte des néchsten Dreiecks sind. GegecheelPunkt konvergiert dieser
Prozess?

Reihen

Aufgabe 9.27 Lésung
. . . 2111 1

a) Berechnen Sie die Partialsumme der geometrischen Re+h<3 +1Z+§+~-+§ und

n
allgemein vonz o, geR!
K=0

b) Fur welcheg € R konvergiert die geometrische Reilg g, geben Sie im Fall der Kon-
k=0

vergenz die Summe an!

Aufgabe 9.28 Ldsung
Berechnen Sie mit der Formel fur die Partialsumme der gedsubén Reihe

8 1 n 8 1 n 16 1 n 8 3 n 16 3 n
23(3) »20G) 95 950G 920()
Aufgabe 9.29 Ldsung

0 50
Berechnen Sie 2)y 223" und b) S 22M3—m |
m=2 m=2

Aufgabe 9.30 Losung
n

Wie grol3 muss mindestens gewéhlt werden, damit sich die PartialsumE)é).Qk von der
() k=

Summe der Reihez 0.9 um weniger als 10° unterscheidet?
K=0

Aufgabe 9.31 Ldsung
Fur den Temperaturansatz fur Lastprofile werden von Enaggergern zur Bericksichtigung
der Warmespeicherfahigkeit von Gebauden auch Temperanebrerer Vortage einbezogen.
So heildt es im Lieferantenrahmenvertrag eines Energiengs:

.verwendet wird die mittels geometrischer Reihe ermitteéimperatur T nach folgender For-
mel(...): T=(Tt+0,5-Tt_1+0,25-Tt_»+0,125-T;_3)/1,875
mit: Tt = Temperatur des Betrachtungstages (Prognosetemperatur)

Ti_1 = Temperatur des Vortages (Prognosetemperatur)

T;_» = Temperatur des Vor-Vortages (Isttemperatur)

Ti_3 = Temperatur des Vor-Vor-Vortages (Isttemperatur)”

(https:/lwww.evf.de/bilder-dateien/geschaeftsparfineanlage-4-lastprofile-okt09. pf
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a) Notieren Sie die Formel fur den Temperaturansatz untewvéfedung des Summenzei-
chens in Zahleund Nenner, wenn statt 3 nach dem gleichen Prinzigortage in die
Berechnung einbezogen werden!

b) Welchen Bezug haben die in der von lhnen notierten Formddovomenden Ausdriicke
bei korrekter mathematischer Begriffsbildung zum Begri#ggnetrische Reihe*?

Aufgabe 9.32 Ldsung

Beim Auswaschen eines Feststoffs aus einer Losung der Meass@ beim k-ten Abguss
(k=1,2,3,...) Feststoff der Massa/lOOk gewonnen. Welche Masse des Feststoffs hat man
nachn Abgussen insgesamt gewonnen? Was ergibt sich fireo ?

Aufgabe 9.33 Ldsung

Ermitteln Sie in folgenden Fallen, ob die Folgem) und die Reiheny an konvergieren:
n=0

1\" 99" 101" 1 . niT
a)an=(§> ) b)anzm, C)an:m. d)an:m. e)an:sm?,
f) an=vN(vn+l-yN), g an=vn(vn+rl+yn),  hya,=vn+1-n,

i o+l n? |
) 8= n  n+l

Bestimmen Sie im Konvergenzfall die Grenzwerte bzw. Summen!

Aufgabe 9.34 Ldsung

a) Geben Sie im Falle der Konvergenz die Grenzwerte an, ite Bal Divergenz, ob diese
bestimmt oder unbestimmt ist:

1
. . n - . —-n . . n . . n
0] rlllinw:% , (i) I!IIL>n003 , (i) ”an( 3%,  (iv) rI][>noo3 :
5 5 1
b) Bestimmen Sie mithilfe der Formel fiir die Partialsummen:i) 2)3“, (i) zo—n.
n= n= 3

c) Geben Sie im Falle der Konvergenz die Summen folgenderReih, im Falle der Diver-
genz, ob diese bestimmt oder unbestimmt ist:

(i) isﬂ, (ii) ios_ln (iii) i(—s)”, (iv) 203

Sl

Aufgabe 9.35 Ldsung

— . , o 1\
a) Geben Sie die Formeln firr die Partialsummen (&1 _, und (?) . an!
n=

4 4
b) Bestimmen Sie mithilfe dieser FormeE)S“ und ;3_1” !
n= n=
. . . o1
c) Wogegen konvergieren die Relh@OB” und 20@?
n= n=

d) Welches Guthaben erreicht ein zu 200 % p.a. verzinstesokondas 5 Jahre lang jeweils
zu Jahresbeginn 10 Wahrungseinheiten eingezahlt werdeBndmdes 5. Jahres?
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Aufgabe 9.36 Ldsung

. : : - -1
a) Geben Sie die Formeln fur die Partialsummen der Re&:ﬁ“ und 2 7l an!
n= n=

4 4
b) Bestimmen Sie mithilfe dieser FormeE04“ und zoﬁ !
n= n=

c) Wogegen konvergieren die beiden Reihen?
d) Welches Guthaben erreicht ein zu 300 % p.a. verzinstesokondas 5 Jahre lang jeweils
zu Jahresbeginn 10 Wahrungseinheiten eingezahlt werdeBndmdes 5. Jahres?

Aufgabe 9.37 Ldsung
> 16" > 17"
B h i — — |
erechnen Sie a 7 und b)n;16n

n=

Aufgabe 9.38 Ldsung
B h Si 5 o db S 10“'

erechnen Sie igoﬁ un )nzoﬁ'
Aufgabe 9.39 Lésung

[oe]

Ermitteln Sie in folgenden Fallen, ob die Folgem) und die Reihen) a, konvergieren:
n=

e, SOHI000FG00 gom 58 1
T oz g1 VT 9% Tz YT hni1o)
n(n1)

&)an=VA(VI+12—vA), fan=(-1)" gan=(-1)""Y, ha=(-1) 2 !

Bestimmen Sie im Konvergenzfall die Grenzwerte bzw. Summen!

Aufgabe 9.40 Ldsung

[ee]

Ermitteln Sie in folgenden Fallen, ob die Folgem) und die Reihen) a, konvergieren:
n=

&) an=(3+(-3N4", b a=@E+(-IN3", o) a=tan T
1
d = +/N I’H—G— n, e R —
) @ =/n(v V), e) a )T
Bestimmen Sie im Konvergenzfall die Grenzwerte bzw. Summen!
Aufgabe 9.41 Ldsung

Berechnen Sie folgende Summen bzw. Reihen:
1000 o ® 1

a) ;(—1.1)”, b) io.gsn, 0 Y (-5, ) ;n(n+2) !

n=1
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Aufgabe 9.42 Ldsung
Berechnen Sie folgende Summen bzw. Reihen:
00 1 00 1 100 00 N
a) , b , ¢ Y101", d) —-0.04)" !
n;n(n—l) n;(2n+1)(2n+5) n; n;o( )
Aufgabe 9.43 Losung

Welche der folgenden Reihen konvergieren:

[ e om [ 1 o0 1
9327 05 (D) 95 Gy

Berechnen Sie im Konvergenzfall auch die Summen!

Aufgabe 9.44 Ldsung
Welche der folgenden Reihen sind konvergent:

Ay —, Y2, oY 1-=, d)Y Zsirfn, Y ———,
)nzl 100 )nzl )nzl n )nzl 2 )nzl 2n—-1

f)n;(ln(nJrl)—lnn), g)n;n(n—il), h)n;<2—n+3—2n), i)n;Z_nS_zn?

Bestimmen Sie im Konvergenzfall die Summen!

Aufgabe 9.45 Lésung
(o] (o) 1
Berechnen Sie  a)y (273"+372"), b) § ——— |
2, PN )
Aufgabe 9.46 Ldsung

Berechnen Si&q und falls existen;[]_ljrrtsn far

a) S = n k37K, b) S\ = ¢ 27k3K, c) S = n 2—27K) 1
k;% kZ3 |<23< )

Aufgabe 9.47 Ldsung
n gleiche Holzbretter der Lange 2 werden so Ubereinandeggelass in eine Richtung jedes
Brett das darunterliegende so weit Uberragt, wie das ohneakipnoglich ist. Bestimmen Sie
die horizontale Verschiebung zwischen dem obersten und dem untersten Brett! Was passiert
firn— o ?
1 2 ‘ ‘ Hinweis:

‘ ‘ ‘ Bestimmen Sie schrittweise die horizontale Kompo-
| | nente des Abstands zwischen maximalem Uberhang

| | und Schwerpunkt des Stapels, indem Sie den Schwer-

| | punkt des auf einem Brett liegenden Stapels jeweils
I | auf die Kante dieses Bretts legen!

Y

(Meyberg, K. und Vachenauer, P.: Hohere Mathematik 1. Bgfigal- und Integralrechnung.
Vektor- und Matrizenrechnung. 6. Aufl. Springer 2003, S1)10
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Aufgabe 9.48 Ldsung
Wo liegt der Fehler in der Gleichungskette

11 1
2 = 1454+ Hont

= 1+ (1—%)+<1—g)+-~-+<1—2n2;1>+---
= (1+1)+(—%+1)+(—§+1>+---+(—2n2;1+1)+--~

W SR
- "T274 2n

= 37

Aufgabe 9.49 Lésung

Notieren Sie die folgenden Aussagen und ihre Negationesrindler mathematischer Schreib-
weise mit Existenz- und AIIquantor'

a) Die Elemente der Foldg®, = Z}— nahern sich beliebig dicht der Zahl 2, wenn manmur

grol3 genug wahlt. (Konvergenz der geometrischen Reihe)
b) Es gibt keine reelle Zahl, der sich die Elemente der F8lge le—l beliebig dicht nahern.
i=

(Divergenz der harmonischen Reihe)

Aufgabe 9.50 Ldsung
Untersuchen Sie folgende Reihen mit Quotienten- bzw. Wkrritetium auf Konvergenz:

@ (k)2 @ 3Kkl @ 2Kkl
a)k;(2k>!, )z el )z <

1\ K
Hinweis: e= I|m (1+ E)

k—00
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10 Finanzmathematik

Zins- und Barwertrechnung

Aufgabe 10.1 Ldsung

Eine Bank verzinst Spareinlagen mit 4 % p.a., innerhalb desp&riode wird mit einfacher

Verzinsung gerechnet. Die Verzinsung beginnt mit dem Aediagum und endet am Tag vor
dem Falligkeitsdatum. Es wird mit 12 gleichlangen Monatefez30 Tagen gerechnet (,Deut-
sche Zinsmethode 30/360), der 28. Februar bzw. der 30njadderen Monats wird als das
Monatsende angesehen.

a) Auf welchen Wert wéchst ein Kapital von 50&0nnerhalb eines Vierteljahres an?

b) Welcher Betrag muss angelegt werden, damit ein Jahr spaeEeSumme von 5008 zur
Verfligung steht?

c) In welcher Zeit bringt ein Kapital von 5068 Zinsen in Hohe von 18&?

d) Auf welchen Wert wéachst ein Kapital von 50€0in drei Jahren an?

e) Am 16. Oktober 2010 wurden 50&angelegt, die Zinsen werden kalenderjahrlich gutge-
schrieben. Welches Guthaben stand am 16. Oktober 2013 #iilgMag, wenn das Konto
an diesem Tag aufgeldst wird?

Aufgabe 10.2 Losung
Welches Endkapital erhielt man fur ein Sparzertifikat Gb@2BDM mit einer Verzinsung
von 5 % und einer Laufzeit von 4 Jahren, wenn die Anlage am615997 erfolgt war und die
Zinsperiode a) das Jahr bzw. b) das Kalenderjahr war unddretzzu 12 Monaten von je 30
Tagen gerechnet wurde?

Aufgabe 10.3 Losung
Eine Bank verzinst Spareinlagen mit 4 % p.a., innerhalb desp®riode wird mit einfacher
Verzinsung gerechnet. Die Verzinsung beginnt am Tag nacAudlage und endet am Fallig-
keitstag. Es wird mit 12 gleichlangen Monaten zu je 30 Tagenechnet (,Deutsche Zinsme-
thode 30/360%), der 28. Februar bzw. der 30. jeden anderemakdovird als das Monatsende
angesehen.

Am 27.02.2000 wurden 1000 DM angelegt. Welches Kapitaldstan 15.05.2003 zur Verfu-
gung, wenn die Zinsgutschrift a) jahrlich bzw. b) kalendhbrjich erfolgte?

Aufgabe 10.4 Losung
Am 1. April eines Jahres werden 10 0&fir 4 Jahre zu 5 % Zinsen p.a. angelegt. Die
Zinsen werden dem Kapital jeweils am Ende des zu 12 gleigelamMonaten gerechneten
Kalenderjahres zugeschlagen. Wie hoch ist das Guthabéndahren?
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Aufgabe 10.5 Ldsung

Am 1. April eines Jahres werden 10 06Gur 4 Jahre zu 5 % Zinsen p.a. angelegt. Die Zinsen
werden dem Kapital am Ende jedes Quartals zugeschlagerj addQuartale als gleichlang
gerechnet werden. Wie hoch ist das Guthaben nach 4 Jahren?

Aufgabe 10.6 Ldsung

Eine Bank verzinst Einlagen mit 2,7 % p.a. und rechnet uritdgamit einfacher Verzinsung
sowie der deutschen Zinsmethode 30/360.

a) Welcher Betrag steht bei einer Anlage von 10&082ur Verfigung, wenn das ganze Gut-
haben nach 4 Monaten ausgezahlt wird?

b) Welcher Betrag muss angelegt werden, um sich nach 7 Moh@@90< auszahlen lassen
zu kénnen?

c) Furwelchen Zeitraum entstehen bei einer Anlage von 1@Rihsen in Hohe von 17€7

Aufgabe 10.7 Ldsung
Welchen Betrag muss man bei einer Verzinsung von 5 % p.a.@mlegn nach
a) 5 Monaten, b) 5 Jahren

den Betrag von 500€ ausgezahlt zu bekommen? Dabei soll innerhalb einer Zirsspemit
einfacher Verzinsung gerechnet werden.

Aufgabe 10.8 Ldsung
Eine Bank verzinst Einlagen mit 2,7 % p.a.

a) Welcher Betrag steht bei einer Anlage von 10&08ach 2 Jahren zur Verfigung?
b) Welcher Betrag muss angelegt werden, um in 3 Jahren 8GQ0 Verfigung zu haben?

Aufgabe 10.9 Losung

a) Ein Kapital von 10 00€& wird fur 2 1/2 Jahre mit einer Verzinsung von 4,2 % p.a. argjele
die jahrlichen Zinsen werden dem Kapital am Ende des Spagajutgeschrieben und von
da an mit diesem verzinst. Auf welchen Betrag wéchst das Klegot?

b) Zu welchem Zinssatz muss Kapital angelegt werden, dagrsich in 20 Jahren verdop-
pelt?

Aufgabe 10.10 Ldsung
Fur ein Grundstuck liegen zwei Angebote vor:

A: sofortige Zahlung von 200 008,
B: Zahlung von 100 O0O& in 3 Jahren und 200 0G8 in 10 Jahren.

Vergleichen Sie die beiden Angebote durch Ermittlung desvBetes des Angebotes B bei
Kalkulationszinssatzen von 6 % p.a.!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_005-0.pdf
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Aufgabe 10.11 Ldsung
Fir ein Grundstiick liegen zwei Angebote vor:

A: sofortige Zahlung von 100 008,
B: Zahlung von 50 O0€ in 4 Jahren und 100 068 in 8 Jahren.

a) Vergleichen Sie die beiden Angebote durch ErmittlungBiesvertes des Angebotes B bei
Kalkulationszinssétzen von 5 % und 7 % p.a.!
b) Bei welchem Kalkulationszinssatz sind die Angebote gieic

Aufgabe 10.12 Ldsung
Fur eine Anschaffung liegen zwei Finanzierungsangebate vo

A: sofortige Zahlung von 500€ und Zahlung von 900€ in 2 Jahren,

B: sofortige Zahlung von 3006 und Zahlung von 1250€ in 4 Jahren.

a) Ermitteln Sie die Barwerte beider Finanzierungsangehate Anschaffungszeitpunkt bei
einem Kalkulationszinssatz von 7 % p.a.! Welches Angelidies diesem Kalkulations-
zinssatz gunstiger?

b) Fur welchen Kalkulationszinsatz sind die Barwerte bei@i@anzierungsangebote zum
Anschaffungszeitpunkt gleich?

Aufgabe 10.13 Lésung
Welchen aktuellen Barwert hat eine in 5 Jahren fallige Fanaigwvon 50006

a) fur eine finanziell gut ausgestattete Person, die ihr Xigen auf einem mit 3 % verzinsten
Konto anlegt,

b) fur eine verschuldete Person, die den Zahlungseinganiglimgerung einer mit 8 % ver-
zinsten Schuld einsetzen will?

Aufgabe 10.14 Ldsung
Der Kaufpreis einer Ware in H6he von 10 080soll in 2 Teilbetragen von je 5008 nach
einem Monat bzw. nach zwei Monaten gezahlt werden. WelchbafRat bei sofortiger Bar-
zahlung zu gewéhren, wenn man von einfacher Verzinsung imetre Kalkulationszinssatz
von a) 3%, b) 6%, c) 12 % ausgeht?

Aufgabe 10.15 Losung

Bei einem Computerkauf kann ein Kunde zwischen sofortiger &dung von 100G und
einer ,Zahlpause“ von 2 Monaten wéhlen, wobei er dann ¥9@8 zahlen hat.

a) Vergleichen Sie die Barwerte zum Kaufdatum bei einem Katlanszinssatz von 4 % p.a.
und einfacher Verzinsung!
b) Fur welchen Kalkulationszinssatz bei einfacher Vemagssind die Barwerte gleich?

Aufgabe 10.16 Lésung
Bei einem Tarifabschluss wurde vereinbart, die Gehalter 40 2 zu erhdhen, sie aber
einen halben Monat spater als bisher auszuzahlen. Um Wwstgigt der Barwert der Gehalter
bezogen auf den urspringlichen Auszahlungszeitpunktmnweneinem Kalkulationszinssatz
von 3 % p.a. und einfacher Verzinsung gerechnet wird?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_011-0.pdf
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Aufgabe 10.17 Ldsung

Wie grol3 ist bei einem Kalkulationszins von 5 % der Barwereeam 30. September falligen
Forderung in Hohe von 20 0G®

a) am 15. August des gleichen Jahres,
b) am 15. August des Folgejahres,

wenn das Jahr zu 360 Zinstagen, der Monat zu 30 Zinstagen urelinfacher Verzinsung
gerechnet wird?

Aufgabe 10.18 Losung
Fir den Erwerb einer Ware mit einem Barpreis von 1&®&ird dem K&ufer ein Teilzah-
lungsangebot ohne Anzahlung mit 4 Raten zu je €70nterbreitet, die nach 3, 6, 9 und 12
Monaten zu zahlen sind.

Welchem Barwert bei einfacher Verzinsung entspricht da&zdeliungsangebot, wenn der
Kaufer

a) von einem Kalkulationszinssatz von 3 % p.a. ausgeht, derBarpreis einem entspre-
chend verzinsten Konto entnehmen kdnnte, bzw.

b) von einem Kalkulationszinssatz von 11 % p.a. ausgehty €i&r die sofortige Barzahlung
seinen entsprechend zu verzinsenden Dispokredit in Aobprahmen muisste?

c) Wie hoch musste die Teilzahlungsrate sein, damit dieser &erzinsung des Barpreises
von 11 % p.a. entsprechen wirde?

Aufgabe 10.19 Ldsung
Eine Handwerkerrechnung ist 30 Tage nach Rechnungsdatu@iahlung fallig. Bei Zah-
lung innerhalb von 10 Tagen nach Rechnungsdatum wird eint8kam 2 % gewahrt. Bei
welchem Kalkulationszinssatz fir einfache Verzinsungl siie Barwerte

a) zum Rechnungsdatum bzw.
b) zum Falligkeitsdatum

gleich? (vgl. auch Aufgab#0.20

Aufgabe 10.20 Ldsung
Eine Handwerkerrechnung Uber 5582st 30 Tage nach Rechnungsdatum zur Zahlung fallig.
Bei Zahlung innerhalb von 10 Tagen nach Rechnungsdatum wirgl&into von 2 % gewahrt.

a) Ermitteln Sie die Barwerte zum Rechnungsdatum, die sichibem Kalkulationszinssatz
fur einfache Verzinsung von 3 % fur die Zahlung nach 30 Tagemes fur die Zahlung
nach 10 Tagen mit Skontoabzug ergeben!

b) Bei welchem Kalkulationszinssatz sind die Barwerte zum Renfsdatum gleich?

¢) Welcher am Falligkeitsdatum der Rechnung falligen Vesairg p.a. fur die 20 Tage frihere
Bezahlung entspricht der Skontoabzug?

d) Inwelcher H6he kdnnte 10 Tage nach Rechnungsdatum eirltbi®d p.a. zu verzinsender
Uberziehungskredit in Anspruch genommen werden, um elieftich Uberziehungszin-
sen die gleichen Schulden zu verursachen wie bei Inanspahohe in Hohe von 5542
30 Tage nach Rechnungsdatum? Vergleichen Sie mit dem beignahnahme des Skon-
tos 10 Tage nach Rechnungsdatum zu zahlendem Betrag!

(vgl. auch Aufgabe 0.19
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Aufgabe 10.21 Ldsung

Bei der Bestellung einer Ware zum Preis von 2@0@ird eine sofort zu leistende Anzahlung
von 5 % sowie Lieferung und Rechnungslegung in 2 Monaten nisaei. Der offene Rech-
nungsbetrag soll 30 Tage nach Rechnungslegung zur Zahlliiggsiin, wobei bei Zahlung
innerhalb von 10 Tagen ein Skonto von 2 % des offenen Betrageahgt wird.

a) Ermitteln Sie die Barwerte zum Bestelldatum, die sich beemi Kalkulationszinssatz von
3 % fir die Zahlung ohne und mit Skontoabzug ergeben, wenailgam letzten Tag der
Frist gezahlt wird!

b) Bei welchem Kalkulationszinssatz sind die Barwerte gfeich

Aufgabe 10.22 Ldsung
Bei der Bestellung einer Ware zum Preis von 2500 DM wurde eif@rtspu leistende An-
zahlung von 2 % sowie Lieferung und Rechnungslegung in 2 Maonagreinbart. Der offene
Rechnungsbetrag sollte 30 Tage nach Rechnungslegung zwngafdlllig sein, wobei bei
Zahlung innerhalb von 10 Tagen ein Skonto von 2 % des offenémra@es gewahrt wurde.

a) Ermitteln Sie die Barwerte zum Bestelldatum, die sich beemi Kalkulationszinssatz von
4 % fur die Zahlung ohne und mit Skontoabzug ergeben, weneilgam letzten Tag der
Frist gezahlt wird!

b) Bei welchem Kalkulationszinssatz sind die Barwerte gfeich

Aufgabe 10.23 Ldsung

Welche Laufzeit besitzen Sparbriefe, bei denen man ber &#insung von 5,5 % p.a. am
Ende der Laufzeit fur 100€ Anfangskapital 1534,6€ bekommt?

Aufgabe 10.24 Ldsung
Eine Ware wird 4 Monate vor dem Liefertermin bestellt. Bei Bestellung ist eine sofortige
Anzahlung von 10GE zu leisten. Der Restkaufpreis in Hohe von 890st zahlbar 10 Tage
nach Liefertermin mit einem Skonto von 2 % auf den Restkatigpder in voller Hohe 30
Tage nach Liefertermin.

a) Ermitteln Sie fur beide Zahlungsversionen die Barwertefdedie Ware insgesamt zu
leistenden Zahlungen zum Liefertermin bei einem Kalkoladzinssatz von 3 % p.a. und
einfacher Verzinsung fur Bruchteile der Zinsperiode, wgbeieils Zahlung am Fallig-
keitstermin angenommen wird!

b) Fir welchen Kalkulationszinssatz sind die Barwerte gleic

Aufgabe 10.25 Ldsung
Eine Ware wird 1 Jahr vor Liefertermin bestellt, dabei isteeAnzahlung von 100& zu
leisten. Der Restkaufpreis kann in einer Zahlung von 29@0n Liefertermin oder in 3 Raten
von je 1000€ am Liefertermin sowie 1 und 2 Jahre nach dem Liefertermimigkzverden.

a) Ermitteln Sie fur beide Zahlungsversionen die Barwertefdedie Ware insgesamt zu
leistenden Zahlungen bei einem Kalkulationszinssatz vénBa.!
b) Bei welchem Kalkulationszinssatz sind die Barwerte befddriungsversionen gleich?
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Aufgabe 10.26 Ldsung
Eine Ware zum Preis von 20@soll 3 Monate nach Kaufvertragsabschluss geliefert werden
Bei der Lieferung sind dem Lieferanten 2@Mar zu Ubergeben. Der Rest des Kaufpreises zu
Uberweisen, er ist einen Monat spater fallig, wobei bei daglinnerhalb von 10 Tagen ein
Skonto in H6he von 2 % des Kaufpreisrestes gewahrt wird.

a) Ermitteln Sie die Barwerte zum Datum des Kaufvertragddbsses, die sich bei einem
Kalkulationszinssatz von 3 % flr die Zahlung ohne und mitr8&abzug ergeben, wenn
jeweils am letzten Tag der Frist gezahlt wird! Dabei ist aatife Verzinsung und die ,,Deut-
schen Zinsmethode 30/360" zu verwenden.

b) Fur welchen Kalkulationszinssatz sind die Barwerte gieic

Aufgabe 10.27 Ldsung

In einem Jahr zum Nennwert von 10@Dfallige Finanzierungsschatze des Bundes werden
mit einem Diskontabschlag von 2,53 % verkauft. Wie hochestAlsgabepreis, wie hoch die
Rendite?

Aufgabe 10.28 Ldsung
Welche Rendite besal3en zweijahrige am 20.12.2002 falliggnZierungsschéatze des Bundes,
die am 20.12.2000 mit einem Diskontabschlag von 8,42 % @ p1a.) verkauft wurden?

Aufgabe 10.29 Lésung
Bei einem Tagesgeldkonto mit einer Verzinsung von 3,5% pexden die Zinsen jeweils
fur das Quartal am Quartalsende dem Konto gutgeschriebestinBeen Sie den effektiven
Jahreszins (Rendite)!

Aufgabe 10.30 Lésung
Bei einem zu 6,5 % p.a. verzinsten Darlehen werden die Zingeratiich nachtraglich fallig,
sonst fallen keine Gebtihren usw. an. Bestimmen Sie den ie#eklahreszins!

Aufgabe 10.31 Ldsung
Wie hoch ist die Rendite eines Tagesgeldkontos mit einerivgung von 2,8 % p.a., wenn
die Zinsgutschrift

a) monatlich bzw.
b) vierteljahrlich
erfolgt?

Aufgabe 10.32 Ldsung
Ein GuthaberKg wird mit 6 % p.a. verzinst, wobei die Zinsgutschrift

(i) jahrlich, (i) vierteljahrlich,  (iii) monatlich, (iv) taglich

erfolgt, dabei wird mit der ,Deutschen Zinsmethode 30/3g6fechnet.

a) Welches Guthaben ist nach einem Jahr erreicht?

b) Ermitteln Sie jeweils den effektiven Jahreszins, d.m dmsssatz, fir den bei einmaliger
Zinsgutschrift am Jahresende das gleiche Guthaben endigdte!
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Aufgabe 10.33 Ldsung
Welchen Stand hat ein Konto, das am Jahresanfang einen\®tar2d00€ hat, am Jahresen-
de, wenn es mit 3 % p.a. verzinst wird und die Zinsen

a) jahrlich, b) quartalsweise, ¢) monatlich, d) taglich
gutgeschrieben werden? Geben Sie auch die jeweiligen Reratit

Aufgabe 10.34 Ldsung
Ein Kapital Ko wird mit p p.a. verzinst, wobei das Jahr i gleiche Abschnitte aufgeteilt
wird und die anteiligen Zinsen am Ende jedes Abschnitts deitél gutgeschrieben und mit
diesem verzinst werden.

a) Welches Guthaben wird nach einem Jahr erreicht, wie rsdcter effektive Jahreszins?

b) Welcher Grenzwert ergibt sich fim— co (kontinuierliche Verzinsung)?

c) Was ergibt sich bei einer Verzinsung von 6 % p.a.? VergkncSie dies mit dem Ergebnis
von Aufgabel0.32

Aufgabe 10.35 Ldsung
Auf ein Konto mit einer Verzinsung von 4 % p.a. werden an jeqamartalsbeginn eines Jahres
400€ eingezahlt. Welches Guthaben entsteht dadurch am Endesdlakres, wenn das Jahr
in 12 gleichlange Monate unterteilt wird und innerhalb dalsrds mit einfacher Verzinsung
gerechnet wird?

Aufgabe 10.36 Ldsung

In einem Kalenderjahr werden jeweils am Monatsende @Quf ein zu 2% p.a. verzinstes
Konto eingezahlt, bei dem innerhalb der Zinsperiode mitginer Verzinsung gerechnet wird.
Welches Guthaben steht am Jahresende zur Verfigung?

Aufgabe 10.37 Ldsung
Welches Guthaben liegt am Jahresende vor, wenn auf ein Kah®% Verzinsung von Ende
Marz bis Ende Dezember monatlich je 28Ceingezahlt werden, das Jahr in 12 gleichlange
Monate unterteilt wird und innerhalb des Jahres mit eirdadferzinsung gerechnet wird?

Aufgabe 10.38 Losung
Fur die Berechnung einegffektiven Jahreszinsesbei Krediten regelt di€Preisangaben-
verordnungseit 01.09.2000,Es gilt die exponentielle Verzinsung auch im unterjahrigée-
reich.” (8 6 Abs. 2 in der vor dem 21.03.2016 geltenden Fassung) Ddesubst, dass die
Leibnizsche Zinseszinsformel flir beliebige, auch gebeaehVielfache der Zinsperiode von
einem Jahr anzuwenden ist. Beim Nominalzins wird dagegenh#siveise fur verbleibende
Jahresbruchteile unter einem Jahr die einfache Verzingaoggwandt.

Ein Darlehen in H6he von 20008 ist 1 Jahr und 4 Monate nach seiner Auszahlung ein-
schlief3lich der Zinsen fur die gesamte Laufzeit zur Ruckaadpfallig. Ermitteln Sie

a) den Félligkeitsbetrag bei einem effektiven JahreszimsAb %,
b) den Falligkeitsbetrag bei einem Nominalzins voh % p.a.,

c) den effektiven Jahreszins bei einem Féalligkeitsbet@0D<,
d) den Nominalzins bei einem Falligkeitsbetrag 22 @0


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_038-0.pdf
http://www.gesetze-im-internet.de/pangv/
http://www.gesetze-im-internet.de/pangv/

10. Finanzmathematik 17. Oktober 2014 149

Aufgabe 10.39 Ldsung
Fur die Berechnung einegffektiven Jahreszinsesbei Krediten regelt di€Preisangaben-
verordnungseit 01.09.2000;Es gilt die exponentielle Verzinsung auch im unterjahndge-
reich.” (8 6 Abs. 2 in der vor dem 21.03.2016 geltenden Fassung) Ddeubst, dass die
Leibnizsche Zinseszinsformel fir beliebige, auch gebeaehVielfache der Zinsperiode von
einem Jahr anzuwenden ist. Beim Nominalzins wird dagegeaotigsiveise fir verbleibende
Jahresbruchteile unter einem Jahr die einfache Verzinaoggwandt.

Ein Darlehen in Hohe von 10008 ist 1.5 Jahre nach seiner Auszahlung einschlie3lich der
Zinsen fur die gesamte Laufzeit zur Rickzahlung fallig. Erem Sie

a) den Félligkeitsbetrag bei einem effektiven Jahresznms6/%,
b) den Falligkeitsbetrag bei einem Nominalzins von 6 % p.a.,
c) den effektiven Jahreszins bei einem Falligkeitsbet@0D<,
d) den Nominalzins bei einem Falligkeitsbetrag 10 €00

Aufgabe 10.40 Lésung
Fur die Berechnung einesffektiven Jahreszinsedjei Krediten schreibt § 6 Abs. 2 dBreis-
angabenverordnurggit 1. September 2000 vQEs gilt die exponentielle Verzinsung auch im
unterjahrigen Bereich."Das bedeutet, dass die Leibnizsche Zinseszinsformel fietiige,
auch gebrochene Vielfache der Zinsperiode von einem Jatuwanden ist. Ferner ist nach
der Anlage zu 8 6 von einem Jahr mit 12 gleichlangen Monateje 30,41666 Tagen (d.h.
365/12) auszugehen (,Zinsusance 30,41666/365").

Am 5. Januar eines Jahres wurde ein Kredit in Héhe von gg6wahrt, der durch eine ein-
malige Zahlung von 5558 am 20. Dezember des gleichen Jahres vollstandig zurichiarza
ist.

a) Welcher jahrlichen Verzinsung entspricht der KreditAmivendung der tblichen Formel
der einfachen Verzinsung und der klassischen ,Deutschesnz@thode 30/360"?

b) Berechnen Sie den ,effektiven Jahreszins" nach Preisemyarordnung!

Einzelheiten zur Rechenvorschrift fir die Berechnung déskiéven Jahreszinses enthalt die Anlage zu § 6

PAngV. Diese wurde durch das Gesetz vom 29.07.2009 (BGBI285S5, dort S. 2406f.) eingefihrt und ersetzte

den Anhang zu § 6 PAngV in der Fassung der Bekanntmachung 8at8.2002 (BGBI. | S. 4197), der zahlrei-

che Rechenbeispiele enthielt. Wer sich fur weitere Eireitdh interessiert, kann auf die amtliche Begriindung
in derBundesrats—Drucksache Nr. 180/dort S. 35-37 (Pdf-Seiten 41-43) zurtickgreifen.

Aufgabe 10.41 Ldsung
Fur die Berechnung einesffektiven Jahreszinsedjei Krediten schreibt § 6 Abs. 2 dBreis-
angabenverordnurgeit 1. September 2000 vqEs gilt die exponentielle Verzinsung auch im
unterjahrigen Bereich."Das bedeutet, dass die Leibnizsche Zinseszinsformel fietige,
auch gebrochene Vielfache der Zinsperiode von einem Jatuwanden ist. Ferner ist nach
der Anlage zu 8§ 6 von einem Jahr mit 12 gleichlangen Monateje 30 41666 Tagen (d.h.
365/12) auszugehen (,Zinsusance 30,41666/365").

In einem im Marz verschickten Versandhausprospekt wird gfiahlpause” bis zum 30. Juli
des gleichen Jahres gegen einen Preisaufschlag von 2 %degebieses Kreditangebot wird
von einem Kunden fir eine sonst ohne Aufschlag am 20. Adhig&Rechnung genutzt.

a) Welcher jahrlichen Verzinsung entspricht der KreditAivendung der tblichen Formel
der einfachen Verzinsung und der klassischen ,Deutschesnz@thode 30/360?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_039-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_039-0.pdf
http://www.gesetze-im-internet.de/pangv/
http://www.gesetze-im-internet.de/pangv/
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_040-0.pdf
http://bundesrecht.juris.de/pangv/index.html
http://bundesrecht.juris.de/pangv/index.html
http://www.landtag.nrw.de/portal/WWW/dokumentenarchiv/Dokument/BBD180-00.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_041-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_041-0.pdf
http://bundesrecht.juris.de/pangv/index.html
http://bundesrecht.juris.de/pangv/index.html
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b) Berechnen Sie den ,effektiven Jahreszins” nach Preisemyarordnung!

Einzelheiten zur Rechenvorschrift fir die Berechnung déskiéven Jahreszinses enthalt die Anlage zu § 6
PANngV. Diese wurde durch das Gesetz vom 29.07.2009 (BGBI2B55, dort S. 2406f.) eingefiihrt und ersetzte
den Anhang zu 8§ 6 PAngV in der Fassung der Bekanntmachung 8d0.2002 (BGBI. | S. 4197), der zahlrei-
che Rechenbeispiele enthielt. Wer sich fur weitere Eireitdh interessiert, kann auf die amtliche Begriindung
in derBundesrats—Drucksache Nr. 180/dort S. 35-37 (Pdf-Seiten 41-43) zurtickgreifen.

Aufgabe 10.42 Ldsung
Fur die Berechnung einesffektiven Jahreszinsedjei Krediten schreibt § 6 Abs. 2 dBreis-
angabenverordnurgeit 1. September 2000 vQEs gilt die exponentielle Verzinsung auch im
unterjahrigen Bereich."Das bedeutet, dass die Leibnizsche Zinseszinsformel fietige,
auch gebrochene Vielfache der Zinsperiode von einem Jatuwaanden ist. Ferner ist nach
der Anlage zu § 6 von einem Jahr mit 12 gleichlangen Monateje 30 41666 Tagen (d.h.
365/12) auszugehen (,Zinsusance 30,41666/365").

Am 1. Marz wird ein Kredit in Hohe von 1506 gewahrt, der durch eine einmalige Zahlung
in Hohe von 1597.5& am 16. September des gleichen Jahres vollstandig zuriakiyeard.

a) Welcher jahrlichen Verzinsung entspricht der KreditAmivendung der Ublichen Formel
der einfachen Verzinsung und der klassischen ,Deutschesnz@thode 30/360%?

b) Berechnen Sie den ,effektiven Jahreszins® nach Preisemyarordnung!

Einzelheiten zur Rechenvorschrift fir die Berechnung déskiéven Jahreszinses enthalt die Anlage zu § 6

PAngV. Diese wurde durch das Gesetz vom 29.07.2009 (BGBI28S5, dort S. 2406f.) eingefihrt und ersetzte

den Anhang zu § 6 PAngV in der Fassung der Bekanntmachung 8at8.2002 (BGBI. | S. 4197), der zahlrei-

che Rechenbeispiele enthielt. Wer sich fur weitere Eireitgh interessiert, kann auf die amtliche Begriindung
in derBundesrats—Drucksache Nr. 180/dort S. 35-37 (Pdf-Seiten 41-43) zurtickgreifen.

Aufgabe 10.43 Lésung
Fur die Berechnung eingsffektiven Jahreszinsedjei Krediten schreibt § 6 Abs. 2 dBreis-
angabenverordnurggit 1. September 2000 vQEs gilt die exponentielle Verzinsung auch im
unterjahrigen Bereich."Das bedeutet, dass die Leibnizsche Zinseszinsformel fietige,
auch gebrochene Vielfache der Zinsperiode von einem Jatuwaanden ist. Ferner ist nach
der Anlage zu § 6 von einem Jahr mit 12 gleichlangen Monateje 30 41666 Tagen (d.h.
365/12) auszugehen (,Zinsusance 30,41666/365"). Um died&ung im Detail ausfihren
zu konnen, muss man auf die Begriindung der Verordnung zurrBndeler Preisangaben-
und der Fertigpackungsverordnung vom 28. Juli 20B0ndesrats—Drucksache Nr. 180/00
zurtckgreifen. Darin heil3t es auf S. 36 (Pdf-Seite 42) mitugeauf Berechnungsbeispiele
aus dem seinerzeitigen Anhang zu 8§ 6 u.a.:

.Das Berechnungsbeispiel 6.5 zeigt, dass es keinen Eindlutsglie Hohe des effektiven Jahreszinses hat, ob
Zahlungszeitpunkte auf einen 30. oder 31. eines Monatsdafwlen 28. oder 29. Februar fallen oder ob inner-
halb einer Zeitspanne von Zahlungszeitpunkten ein Mona8@oder 31 Tagen bzw. ein Februar mit 28 oder

29 Tagen liegt. Der 30. eines Monats mit tatsachlich 31 Tagahder 28. Februar in einem Schaltjahr werden
jeweils als das Monatsende angesehen.

Das Berechnungsbeispiel 6.6 stellt die Vorgehensweiseandsm sich die Zeitspanne zwischen zwei Zahlungs-
zeitpunkten nicht auf einen vollen standardisierten Marddr auf ein Vielfaches von vollen standardisierten
Monaten zurlickfihren lasst. Dabei werden zunachst valedsirdisierte Monate in Ansatz gebracht und der
dann am Ende noch verbliebene Rest als Bruchteil eines dahite365 Tagen hinzugefligt. Hierbei gilt der 30.
des Ubrig gebliebenen Monats wiederum als das Monatsetelepdt in diesem Fall ebenfalls fir den Februar
(...). Das tatsachliche Monatsende bleibt in diesen Fadiereut unbertcksichtigt.”

Ein Verkaufer bietet bei einem Kauf am 7. Februar eine ,Zabfe" bis zum 22. Marz des
gleichen Jahres gegen einen Preisaufschlag von 1 % an.


http://www.landtag.nrw.de/portal/WWW/dokumentenarchiv/Dokument/BBD180-00.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_042-0.pdf
http://bundesrecht.juris.de/pangv/index.html
http://bundesrecht.juris.de/pangv/index.html
http://www.landtag.nrw.de/portal/WWW/dokumentenarchiv/Dokument/BBD180-00.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_043-0.pdf
http://bundesrecht.juris.de/pangv/index.html
http://bundesrecht.juris.de/pangv/index.html
http://www.landtag.nrw.de/portal/WWW/dokumentenarchiv/Dokument/BBD180-00.pdf
http://www.landtag.nrw.de/portal/WWW/dokumentenarchiv/Dokument/BBD180-00.pdf
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a) Welcher Verzinsung entspricht das Kreditangebot beiémdung der Ublichen Formel der
einfachen Verzinsung und der klassischen ,Deutschen ttsmde 30/360"?
b) Berechnen Sie den ,effektiven Jahreszins” nach Preisemyarordnung!

Aufgabe 10.44 Ldsung
Ein Kredit der H6heB mit einer Verzinsung von 20 % pro Halbjahr ist in zwei gleiche
nachtraglich zu entrichtenden Halbjahresraten von&@0llstandig zuriickzuzahlen.

a) Wie hoch ist der Kredit?

b) Bestimmen Sie den Zins- und Tilgungsplan des Kredits!

c) Geben Sie den effektiven Jahreszins nackisangabenverordnuag!

d) Bestimmen Sie den Zinssatz p.a., fir den bei einfachelingrag die Barwerte der Zah-
lung des Kreditgebers und der Zahlungen des Kreditnehmesls bezogen auf den Zeit-
punkt der vollstandigen Kreditriickzahlung gleich sinda@stin diesem Falleder effek-
tive Jahreszins nach dem bis 31. August 2000 geltendem Recht.

Aufgabe 10.45 Ldsung
Welchen Barwert hat bei einem Kalkulationszinssatz von 4#gine Forderung von 40&0
a) 2 1/2 Jahre vor Falligkeit bzw. b) 2 1/2 Jahre nach Falligke
und zwar jeweils (i) bei gemischter Verzinsung bzw.

(i) bei exponentieller Verzinsung fiir den gesamten Zeaitn&

Aufgabe 10.46 Lésung
Ein Versandhaus bietet fur einen am 15. Oktober félligend@ptregen einen Preisaufschlag
von 1,5 % eine ,Zahlpause® bis zum 15. Januar des Folgejab@sler Kaufer den Rech-
nungsbetrag aus seinem Tagesgeldkonto am urspringlicilkgkBitstag bezahlen kénnte,
will er den Kreditzins mit dem Jahreszins seines Tagesgeldis vergleichen. Bestimmen
Sie einen geeigneten Vergleichszinssatz!

Aufgabe 10.47 Ldsung
Ein Betrag von 3006 wird fiur die Zeit vom 1. Oktober 2002 bis 1. Juli 2006 zu 4 % p.a.
angelegt, dabei soll die Verzinsung vom Einzahlungstagums Tag vor dem Auszahlungstag
erfolgen. Berechnen Sie, welcher Betrag am Auszahlungstagertiigung steht, wenn

a) innerhalb eines Jahres mit einfacher Verzinsung geetalnmd die Zinsen nach jeweils
einem Jahr dem Guthaben gutgeschrieben werden,

b) innerhalb eines Kalenderjahres mit einfacher Verzigsgerechnet und die Zinsen jeweils
am Kalenderjahresende dem Guthaben gutgeschrieben werden

¢) auch innerhalb eines Jahres mit exponentieller Vernggierechnet wird!

Aufgabe 10.48 Ldsung
Bei einem Ratenkauf sind fuir einen Artikel im Wert von 1@ @ach 6 und nach 12 Monaten
jeweils 576.1%€ zu zahlen. Ermitteln Sie den effektiven Jahreszins desitsred

a) durch Vergleich der sich mit einfacher Verzinsung ergelea Barwerte zum Zeitpunkt
der Zahlung der letzten Rate des Kredits,

b) durch Vergleich der sich mit einfacher Verzinsung ergelem Barwerte zum Kaufzeit-
punkt,

c¢) durch Vergleich der sich mit exponentieller Verzinsungebenden Barwerte!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_044-0.pdf
http://bundesrecht.juris.de/pangv/index.html
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_048-0.pdf
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Rentenrechnung

Aufgabe 10.49 Ldsung
Ein 40-Jahriger schliel3t einen Sparplan ab, bei dem er 2@ Jaihg jeweils zu Beginn des
Sparjahres 200€ einzahlt und dafir anschlie3end 15 Jahre lang ebenfahiscfiorschis-
sig einen bestimmten Betrag ausgezahlt bekommt. Wie hodhmeisér Betrag, wenn die Ver-
zinsung mit 6 % p.a. angenommen wird?

Aufgabe 10.50 Lésung
Ein 50-Jahriger schliel3t einen Sparplan ab, bei dem er If& Jaihg jeweils zu Beginn des
Sparjahres 300€ einzahlt und daftir anschlie3end 10 Jahre lang ebenfalscjérorschiis-
sig einen bestimmten Betrag ausgezahlt bekommt. Wie hodhmeisér Betrag, wenn die Ver-
zinsung mit 2,5 % p.a. angenommen wird?

Aufgabe 10.51 Lésung

Ein 50-Jahriger schliel3t einen Sparplan ab, bei dem er If& Jaihg jeweils zu Beginn des
Sparjahres 300€ einzahlt und dafir anschlieBend 10 Jahre lang ebenfahécfilorschis-
sig einen bestimmten Betrag ausgezahlt bekommt. Wie hocleisér Betrag, wenn die Ver-
zinsung mit 6 % p.a. angenommen wird?

Aufgabe 10.52 Lésung
Fir ein Grundstiick liegen 3 Kaufangebote vor:

a) sofortige Zahlung von 700G8,
b) Zahlung von 8000& in 3 Jahren,
¢) 10 jahrliche Raten von 84G®, wobei die 1. Rate sofort gezahlt werden soll.

Bestimmen Sie die Barwerte der 3 Angebote zum aktuellen Zdktpoei einem Kalkulati-
onszinssatz von 4% p.a.! Welches der Angebote ist fur deké&uéer das ginstigste?

Aufgabe 10.53 Ldsung

Jemand zahlt auf ein Jugendgirokonto, das bei quartalsewg&iasgutschrift mit (6% pro
Quartal verzinst wird, jeweils zu Quartalsbeginn€in. Welches Guthaben steht nach 3
Jahren zur Verfigung, wenn unterstellt wird, dass keineesmdKontobewegungen stattfin-
den?

Aufgabe 10.54 Ldsung

Ein Student mochte durch jahrliche Zahlung einer gleicbleleden Rate in 40 Jahren 40000
€ ansparen, wobei die erste Rate sofort zu zahlen sein sollh@die muss die Rate bei einer
Verzinsung von Z5% p.a. sein?

Aufgabe 10.55 Ldsung

Ein zu 5 % p.a. verzinstes Guthaben von 100&0€oll sofort beginnend in 5 gleichen Jah-
resraten vollstandig verbraucht werden. Wie hoch sind aleekraten?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_055-0.pdf
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Aufgabe 10.56 Ldsung

Ein zu 4,2 % p.a. verzinstes Guthaben von 504806bll sofort beginnend in 5 gleichen jahr-
lichen Raten vollstandig verbraucht werden. Wie hoch siedldhresraten?

Aufgabe 10.57 Ldsung
Durch jahrlich vorschissige Einzahlungen in gleicher Hédlebei einer Verzinsung von 5 %
p.a. innerhalb von 5 Jahren ein Guthaben von 1069@@gespart werden. Wie hoch mussen
die Anzahlungen sein?

Aufgabe 10.58 Losung
Durch 10 gleiche jahrliche Raten, von denen die erste safiarahlen ist, soll in 10 Jahren bei
einer Verzinsung von 5,1 % ein Guthaben von 100€Qthgespart werden. Wie hoch missen
die Raten sein?

Aufgabe 10.59 Ldsung
Ein 60-Jahriger verfuige Uber ein Kapital von 100@20Das Kapital soll durch 30 Jahresra-
ten konstanter Hohe vollstandig verbraucht werden, woleeetste Rate sofort entnommen
werden soll. Wie hoch muss die Rate bei einer Verzinsung detkd&etals zu 275% p.a.
sein?

Aufgabe 10.60 Ldsung

a) Jemand mochte an seinem 61. Geburtstag und an den 29detg&eburtstagen einem
vorhandenen Kapital jeweils 20 08® entnehmen. Wie hoch muss das Kapital am 60.
Geburtstag sein, um bei einer Verzinsung von 4 % p.a. dieseaBmen zu ermoglichen?

b) Angenommen, dieses Kapital wére bei einer Verzinsungelmmso 4 % p.a. durch Raten
gleicher Hohe, die am 21. Geburtstag und den 39 folgendeunr@Gdgen geleistet wurden,
angespart worden. Wie hoch mussten die Raten gewesen sein?

Aufgabe 10.61 Losung
Ein Sparplan sieht die Einzahlung von 2080zu Beginn des ersten und von je 1068Qzu
Beginn der neun folgenden Jahre vor, die Verzinsung erfoigé®o p.a. Welches Guthaben
steht am Ende des zehnten Jahres zur Verfigung?

Aufgabe 10.62 Lésung
Uber 25 Jahre soll durch vorschiissigenatsraten in gleicher Hohe Kapital angespart wer-
den, dass es ermdoglicht, anschlieRend 10 Jahre lang esehissigd/ionatsrente von 1000
€ zu erhalten. Wie hoch muss die Sparrate sein, wenn mit ei@esinsung von 0,5 % pro
Monat gerechnet wird?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/10_062-0.pdf
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Aufgabe 10.63 Ldsung

Ein Kredit von 1000€ mit einer Verzinsung von 20 % p.a. soll durch 2 gleiche nadiich
zu entrichtende Halbjahresraten vollstandig getilgt ward=ur die Berechnung des Halbjah-
reszinses soll dabei wie tblich die Formel der einfachezieung angewendet werden.

a) Ermitteln Sie die Halbjahresrate!
b) Geben Sie den Zins- und Tilgungsplan an!
c) Ermitteln Sie den effektiven Jahreszins nach Preisamgedsordnung!

Aufgabe 10.64 Lésung
Auf ein unverzinstes Konto werden von einem gewissen Jalfitatich 1000€ eingezahlt,
aulRerdem werden jahrlich 10 % des Vorjahresguthabensraniea, so dass das Guthaben
am Ende des ersten Jahres 1&)@&m Ende des zweiten Jahres 1¥)am Ende des dritten
Jahres 271& betragt usw.

a) Stellen Sie die Entwicklung des Guthabens als Reihe dar!
b) Welches Guthaben wird asymptotisch erreicht, wenn diészzess unendlich lange wei-
tergefuhrt wird?

Aufgabe 10.65 Lésung
Auf ein unverzinstes Konto werden von einem gewissen Jalfitatich 1000€ eingezahlt,
aulRerdem werden jahrlich 4 % des Vorjahresguthabens enteapso dass das Guthaben am
Ende des ersten Jahres 1@0am Ende des zweiten Jahres 1960etragt usw.

a) Stellen Sie die Entwicklung des Guthabens als Reihe dar!
b) Welches Guthaben wird asymptotisch erreicht, wenn dieszzess unendlich lange wei-
tergefihrt wird?

Aufgabe 10.66 Lésung
Jemand erhalt

— in einem Kalenderjahr eine monatliche Zahlung von 3@0die jeweils zu Monatsbeginn
gezahlt wird,
— Anfang Dezember wird zuséatzlich ein Weihnachtsgeld vad0& gezahlt.

Das Geld wird nicht ausgegeben, sondern immer gleich bez#lang auf einem Tagesgeld-
konto mit einer Verzinsung von 0.25 % pro Monat und monadiichinsgutschrift angelegt.
Welches Guthaben steht am Jahresende zur Verfligung?

Aufgabe 10.67 Losung

a) Jemand erhalt in einem Kalenderjahr jeweils am Monatsete Zahlung von 30G®.
Das Geld wird nicht ausgegeben, sondern immer gleich agheifagesgeldkonto mit
einer Verzinsung von 0,25 % pro Monat und monatlicher Zitsghrift angelegt. Am
Jahresende wird das Guthaben abgehoben, welcher Betragwtéerfigung?

b) Nun wird die Situation mit der des Vorjahres verglichemnials betrug die Monatszah-
lung zwar nur 285€@€E, sie wurde aber jeweils zur Monatsmitte ausgezahlt und Karolg
auf das Tagesgeldkonto, so dass sie sich bis zum Monatsencle €infache Zinsen ver-
grol3erte. Auch das im Vorjahr letztmalig gezahlte Weihtsgéld in HOhe von 180€,
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welches Mitte Dezember mit ausgezahlt wurde, wurde bis zaine3ende einfach ver-
zinst. Im Ubrigen galten im Vorjahr die gleichen Bedingungems heiRt, das Geld blieb
bis zum Jahresende auf dem Konto und wurde mit 0,25 % pro MwiaZinsgutschrift
am Monatsende verzinst. Welches Guthaben stand am Jatieemanverfiigung?

Aufgabe 10.68 Ldsung

Einem Kaufer wird flr eine Ware, die bei sofortiger Zahlufip00<€ kostet, eine Ratenzah-
lung von 5 jahrlichen Raten, bestehend aus 4 Raten von 2000d einer Schlussrate von
4000 Euro angeboten, wobei die erste Rate sofort fallig ist.Kaufer legt dem Vergleich der
Angebote den Zinssatz seines Tagesgeldkontos \®%3.a. zugrunde. Bestimmen Sie den
Barwert des Ratenkaufangebots! Ist dieses fur den K&ufetigénals die sofortige Zahlung?

Aufgabe 10.69 Lésung

Bei einem Ratenkauf sind fur eine Ware, deren LadenverkaeitspO0E betragt, Monatsra-
ten in Hohe von 3@ zu zahlen, die 3 bis 26 Monate nach dem Kaufzeitpunkt failid.s

a) Bestimmen Sie bei einem Kalkulationszinssatz %dn pro Monat den Barwert des Ra-
tenkaufpreises zum Zeitpunkt der Falligkeit der ersten Riake 3 Monate nach dem Kauf-
zeitpunkt!

b) Bestimmen Sie bei gleichem Kalkulationszinssatz den Bames Ratenkaufpreises zum
Kaufzeitpunkt!

c) Ermitteln Sie die Barwerte des Ratenkaufpreises auch fiéneKalkulationszinssatz von
1,3 % pro Monat! Welche Schlussfolgerung lasst sich aus deraldhig ziehen?

Aufgabe 10.70 Lésung

In einen zu 25 % p.a. verzinsten Sparplan werden vier Jahgejweils zu Jahresbeginn
256 Wahrungseinheiten eingezahlt. Welches Guthaben steBnae des vierten Jahres zur
Verfligung?

Aufgabe 10.71 Ldsung

Eine Bank zahlt einem Kunden 8 Jahre lang jeweils zu Jahrasb2900 Wahrungseinheiten
und fordert das so gewéhrte Darlehen am Ende des 8. JahreeimSaimme einschlief3lich
Zinsen zuriick. Welchen Betrag fordert sie vom Kunden, wersnklehen (sei es aus Wu-
cher oder wegen einer sehr hohen Inflationsrate) mit 100 %gitozu verzinsen ist?

Renditerechnung

Aufgabe 10.72 Ldsung

Ein festverzinsliches Wertpapier mit einer Verzinsung voft und einer Restlaufzeit von
genau 2 Jahren wird zum Kurs von 104 verkauft.

a) Stellen Sie die Ausgaben und Einnahmen eines AnlegersiagePapier kauft, bezogen
auf einen Wertpapiernennwert von 18Gabellarisch dar!

b) Bestimmen Sie die Rendite (Effektivverzinsung) des fegtaslichen Wertpapiers, indem
Sie die Barwerte aller Ausgaben und die Barwerte aller Einmathdes Anlegers gleich-
setzen!
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Aufgabe 10.73 Ldsung
Ein festverzinsliches Wertpapier mit einer Verzinsung vofo und einer Restlaufzeit von
genau 2 Jahren wird zum Kurs von 105,45 verkauft.

a) Stellen Sie die Ausgaben und Einnahmen eines AnlegersiagePapier kauft, bezogen
auf einen Wertpapiernennwert von 18Gabellarisch dar!

b) Bestimmen Sie die Rendite (Effektivverzinsung) des fegtaslichen Wertpapiers, indem
Sie die Barwerte aller Ausgaben und die Barwerte aller Einrathdes Anlegers gleich-
setzen!

Aufgabe 10.74 Ldsung
Eine DM—Auslandsanleihe mit einer Verzinsung von 8 % un@eRestlaufzeit von genau 2
Jahren wird zum Kurs von 93,00 verkauft. Wie hoch ist die Riexdi

Aufgabe 10.75 Ldsung

Ermitteln Sie die Rendite eines festverzinslichen Wertpiags mit einem Kurswert von 97 %,
einer Restlaufzeit von 2 Jahren und einer Verzinsung von 3®Nominalwert!

Aufgabe 10.76 Lésung
Fur die Berechnung der Rendite eines Wertpapieres mit einekaiskurs vorC %, einer
Restlaufzeit vom Jahren und einer jahrlich nachtraglich ausgezahlten Meurig vonp %
des Nominalwertes wird die Formel

q' -1

Cq' = pd" 14 pd"?+---+ pg+ p+100 = 100+p0|_1

verwendet. Dabei ist die Rendite der fiktive Effektivzingdér den KaufwerC, wobei unter-
stellt wird, dass die vor der Endfalligkeit des Wertpapsesiasgezahlten Zinsen zum Zinssatz
der Rendite wiederangelegt werden kénreist der zu der Rendite gehérende Aufzinsungs-
faktor, d.h.g=1+Rendite.

Begrinden Sie diese Formel!

Tilgungsrechnung

Aufgabe 10.77 Ldsung
Ein Darlehen von 15000€ soll p.a. mit 5 % verzinst und mit 3 % zuzuglich der durch die
bisherige Tilgung ersparten Zinsen getilgt werden. Zing Tilgung sind monatlich nachtrag-
lich in einer Monatsrate zu erbringen, dabei ist innerhak dahres die einfache Zinsrechnung
anzuwenden.

a) Wie hoch ist die Restschuld nach 3 Monaten?

b) Wie hoch ist die Restschuld nach 12 Monaten?

c) Wie hoch ware die Restschuld nach einem Jahr, wenn Zins ilguh@ jahrlich nachtrag-
lich in einer Jahresrate zu erbringen waren? Ist diese BAgbklrariante fur den Darlehens-
nehmer gunstiger?
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Aufgabe 10.78 Ldsung

Fur ein Grundstick sind inklusive 3,48 % Maklercourtage @D@< zu zahlen. Der Betrag
von 200 00GE soll durch ein jahrlich mit 6 % zu verzinsendes und mit 1 % glizh der durch
die bisherige Tilgung ersparten Zinsen zu tilgendes Dardmanziert werden.

a) Wie hoch ist der Grundstuckspreis, wie hoch ist die Coeftag

b) Wie hoch ist die Restschuld des Darlehens nach 4 Jahren, Zires und Tilgung jéhrlich
nachtraglich in einer Jahresrate zu erbringen sind?

c) Wie hoch ist die Restschuld des Darlehens nach 4 Jahrem, ¥iea und Tilgung quar-
talsweise nachtraglich in einer Quartalsrate zu erbrirgjea?

d) Welche dieser beiden Darlehensbedingungen sind flir deleliensnehmer effektiver?

Aufgabe 10.79 Ldsung

Ein Darlehen zu 10000€ wird mit einer Zinsfestschreibung von 5,5 % fiir 5 Jahre ausge
reicht. Die Zinsen sind jahrlich nachtréaglich zu entricht&leichzeitig ist jeweils eine Tilgung
von 3 % zuzuglich der durch die bisherige Tilgung ersparteséh zu erbringen.

a) Berechnen Sie mithilfe der Formeln der Rentenrechnung dbuol&aldo am Ende der
Zinsfestschreibungszeit!

b) Stellen Sie den Zins- und Tilgungsplan auf!

¢) Wann ist das Darlehen vollstandig getilgt, wenn die argegen Konditionen fir die ge-
samte Laufzeit gewahrt werden?

Aufgabe 10.80 Ldsung

Ein Darlehen von 50 00§ ist jahrlich mit 8 % zu verzinsen und mit 4 % zuzuglich der durc
die Tilgung ersparten Zinsen zu tilgen. Zinsen und Tilgumgl geweils am Periodenende
fallig. Wie grol} ist die Restschuld nach 3 Jahren?

Aufgabe 10.81 Ldsung

Ein zu 8 % verzinster Kredit von 1089 soll durch 3 nachtraglich zu entrichtende Jahresraten
gleicher Hohe vollstandig getilgt werden. Ermitteln Sie ¢Hohe der Jahresrate sowie die
Restschuld nach einem Jahr!

Aufgabe 10.82 Ldsung
Ein Darlehen von 100 00€ mit einer Verzinsung von 6 % p.a. soll durch 10 jahrlich nach-
traglich zu erbringende Annuitéaten in gleicher Hohe vélstig getilgt werden.

a) Wie hoch missen die Annuitaten sein?
b) Welcher Prozentsatz ist als anfangliche Tilgung anzegeb
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11 Funktionen

Funktionsbegriff, grundlegende Eigenschaften und elementare
Funktionen

Aufgabe 11.1 Ldsung
Handelt es sich bei den folgenden Zuordnungsvorschriftefrunktionen:
. . . . XxX—1, x<1
a) Mitter— Kinder, b) Kinder— Mditter, c)y= { Rl x>1°
1-x, x<1
— Ix— 2 2_ Ay — _ ; XS
d) y=x—2/+2, &) Xty —6y=3, )y {% =1

g) y=min(0, x+1,x°—1) ?

Wenn ja, sind die Funktionen eineindeutig? Geben Sie ggfin@iens-, Werte- und Mo-
notoniebereiche sowie die Umkehrfunktion an! Wenn neincldwelche Einschréankungen
konnten durch die Vorschriften Funktionen definiert weftlen

Aufgabe 11.2 Lésung
Sei f(x) = x?+2x— 15.

a) Ermitteln Sie Definitionsbereich, Wertebereich und Blellen dieser Funktion!

b) Stellen Sie die Funktion als Produkt zweier linearer Famen dar!

c) Skizzieren Sie die Funktion!

d) Wo ist die Funktion monoton wachsend, wo ist sie monotdarfd?

Aufgabe 11.3 Ldsung
Sei f(x) = —x?—6x+7.

a) Ermitteln Sie Definitionsbereich, Wertebereich und Btellen dieser Funktion!

b) Stellen Sie die Funktion als Produkt zweier linearer Fiamen dar!

c) Skizzieren Sie die Funktion!

d) Wo ist die Funktion monoton wachsend, wo ist sie monotdarfd?

Aufgabe 11.4 Ldsung
Skizzieren Sie die Funktiorf (x) =2 cosx—3 und geben Sie ihren Definitions- und Wertebe-
reich an!

Aufgabe 11.5 Ldsung
Skizzieren Sie die folgenden Funktionen und geben Sie ilfen@ions- und Wertebereiche
an:

: 1 xX—-1, x<1
a) f(x) = 3sinx+4, b) f(x):m, c) f(X)Z{ il x>1
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Aufgabe 11.6 Ldsung
Uber der reellen Achse seien die Funktiongfx) = 4e— 1 und g(x) = 9—€* definiert.

a) Ermitteln Sie die Wertebereiche und die Nullstellen demk&ionen!
b) Stellen Sie die Grafen der beiden Funktionen in einer gesaenen Skizze dar!
c) Bestimmen Sie rechnerisch den Schnittpunkt der beidefe@@ra

Aufgabe 11.7 Ldsung

Die in Promille angegebene Konzentration eines Schadstafh Zeitpunkt betragef (t) =
200

c+2e
a) Ermitteln Sie die Parameteunda!
b) Welchen Wert kann die Schadstoffkonzentration maximaeamen?

- Sie wurde zum Zeitpunkt=0 mit 40 und zum Zeitpunkt=1 mit 43127 gemessen.

Aufgabe 11.8 Losung
Welche der folgenden Funktionen sind gerade, ungeradeiawen keine dieser Eigenschaf-
ten:

5
a) f(x) = xsinx, b) f(x) =arcsirx, c)f(x)=arccox, d)f(x)= (C+4¢ + 2¢) siPx
|X| cosx
—X —X
Of=e* N i0=e  gf=""" mix=""°"
i) f(x)=In(VX2+1+x) ?
Hinweis zu i): Berechnen Sief (x) 4 f(—x) !
Aufgabe 11.9 Ldsung
Welche der folgenden Ub& definierten Funktionen sind periodisch, gerade bzw. ungera
a) f(x) = (x+8)°+(x-8)?, b) f(x) = (x+ ) — (x-8)%,
c) f(x) = (x+8)3+ (x—8)%, d) f(x) = (x+8)° - (x-8)°,
e) f(x)=sin(x+8) + sin(x—8), f) f(x) =sin(x+8) —sin(x—8) ?
Aufgabe 11.10 Ldsung

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Periodimitét Beschranktheit! Geben Sie
ggf. die kleinste Periodenlange sowie den kleinsten unBtgroFunktionswert an:

1 |
44 sinx

a) f(x) = gsin(7x+8), b) f(x) = &SI, c) f(x) =

Aufgabe 11.11 Ldsung
Gegeben sei die Funktiof{¢) = c|sin2¢| mit einem nichtnegativen reellen Parameter

a) Skizzieren Sie die Funktion in kartesischen Koordinlaten

b) Geben Sie die kleinste Periodenldnge der Funktion an!

c) Wo ist die Funktion monoton wachsend, wo ist sie monottarfd?

d) Ist die Funktion gerade bzw. ungerade?

e) Seic = 1. Skizzieren Sie die Menge aller Punkte der Ebene, fir decdarkoordinaten
(r,¢) die Beziehung = f(¢) = |sin2¢]| gilt!
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Aufgabe 11.12 Ldsung
Gegeben sei die Funktiofi(¢) = c‘ cos(2¢> + g)‘ mit einem positiven reellen Parameter

a) Skizzieren Sie die Funktion in kartesischen Koordinlaten

b) Geben Sie die kleinste Periodenldnge der Funktion an!

¢) Wo ist die Funktion monoton wachsend, wo ist sie monottarfd?

d) Ist die Funktion gerade bzw. ungerade?

e) Seic = 1. Skizzieren Sie die Menge aller Punkte der Ebene, fir dedarkoordinaten
(r,¢) die Beziehung = f(¢) gilt!

Aufgabe 11.13 Ldsung
Ermitteln Sie die Definitions- und Wertebereiche sowie didl$tellen der Funktionen
a) f(x)=Insinx und b) f(x) = sinInx

und skizzieren Sie die Funktionen!

Aufgabe 11.14 Ldsung
Ermitteln Sie die Definitions- und Wertebereiche sowie didl$iellen der Funktionen
a) f(x) =Incosx und b) f(x) = cos Inx

und skizzieren Sie die Funktionen!

Aufgabe 11.15 LOsung
Fur welche reellex gilt

a) 244> 3, b) Q54 > 3, c) logy(x+4) > 3, d) logy5(x+4) >3 ?
Aufgabe 11.16 Ldsung

Losen Sie die Gleichun%1 lg(x—3)+ Igg =1-lgvx+3!

Aufgabe 11.17 Lésung
Stellen Sie die Funktionen LY
« 1000+
a) f(x) =10, b) f(x)=¢, c) f(x)=1% 1004
d) f(x)=0.1% e) f(x) =10, f) f(x)=x 101
in einem Koordinatensystem mit dekadisch-logarithmiscbe 2 : i 2 é:
dinatenteilung dar! 241 X
0.01+
Aufgabe 11.18 LOsung

Leiten Sie mit Hilfe der Multiplikation komplexer Zahlen iRolardarstellung bzw. der
Moivreschen Formel her, wie costy), sin(x+Y), cosZ, sin, cos ¥, sin3X durch cos,
cosy, sinx und siry dargestellt werden kénnen!

Aufgabe 11.19 Ldsung
Losen Sie die Gleichungen sia=sin2x und cox= cosX !
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_019-0.pdf
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Aufgabe 11.20 Ldsung
Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktiofi(x) = 2(sinx — cos’x) — sinx sin 2 !

(Wenzel, H.; Heinrich, G.: Ubungsaufgaben zur Analysisibfeer. 1. (einbandige) Aufl. 2005
(zuvor 2 Bande), Aufgabe 6.13f, S. 21)

Aufgabe 11.21 Ldsung
Vereinfachen Sie den Ausdruck 3siin’y+2 sinxcos’ y-+sin(x+Y) cosy—cosxsinycosy !

Aufgabe 11.22 Ldsung
. : 1
Lésen Sie die Gleichung Ind-In(2€°) = ™2 1 Inx? +In >

(Ohse, D.: Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftlermadysis. Vahlen, Miinchen. 4. Aufl.
1998, Aufgabe 3.7d, S. 143)

Aufgabe 11.23 Ldsung
Losen Sie die Gleichungen

. . 1 . 1
a) sinNx+5)—cos5sik= Esm 5, b) In4&*+In X—s; +In2+1In v In384 !
Aufgabe 11.24 Ldsung

Um eine reelle Zahk in Vorzeichen, Vor- und Nachkommastellen aufzuteilen,deer die
Funktionen ,Signum* (Vorzeichen) und ,,Gau3klammer* (ganZeil, ,Entier”) durch

+1, x>0
signx = 0, x=0 und IX| =z€Z: z<x<z+1
-1, x<0

eingefuhrt. Skizzieren Sie die Graphen folgender Funkimon

a) f(x) = signx b) f(x)=x], c) f(x) =x—|x],
d) f(x) = signx | [x] |, e) f(x) = [x—signx[[x ]| !

Welche Bedeutung haben die Funktionen? Welche der Funktisimel periodisch, gerade
bzw. ungerade?

Aufgabe 11.25 Ldsung
Nach8 13 Abs. 2 Satz 1 Nr. 2 deBtraRen-Verkehrsordnung (StV@j dort, wo die Benut-
zung einer Parkscheibe vorgeschrieben ist, der ,ZeigeBdkeibe auf den Strich der halben
Stunde” einzustellen, ,die dem Zeitpunkt des AnhaltengtfblAuf dem entsprechenden Zu-
satzzeichen sei eine Parkzeit von 2 Stunden angegeben.

a) Stellen Sie die tats&chlich mogliche Parkzeit in Abhgkgit vom Zeitpunkt des Anhaltens
grafisch dar!

b) Seit die zum Zeitpunkt des Anhaltens seit Mitternacht vergaegégit in Sekunden. Ge-
ben Sie die tatsdchliche mogliche Parkzeit mithilfe der @dammer als Funktion von
an!

c) Geben Sie den Zeitpunkin der Form hh:mm:ss an!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_025-0.pdf
http://www.gesetze-im-internet.de/stvo_2013/__13.html
http://www.gesetze-im-internet.de/stvo_2013/index.html
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Aufgabe 11.26 Ldsung

Von ,kaufménnischer Rundung” wird gesprochen, wenn beitpesi Zahlen im Falle der
nachfolgenden Dezimalstelle 5-9 auf- und im Falle der nagkhden Dezimalstelle 0—4 ab-
gerundet, bei negativen Zahlen im Falle der nachfolgendezirbalstelle 5-9 ab- und im Falle
der nachfolgenden Dezimalstelle 0—4 aufgerundet wird. Bedoen Sie die kaufmannische
Rundung auf eine ganze Zahl mit Hilfe der Signum-Funktion deddGaul3klammer!

Umkehrfunktionen

Aufgabe 11.27 Ldsung

. 5
Berechnen Sie arctantadlfq !

Aufgabe 11.28 Ldsung
Berechnen Sie arccpt/3) !

Aufgabe 11.29 Ldsung
= \/)_(_4, x> 0.
VX+1

a) Zeigen Sie, dass die Funktidiix) eineindeutig ist, bestimmen Sie ihre Umkehrfunktion
und deren Definitionsbereich!

b) Zeigen Sie, dass die Funktidiix) und ihre Umkehrfunktion tber ihren gesamten Defini-
tionsbereichen streng monoton wachsend sind!

Gegeben sei die Funktioffi(x)

Aufgabe 11.30 Ldsung
. 2—+/ . . ,
Sei f(x) = 2o vxXH3 eine reellwertige Funktion.
1++/X+3

a) Geben Sie den Definitionsbereich dieser Funktion anenefie, dass sie eineindeutig ist,
bestimmen Sie ihre Umkehrfunktion und deren Definitionsd Wertebereich!

b) Untersuchen Sie die Funktidr{x) und ihre Umkehrfunktion ohne Verwendung von Mit-
teln der Differenzialrechnung auf Monotonie!

Aufgabe 11.31 Losung

VX—2

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich die Funktfgr), zeigen Sie, dass sie eine Um-
kehrfunktion besitzt und ermitteln Sie diese Umkehrfuolktund ihren Definitions- und
Wertebereich!

b) Untersuchen Sie die Funktidr{x) und ihre Umkehrfunktion ohne Verwendung von Mit-
teln der Differenzialrechnung auf Monotonie!

Sei f(x)= eine reelle Funktion einer reellen Variablen.


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_031-0.pdf
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Aufgabe 11.32 Ldsung

. VX+2 : , : : : o :

Seif(x)= X—++3 eine reelle Funktion einer reellen Variablen. Bestimmenil®@ien Defi-
VX+4

nitionsbereich, zeigen Sie, dass sie eine Umkehrfunktesitzt und ermitteln Sie diese Um-
kehrfunktion und ihren Definitions- und Wertebereich!

Aufgabe 11.33 Ldsung
. vx—1 : : . o
Sei f(x)=2-— X I eine reellwertige Funktion. Geben Sie ihren Definitionsimdr an,

zeigen Sie, dass sie eine Umkehrfunktion besitzt und eximigie diese Umkehrfunktion und
ihren Definitions- und Wertebereich!

Aufgabe 11.34 Losung
. Vi1-— : . . . _—
Sei f(x) = Vo X gine reellwertige Funktion. Geben Sie ihren Definitionsixr an,
V1-x+1

zeigen Sie, dass sie eine Umkehrfunktion besitzt und eximigie diese Umkehrfunktion und
ihren Definitions- und Wertebereich!

Aufgabe 11.35 Lésung

Zeigen Sie, dass die Funktiorf(x) = 1+ VX

X > 0 eine Umkehrfunktion besitzt,

VX+1’
ermitteln Sie diese Umkehrfunktion und ihren DefinitionedWertebereich!
Aufgabe 11.36 Ldsung
+/t+100

Zeigen Sie, dass die Funktiayit) = , t >0 eine Umkehrfunktion besitzt, ermitteln

Vi

Sie diese Umkehrfunktion und ihren Definitions- und Wertelm!

Aufgabe 11.37 Ldsung
Vi—2

Zeigen Sie, dass die Funktiog(t) = Nk t > 2 eine Umkehrfunktion besitzt, ermitteln

Sie diese Umkehrfunktion und ihren Definitionsbereich!

Aufgabe 11.38 Ldsung
Betrachtet werden folgende reellwertigen Funktionen eieelten Veranderlichen:
() fi(X) = VX+24+v/x-2, (1) fa(x) = V24+xX+v/2—X.

a) Bestimmen Sie die gré3tmoglichen Definitionsbereiche!

b) Sind die Funktionen gerade bzw. ungerade?

¢) Sind die Funktionen eineindeutig?

d) Bestimmen Sie die Wertebereiche der Funktionen!

e) Bestimmen Sie sofern existent die Umkehrfunktionen uedDdifinitions- und Wertebe-
reiche der Umkehrfunktionen!

f) Skizzieren Sie die Funktionen und sofern existent ihrekdimfunktionen grob!

Hinweis: Fir die Beantwortung der Fragen d) und e) ist Quadrieren dektionen hilfreich.


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_038-0.pdf
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Aufgabe 11.39 Ldsung

Durch zwei vorschissige Jahresratesollen bei einer Verzinsung varp.a. innerhalb von 2
Jahren 100& angespart werden. Geben Sie den Zusammenhang zwiscineh an

a) als implizit definierte Funktion,

b) explizit als Funktionr = f (i),

c) explizit als Funktioni = g(r) !

In welcher Beziehung stehen die Funktiorfeundg zueinander? Skizzieren Sie die Funktio-
nen! Was wirde passieren, wenn man auch eine negative Aufgjrzulassen wirde?

Verkettung von Funktionen

Aufgabe 11.40 Ldsung
Sei f (x) = 2x4-3 undg(x) =x°—2x—24. Ermitteln Sie die Funktioneff og)(x) und(go f)(x)
sowie die Definitions- und Wertebereiche vbrg, f ogundgo f !

Aufgabe 11.41 Ldsung
Sei f () =4x°—4x+4 undg(x) =x—2. Ermitteln Sie die Funktioneff o g)(x) und(go f)(x)
sowie die Definitions- und Wertebereiche vbyg, f ogundgo f !

Aufgabe 11.42 Ldsung
Sei f(x) =x?+14x+15 und g(x) = 1—2x. Ermitteln Sie die Funktionetf o g)(x) und
(go f)(x) sowie die Definitions- und Wertebereiche vbyg, f ogundgo f !

Aufgabe 11.43 Ldsung
Sei f(x) = x2+24x+ 128 und g(x) = 3x+2. Ermitteln Sie die Funktioneff o g)(x) und
(go f)(x) sowie die Definitions- und Wertebereiche vbrg, f ogundgo f !

Aufgabe 11.44 Ldsung

Sei f(x) = 2x+signx |x— 3.

a) Skizzieren Sie die Funktion, geben Sie ihren Definitiamsd Wertebereich an! Ist die
Funktion eineindeutig?

b) Ermitteln Sie die Umkehrfunktiofi~1 sowie ihren Definitions- und Wertebereich!

c) Ermitteln Sie die Funktionef~to f und f o f~1 sowie ihre Definitions- und Werteberei-
chel

Polynome und rationale Funktionen

Aufgabe 11.45 Ldsung

Bestimmen Sie alle reellen und komplexen Nullstellen degriRwhs
Pr(x) = X’ —x8 +5x° — 5x* — 36x> + 36x> !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_039-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_039-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_041-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_041-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_045-0.pdf

11. Funktionen 17. Oktober 2014 165

Aufgabe 11.46 Ldsung

a sei ein reeller Parameter. Ermitteln Sie in Abh&ngigkert &owie viele verschiedene reelle
oder komplexe Lésungen die Gleichuxfg+ 2x% +a = 0 hat, welche Vielfachheit diese haben
und ob sie reell sind!

(Die Lésungen missen nicht ausgerechnet werden, es wintachirAnzahl und Eigenschaften gefragt.)

Aufgabe 11.47 Ldsung

o : X3+ 2% —4x—3
Spalten Sie die unecht gebrochen rationale Funktfgr) = s x—3 in ein

_ _ _ X2 +5x+ 6
Polynom und eine echt gebrochen rationale Funktion auf!

Aufgabe 11.48 Ldsung
. . 23T —4x—1
Spalten Sie die gebrochen-rationale Funktien il
X2 +3x—4

echt gebrochen-rationale Funktion (Grad des Zahlerpohgmkieiner Grad des Nennerpoly-
noms) auf!

in ein Polynom und eine

Aufgabe 11.49 Ldsung
2y
Sei f(x) = X X2

Asymptoten dieser rationalen Funktion in Abhangigkeit mamd skizzieren Sie die Funktion
grob!

mit einem reellem Parametar Bestimmen Sie die Nullstellen, Pole und

Aufgabe 11.50 Ldsung

Die tarifliche Einkommensteuer nach § 32a Einkommenstgmsatz wurde fur die Veranla-

gungszeitrdume 1990 bis 1995 fir Einkommen von 8154 bis 4P@M folgendermal3en
54 |x—8100 q

10000{ 54 J ’

betrug die Einkommensteuar= | 15194y +1900/+472| DM. Dabeiist|z| der ganze Teil

der Zahlz (GaulRklammer){z] = nmitnganzn<z<n+1.

berechnet: Wax das zu versteuernde Einkommen in DM upé-

Bezuglich der Ausfuhrung der Berechnung schrieb § 32a Abs.t& E8inerzeit vor;Die
zur Berechnung der tariflichen Einkommensteuer erfordeein Rechenschritte sind in der
Reihenfolge auszufihren, die sich nach dem Horner-Schegita.eDabei sind die sich aus
den Multiplikationen ergebenden Zwischenergebnisse figrjeneiteren Rechenschritt mit
drei Dezimalstellen anzusetzen; die nachfolgenden Dézietlen sind fortzulassen.”

Stellen Sie die Berechnung der Einkommenstadiér ein zu versteuerendes Einkommen von
50000 DM mit allen Zwischenschritten dar!

Aufgabe 11.51 Ldsung
§ 32a Abs. 1-3 des Einkommensteuergesetzes in der ab 010Q1geltenden Fassung be-
stimmten den Einkommensteuertarif in folgender Weise:

(1) Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem zu verstiuireEinkommen. Sie betragt
vorbehaltlich der 832b, 8§34, 834b und §834c jeweils in Euro fiir zu veestele Einkommen


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/11_051-0.pdf
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1. bis 7.235 Euro (Grundfreibetrag): O;

2.von 7.236 Euro bis 9.251 Euro: (768,8% + 1.990)- v;

3. von 9.252 Euro bis 55.007 Euro: (278,65 + 2 300)- z + 432;
4. von 55.008 Euro an: 0,485« —9.872.

.y" ist ein Zehntausendstel des 7.200 Euro Ubersteigenden Teils dadsAlasatz 2 ermittelten zu ver-
steuernden Einkommens. ,z" ist ein Zehntausendstel des 9.216 bBerstdigenden Teils des nach
Absatz 2 ermittelten zu versteuernden Einkommens. , X" ist das naditAb&rmittelte zu versteuern-
de Einkommen.

(2) Das zu versteuernde Einkommen ist auf den néachsten durchri@6Rxést teilbaren vollen Euro-
Betrag abzurunden, wenn es nicht bereits durch 36 ohne Rest teitbantdsum 18 Euro zu erhéhen.

(3) Die zur Berechnung der tariflichen Einkommensteuer erfordemidRechenschritte sind in der
Reihenfolge auszufuhren, die sich nach dem Horner-Schema ergitxi Biad die sich aus den Mul-
tiplikationen ergebenden Zwischenergebnisse fur jeden weiteren Rebhnigémmit drei Dezimalstellen

anzusetzen; die nachfolgenden Dezimalstellen sind fortzulassen. Deargatbende Steuerbetrag ist
auf den nachsten vollen Euro-Betrag abzurunden.

Seit das ungerundete im Veranlagungszeitraum 2002 erzielteemiewernde Einkommen
eines Steuerpflichtigen. Stellen Sie die tarifliche EinkoamsteueE dafir formelmalig unter
Verwendung der Gaul3klammer dar!

Interpolation

Aufgabe 11.52 Ldsung
Fur die GroRRex undy liegen folgende Werte vor:
x | 2|25] 4
y(x) | 0.5/ 0.4]0.25
a) Ermitteln Sie eine N&herung fy¢3) durch lineare Interpolation ay$2) undy(4) !

b) Ermitteln Sie eine Naherung fiit3) durch lineare Interpolation ay$2.5) undy(4)!
c) Ermitteln Sie eine Naherung fiit3) durch quadratische Interpolation ay&), y(2.5) und

y(4)!

(z.B. erfillt vony(x) = )—1().

Aufgabe 11.53 Ldsung
Fur die GroRRerx undy liegen folgende Werte vor:

o L EAR. ; 480
yX) [ 0| 24| 60 (z.B.erfuIItvony(x)_120—7)_

a) Ermitteln Sie eine N&herung fy(6) durch lineare Interpolation ay$5) undy(8) !
b) Ermitteln Sie eine Naherung fi(6) durch quadratische Interpolation ayg), y(5) und

y(8)!

Bestimmen Sie dabei die Interpolationspolynome durch Laggdnterpolation! Wie kbnnten
die Polynome alternativ ohne Verwendung von Interpolaiormeln bestimmt werden?

c) Ermitteln Sie die beiden Interpolationspolynome nacaeder durch Newton-Interpolation!
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Aufgabe 11.54 Ldsung

Von einer Funktiory = f(x) liegen folgende Werte vor:x | 0| 1| 2
yll7]4]2

Ermitteln Sie Naherungswerte fifif0,8) durch

a) lineare Interpolation zwischen den StlutzstekerO undx=1,
b) durch quadratische Interpolation!

Aufgabe 11.55 Lésung
Die GrofReny; hdngen nach nebenstehender Tabelle xon X | Y1 |Y2|Y3|Ya| Y5
ab. Nehmen Sie in den 5 Fallen die Lagrange-Interpolationl|| 1| 0| 0| 0| O
vor! Skizzieren Sie die ermittelten Interpolationspolymei 0| 1] 2| 2| 2 2
Um was fir Kurven handelt es sich? Welche Naherungswer-1|| 1| 4| 6| 6| 12
te wirden sich fug;(—0.5) ergeben? Kommentieren Sie die 2| 1| 6|12|18| 126
Ergebnisse!

Aufgabe 11.56 Lésung

Bestimmen Sie mittels Lagrange-Interpolation das Polyn@rten Grades, welches an der
Stelle 0 den Wert 4, an den Stellerl und—1 den Wert 12 und an den Steller?2 und—2
den Wert 24 annimmt!

Aufgabe 11.57 Ldsung
10
X241
a) Es seien nur die Funktionswerte an 5 Stellen bekann:—1| 0| 1| 2| 3
y| 0[-5[ o] 3] 4
Nehmen Sie fur diese die Lagrange-Interpolation vor!
b) Stellen Sie dieses Interpolationspolynom und die Fonkft{x) fir —4<x<6, —6<y<8
in einer gemeinsamen Skizze dar!

Zwischen den GroRexundy bestehe der funktionelle Zusammenhangf (x) =5

Aufgabe 11.58 Ldsung
Von einer Funktiory= f (x) liegen folgende x| -3|-2|-1| 0| 1| 2| 3
Werte vor: y| O] 0] 0|180] 48] 0| O

a) Bestimmen Sie durch Lagrange-Interpolation das lineaexpolationspolynom mit den
Stutzstellerx=1 und 2, das quadratische Interpolationspolynom mit detz§&llenx=0,
1 und 2 sowie das Interpolationspolynom, das alle gegebéfeete berticksichtigt!

b) Bestimmen Sie die Nullstellen der drei bei a) ermitteltetiedpolationspolynome!

c) Welche ,Naherungswerte” ergeben sich mit den drei Patygrofir f (1,5) ?

d) Stellen Sie die drei Interpolationspolynome in einer ggrsamen Skizze dar!

Aufgabe 11.59 Ldsung
Von einer Funktiory= f(x) liegen folgende Wertevor: x| -1 |0| 1 | 2
y|—2,24]0] 024448

a) Ermitteln Sie einen Naherungswert fi(10,5) durch kubische Interpolation!
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b) Warum ist die kubische Interpolation im vorliegendenl Ratht geeignet, wenn bekannt
ist, dass die Funktiofi(x) monoton wéchst? Wie kdnnte man in diesem Falle einen Néhe-
rungswert furf (0,5) ermitteln?

Aufgabe 11.60 Ldsung
Gegeben seien die Interpolationsknoten

(0,—4), (1,-8), (3,—40), (6,—148).
Berechnen Sie das Interpolationspolynom von Newton! Wiesgirgich das Ergebnis, wenn
nachtraglich noch der Punkt1,104) bertcksichtigt werden soll?

Aufgabe 11.61 Ldsung
Gegeben seien die Interpolationsknoten

(—3,—40), (0,—4), (1,-8), (3,—40), (6,—148).
Berechnen Sie das Interpolationspolynom von Newton! Wieedrgich das Ergebnis, wenn
nachtraglich noch der Punkt1,104) bericksichtigt werden soll?

Aufgabe 11.62 Ldsung
Bei den Aufgaberi8.135 11.62 14.19und 12.174soll die Funktion f(t) =2 sin7—6Tt auf
verschiedene Weise approximiert bzw. interpoliert werden

Es seien nur die Funktionswerte vdit) an den Stellen=—3,t=—1 undt =1 bekannt.
Bestimmen Sie mittels Newtoninterpolation daraus ein pakationspolynom! Welchen Wert
hat dieses an der Stelle=3 ?

Aufgabe 11.63 Ldsung
Gegeben seien die Interpolationsknoten

(_27_41>’ (_17_14)1 (17_2)1 (27 7)
Berechnen Sie das Interpolationspolynom von Newton! Wiesgirglch das Ergebnis, wenn
nachtraglich noch der Punk0, —1) bertcksichtigt werden soll? Geben Sie die beiden ge-

n .
suchten Interpolationspolynome jeweils auch in der FZra;x' an!
i=

Aufgabe 11.64 Ldsung
Geben Sie fur die Funktionf (x) = cosZ — 3sinx mit dem Definitionsbereicl{O, g] das

. - . m m
Newtonsche Interpolationspolynom fir die Stitzstekesa 0, x, = 3 undxz= > an!

Aufgabe 11.65 Lésung
Fur aquidistante Stitzstellen mit dem Abstdmioerechnen sich die Steigungen fir die New-
toninterpolation nach der Formexyx, ... xn| =

i |00 = (") toa0+ (") fon 2w 0 (11 1w .

Berechnen Sie mithilfe dieser Formel das Newtonsche Inkatipaspolynom fur die Interpo-
lationsknoten(0, —3), (1,1), (2,2) und (3,3)!
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12 Differenzialrechnung

Grenzwerte

Aufgabe 12.1
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, sofern dieseanasti

a) lim (1% b) lim 112 c) lim X42x+3
x—>1 1—x2 ' x=2 \Xx—2 x3-8)’ x—0 42 + 5X+ 6’
_(2x—3)%(3x+2)%° . i 1

d) lim ( 3 (BX;E ) , €)lim Sl—rlx f) lim sin— !

X—300 (2x+1) x—o 2 1 /x5 x—0 X

Aufgabe 12.2

(X 4)?— (x—4)?

Berechnen Sie |m§|X+ )~ (x=4) I

x—0 8x
Aufgabe 12.3
o xX2—x—12

Berechnen Sie Ilnzn(x— !

x—4 X—4

Aufgabe 12.4

2 _
Ermitteln Sie Iimﬂ!
xX—4 X—4

Aufgabe 12.5
Berechnen Sie ohne Verwendung der I'Hospitalschen Regel diez/erte

X2 +3x—4 ( X2 BXx—2 1 ) |

a) Im —— und b) lim —
)H—4x2+9x+20 )x—>—1 XB—x2—x+1 x+1

Aufgabe 12.6
Berechnen Sie ohne Verwendung der I'Hospitalschen Regel diez&/erte

a) lim b) lim c) lim

Losung

Losung

Losung

LOosung

LOsung

Losung

x——o (1—2X)(4—3x2) " " x=3X2+2x—15" x->-3

Aufgabe 12.7

. i 200+ 2
aundb seien reelle Parameter. Berechnen Sie 6P(n2~+ + I
x—o  bx2 —5x—8

1—2x+3x% —4x3 . 36—4x2 1 N 11X+ 2 |
X+3 234+3x2—bx+12/) °

LOosung
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Aufgabe 12.8 Ldsung

7 6 5 3 2

. ax + 8 —4x5+3x* -3+ 2x2 —2x+1 . Y

Berechnen Sie den Grenzwert lim in Abhangigkeit
x—00 DX/ 4 7x8 4 6x2+5x4 4+ 4x34-3x24-2x+1 g'9

von den reellen Parametearundb !

Aufgabe 12.9 Losung
Berechnen Sie die folgenden einseitigen Grenzwerte:
. X : X . 3 . 3 . .
a) lim u b) lim U c) lim —, d) lim —, e) lim e%, f) lim ex |
x—0-0 X x—0+0 X x—2—-0X—2 x—2+0X—2 x—0-0 x—0-+0

Existieren auch die Grenzwerte?

Stetigkeit

Aufgabe 12.10 Ldsung
In welchen Punkter € R sind die folgenden Funktionen stetig:

a) f(x) =[x, b) f(x) = (i:—fzz c) f(x) =cosxsinx, d) f(x)= %( :
Aufgabe 12.11 Ldsung

Skizzieren Sie folgende Funktionen, geben Sie ihre Dediméti, Werte- und Stetigkeitsberei-
che an:

a) f(x) =+/1—1x|,
1
b) f(x)=——=!
) fX) =
Aufgabe 12.12 Lésung
: 2x°+4x—6 : . : )
Sei f(x) = w2 Bestimmen Sie die Nullstellen, hebbaren Unstetigkeilsst¢L -

cken), Pole und Asymptoten dieser rationalen Funktion!iBesen Sie auch die (ggf. einsei-
tigen) Grenzwerte an den Unstetigkeitsstellen!

Aufgabe 12.13 Losung

Beweisen Sie, dass jedes Polynom ungerader Ordnung stetestens eine reelle Nullstelle
hat, wahrend es fiir gerade Ordnungen immer Polynome gibtkelne reellen Nullstellen
haben!

Aufgabe 12.14 Ldsung
x2 —10x+21

T @t ax— 77
aulRerdem in den Unstetigkeitspunkten die einseitigenZBrerte, sofern diese existieren!

In welchen Punktenx € R ist die Funktion f(x) stetig? Bestimmen Sie
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Aufgabe 12.15 Ldsung
Ein Unternehmen setzt ein Produkt zum Preis yopro Stick ab und erzielt damit einen
Umsatz (Erlés) vonU (p) = ap%) (a,b > 0). Der Preis kann auch negativ sein (sinnvoll

z.B., wenn das Produkt sonst noch kostenaufwandiger entgergen musste), die abgesetzte
StuckzahlA(p) darf aber nicht negativ werden.

a) Ermitteln Sie aus den obigen Angaben die Funk&i¢p) ! Wo ist diese definiert?

b) Es sei zusatzlich gegeben, dégp) stetig ist. Andert sich durch diese Angabe der Defi-
nitionsbereich? Wieviel Stick des Produktes werden alzfeseenn es verschenkt wird
(ohne dass vom Schenkenden noch etwas dazugezahlt wird)?

c) Wie verhalt sich der Absatz fip — o ?

Aufgabe 12.16 Losung

Seit das ungerundete im Veranlagungszeitraum 2010 erzielteemiewernde Einkommen
eines Steuerpflichtigen.

a) Stellen Sie die tarifliche Einkommensteuer dafir (s.gabe12.52 unter Verwendung
der GaulRklammer und ohne die Nutzung weiterer Variablemdétmalfiig als Funktion
S(t) dar!

b) Obwohl in der Realitat fur nur Vielfache von 1100 in Frage kommen, sollen beliebige
reellet zugelassen werden. Untersuchen Sie unter dieser Vorausgedie Funktior§(t)
aus a) an den Stellér=13470 und =13471 auf Stetigkeit!

Ableitung und Differenzial

Aufgabe 12.17 Lésung
Erlautern Sie, was man unter der Ableitung einer Funktiostefit, und geben Sie ein Beispiel
dafir an, wo diese angewendet wird!

Aufgabe 12.18 Ldsung
Sei f(x) =x°—5x*+6x2+ 2.

a) Differenzieren Sie die Funktion!

b) Approximieren Sie die Funktiofi(x) in der Néhe vorxg=1 durch eine Gerade und ge-
ben Sie dort das Differenzial an! Bestimmen Sie damit Nahgswerte furf(1,01) und
f(1,02) und vergleichen Sie diese Naherungswerte mit den exaktektibnswerten an
diesen Stellen!

c) x sei mit einer Genauigkeit von@L zu 1 bestimmt. Schatzen Sie mit Hilfe des Differen-
zials den Fehler bei der Bestimmung vbfx) ab!

Aufgabe 12.19 Ldsung
Sei f(x) = vXx2+09.
a) Differenzieren Sie die Funktion!

b) Approximieren Sie die Funktiof(x) in der Néahe vorxg=4 durch eine Gerade und geben
Sie dort das Differenzial an!
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c) Bestimmen Sie damit Naherungswerte fij4,01) und f(4,1) und vergleichen Sie diese
N&herungswerte mit den exakten Funktionswerten an digsder8 Notieren Sie fur diese
Situationen jeweils auch das Differenzial dnd die tatsachliche Funktionswertdnderung
Af!

d) x sei mit einer Genauigkeit vonDzu 4 bestimmt. Schatzen Sie mit Hilfe des Differenzials
den Fehler bei der Bestimmung vé(x) ab!

Aufgabe 12.20 Ldsung

Ein Fahrzeug bewegt sich nack(t) = 20+ 10t + 1002 — 303, Dabei wird der Wegs in
Kilometern, die Zeit in Stunden gemessen.

a) Differenzieren Sie die Funktiosit)! Welchen Weg hat das Fahrzeug nach einer Stunde,
d.h. zum Zeitpunkt =1, zuriickgelegt, mit welcher Geschwindigkeit fahrt es da?

b) Geben Sie das Differenzial vemeziglich zum Zeitpunkt=1 an! Welche Strecke wiirde
das Fahrzeug in 1, 6, 30 bzw. 60 Minuten zuriicklegen, wenmeeGeschwindigkeit, mit
der es nach einer Stunde fahrt, beibehalten wirde?

c) Vergleichen Sie die in b) berechneten Werte des Diffesdsimit den tatsdchlichen Weg-
anderungen!

d) Die Zeitt sei mit einer Genauigkeit von 5 Minuten & 1 bestimmt. Schatzen Sie mithilfe
des Differenzials den Fehler bei der Bestimmung s@hnab!

e) Approximieren Sie die Funktios(t) in der Nahe vort =1 durch eine Gerade! Welchen
Weg hétte das Fahrzeug nach 61, 66, 90 bzw. 120 Minuten zyelexk, wenn es die
Geschwindigkeit, mit der es nach einer Stunde fahrt, beilbeth wirde? Vergleichen Sie
die Werte mit dem tatsachlich zurtickgelegten Weg!

Aufgabe 12.21 Ldsung

Das AnfangskapitaK (0) werde zup p.a. kontinuierlich verzinst (s. Aufd.0.34,t € R sei
die Zeit in Jahren.

a) Zeigen Sie, dass das Kapital proportional zu seiner Héataigt! Wie grol3 ist der Propor-
tionalitatsfaktor?

b) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kuyg) im Punkt(t,K(t)) !

¢) In welchem Punkt schneidet die Tangentetdigchse?

Aufgabe 12.22 Ldsung

Fur die Produktion vonx <2000 Einheiten einer Ware laute die Gesamtkostenfunktion
K (x) = 1500+ 5x — 0,001x°.

a) Ermitteln Sie die durchschnittlichen Kosten pro Einhdi# bei der Produktion vorEin-
heiten entstehen (Durchschnittskostenfunktion) soweeGtienzkostenfunktion!

b) Bestimmen Sie fiurx=1000 und x=1900 jeweils die Gesamt-, Durchschnitts- und
Grenzkosten sowie die tatsachlichen Mehrkosten fur dieldion einer zusatzlichen
(d.h. der 1001. bzw. 1901.) Einheit!

c) Approximieren Si& (x) in der Nahe vonxp=1900 durch eine Gerade und geben Sie das
Differenzial an!

d) Bestimmen Sie mit Hilfe des Differenzials ndherungswdiseKosten fiir die Herstellung
zweier zusatzlicher Einheiten, wenn bereits 1900 Einhgit®duziert sind, und verglei-
chen Sie das Ergebnis mit den tatsachlichen Mehrkosten!
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Aufgabe 12.23 Ldsung

Fur die Produktion vorx Einheiten einer Warex(< 3000) seien Gesamtkosten in H6he von
K (x) = 800+ 2x— 0,0003¢ erforderlich.

a) Ermitteln Sie die Durchschnittskostenfunktion und drer@zkostenfunktion!
b) Skizzieren Sie grob die drei Kostenfunktionen und intetipren Sie sie!
c) Es seien 2000 Einheiten produziert worden. ErmittelndgaeKosten flir die Produktion

einer weiteren Einheit mit Hilfe der Grenzkostenfunktiagrumit Hilfe der Gesamtkosten-
funktion!

Aufgabe 12.24 Lésung

Fur die Produktion vox Einheiten einer Warex(< 20000) seien Gesamtkosten in Héhe von
K(x) = 2000+ 5x—0,0001x? erforderlich.

a) Ermitteln Sie die Durchschnittskostenfunktion und drerizkostenfunktion!
b) Es seien 15000 Einheiten produziert worden. Ermitteéndse@ Kosten fir die Produktion

einer weiteren Einheit mit Hilfe der Grenzkostenfunktiardumit Hilfe der Gesamtkosten-
funktion!

Aufgabe 12.25 Lésung

Fur die Produktion vox Einheiten einer Warex(< 10000) seien Gesamtkosten in Héhe von
K(x) = 1500+ 8x—0,0003x? erforderlich.

a) Ermitteln Sie die Durchschnittskostenfunktion und drerizkostenfunktion!
b) Es seien 8000 Einheiten produziert worden. ErmittelndséeKosten fur die Produktion

einer weiteren Einheit mit Hilfe der Grenzkostenfunktiardumit Hilfe der Gesamtkosten-
funktion!

Aufgabe 12.26 Lésung
Fir die Produktion vorx < 1000 Einheiten einer Ware laute die (Gesamt-)Kostenfonkti
K(x) = —x?+ 2000+ 210000.

a) Skizzieren Si&(x) grob!

b) Wieso ist die Verwendung der Funkti&t{x) fiir x > 1000 als Gesamtkostenfunktion nicht
sinnvoll?

¢) Ermitteln Sie die Durchschnitts- und die Grenzkostekfiom!
d) Bestimmen Sie fik = 800 die Gesamt-, Durchschnitts- und Grenzkosten sowieadlie t
sachlichen Mehrkosten fiir die Produktion einer zusatelcfd.h. der 801.) Einheit!

Aufgabe 12.27 Ldsung

Offensichtlich gilt (€°)' = e"rl]imoehT_l. Zeigen Sie mit Hilfe der Substitution=€"—1, dass
—
die Exponentialfunktion’eabgeleitet sich selbst ergibt, dass heil3t, gleich ihrentidgsst!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_023-0.pdf
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Aufgabe 12.28 Ldsung
Differenzieren Sie nack
3
a)y:%—2x2+4x—5, b)y=x+vX, €)y=x+Vx2+3, d)y=xsin(ax+3),
5 .
e)y=sim’x+cosx,  f) y= OSX, g)y:( a— bX+C> . hy= betd) sm(>2<+1) !
(x=1)

Aufgabe 12.29 Ldsung

Differenzieren Sie

a) f(x) =2 -3+ 7x—4, b) f(x) = Vx+4, c) f(X) = vX+1(x®+1)!

Aufgabe 12.30 Lésung
Differenzieren Sie folgende Funktionen:

a) y(x) = x34-2x% — 4x 413, d) y(x) = (x* —9)/X,
b — ’ . X
) y(x) \é_ 5 ) Y(X) x2+5’
€) y(x) = 2 f) y(x) = V/x2+64 |
Aufgabe 12.31 Ldsung

Differenzieren Sie folgende Funktionen:

) Y9 = +108 ~ 2 +18, €) Y(X) = Vx4 21,

. f) y(x) =xV/x+1
b) y(x) = VX7, 2

5 2 9NYX)=Z w7

c)y(x):l—gqtg—x, X¢+5x+6
d) y(x) = v/x+5,
Aufgabe 12.32 Ldsung
Differenzieren Sie folgende Funktionen:
a) f(x) =43C+3x%+2x+1, b) f(x):iJr 3 +2+1 C) f(X) =X+ v/X+ V%242,
d) f(x)=3sin2x+1), e)f(x)=sirx+cos’x, f) f(x)=x?sinx, g)f(x)= I)r(lzx !
Aufgabe 12.33 Ldsung
Differenzieren Sie folgende Funktionen:
a) f(x) =2—3x+4x2—5x5, b) f(x)= 2—2 xi; ;, c) f(X)=v/x+Vx3+3,

2

d) f(x)=2e"%  e)f(x)=sin*x—codx, f) f(x)=Inxcosx, g)f(x):XsX—H!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_033-0.pdf
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Aufgabe 12.34 Ldsung
Differenzieren Sie folgende Funktionen:
a) f(x) =x8+5x*+3x%+1, b) f(x):x_16+x_54+x_2;+1’ C) (X) = /X+Xy/X+ X,
2
d) f (x) = v/Sinx+3, &) f(x) = (x2+1) € nHg=212
(x+5)
Aufgabe 12.35 Ldsung

Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:

a) F(x) = (4x+3c02%)°, b) F()=65C sinx, c) F(x)=In Ve, d)f(x)= [2x=3 |

-V 4245
Aufgabe 12.36 Ldsung
Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:

X243
) F(x)= (2 314x+5)°  b)f(X)=(siMx+1)(Inx+2),  c) f(x)=e? |
d) f(x)=Invx3eX*Inx!
Aufgabe 12.37 Losung
Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:

2
a) f(x) = co"(3—2x), b) f(x) = <e2X In )—2() : c) f(x) = 3xsin?3x sin(3x)?,
3 2 _
d)f(X):(ZX +3X)C0§2X+3)’ e)f(x): 2X 12 |
e (1+6¥)

Aufgabe 12.38 Ldsung

Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:
a) f(x) =sif(7x+8), b) f(x) = (€%cosXK)®, c) f(x) = (1—-2x) [In(1-2x)]? In (1—2x)?,
d) f(x) = sir?(ax?+bx+c) + cog (ax’+bx4-c) + sin(ax’+bx4+-c) 4+ cogax’+bx-+c),

xInx In(a—bx)
Aufgabe 12.39 Losung
Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:
3
a) f(x) = (3—2x) sin((3-2x)2) (sin3—2x))%, b)) =(eInx)?  ¢)f(x)=In %(
_ xsin(ax+b) |

d) f(x) :sin(3—x2)2+cos(3—x2)2+sin2(3—x2)+cosz(3—x2), e) f(x) = 213


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_039-0.pdf
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Aufgabe 12.40 Ldsung
Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:

a) f (x) = (&C+2x) (sinX+2) sin(3x+2), b) f(x)=(xInx)>, ¢) f(x)=In/xvX,

) (3 =Sir? 08 +1) +0030¢ 1) +5in02+ 1) +oospe+1)%, )19 =% 2

Aufgabe 12.41 Ldsung
Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:
a) f(x) =X85%,  b) f(x) = (x+siPx+cogx)’,  ¢) f(x) = In v x2+sirPx,

d) f(x) = COQXZ—i—Z) (3)(—4)3 In(3x—4), e) f(x) = (X2+)?:)é‘(|)‘95() sinx

Aufgabe 12.42 Ldsung
Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:

a) f(X) = (2x+3)%€®3In(2x+3), b) f(X) = \/x{/x¥x,  ©) f(X) = Inv/xE+2x4,

d) f(x) = (X’Lzz(iii(fx”) | &) F(x) = (Igx3)% 1

Aufgabe 12.43 Ldsung
Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen:

a) f(x) = x sinx cosx, b) f(x) = @@In(x?) + besinx,  ¢) f(x) = y/xv/X,

d) f(x) = Vsirx+cofx, e)f(x)= % !

(z.T. nach Ohse, D.: Mathematik fur Wirtschaftswissenfitdrd. Analysis. Vahlen, Minchen.
4. Aufl. 1998, Aufgabe 5.1, S. 228)

Aufgabe 12.44 Ldsung

Ermitteln Sief’ (?) fur f(t)=+/1+cogt?!

Aufgabe 12.45 Ldsung
Differenzieren Siey = (xcosx)* !

Hinweis: a* = exlna

Aufgabe 12.46 Ldsung
(x2+1

Berechnen Sie die Ableitung der Funktib(x) = 213

renziation!

sin2x
) durch logarithmische Diffe-


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_040-0.pdf
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_041-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_046-0.pdf
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Aufgabe 12.47 Ldsung

Ermitteln Sie die Gleichungen der Tangenten an die Funktien® +x% — x+ 1 in den Punk-
tenxg=—1,%=0undxg=1 !

Aufgabe 12.48

- : 9x+-8
Gegeben sei die Funktiofi(x) = ”%:2'

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Funkiignim Punktxg=0!
b) Geben Sie mithilfe des Ergebnisses von a) Naherungs¥iertg0,0008 und f (0,008)
an und vergleichen Sie diese mit den tatsédchlichen Furdiierten!

c) Notieren Sie fir die Situationen in b) jeweils Differealzilf und tatsachliche Funktions-
wertanderung\f !

LOsung

Aufgabe 12.49
Gegeben sei die Funktiofi(x) = Vv ev*-1,

LOsung

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Funkiignim Punktxg=1
b) Geben Sie mithilfe des Ergebnisses von a) Naherungswierf¢1,001), f(1,01), f(1,1)
und f(2) an und vergleichen Sie diese mit den tatséchlichen Furdiierten!

c) Notieren Sie fir die Situationen in b) jeweils Differemlzalf und tatsachliche Funktions-
wertanderung\f !

Aufgabe 12.50 Lésung

Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kuf&) = v/1+cosx im Punktx=rrund
skizzieren Sief (x) = v/1+ cosx!

Hinweis: cosar = 2cofa —1

Aufgabe 12.51 Ldsung

Die Hohe einer Fichte in cm in Abhangigkeit vom Altein Jahren werde durch die Funktion
4000 .
h(t) = 1506 005& 400 beschrieben.

a) Wie ist der Definitionsbereich sinnvollerweise zu wahleelcher Wertebereich ergibt
sich? Wie grol3 kann die Fichte maximal werden?

b) Differenzieren Sie die Funktidm(t) ! Mit welcher Geschwindigkeit wéachst die Fichte im
Alter von 10 Jahren?

c) Geben Sie das Differenzial vérbezlglicht zum Zeitpunkt =10 an! Um welchen Betrag
wiurde die Fichte in 3, 6, 12 bzw. 24 Monaten wachsen, wennisid/dchstumsgeschwin-
digkeit, die sie zum Zeitpunkt= 10 erreicht hat, beibehalten wiirde?

d) Vergleichen Sie die in c) berechneten Zahlenwerte ddsi@iizials mit dem tatsachlichen
Hohenzuwachs in den angegebenen Zeitraumen!

e) Die Zeitt sei mit einer Genauigkeit von 1 Monat z& 10 bestimmt. Schéatzen Sie mithilfe
des Differenzial den Fehler bei der Bestimmung ¥gt) ab!

f) In welchem Alter erreicht die Fichte eine H6he von 16 m? gfief? ist die Wachstumsge-
schwindigkeit in diesem Alter?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_047-0.pdf
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_050-0.pdf
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Aufgabe 12.52 Ldsung

§ 32a Abs. 1 deg€inkommensteuergesetz@&StG) in der nach § 52 Abs. 41 dieses Ge-
setzes fur die Veranlagungszeitraume 2010 bis 2012 anziemen Fassung bestimmt den
Einkommensteuertarif wie folgt:

Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem ztevmshden Einkommen. Sie be-
tragt vorbehaltlich der 8832b, 32d, 34, 34a, 34b und 34c jésneiEuro fur zu versteuernde
Einkommen

1. bis 8004 Euro (Grundfreibetrag): O;

2.von 8005 Euro bis 13469 Euro: (912,1y + 1400)-y;

3.von 13470 Euro bis 52 881 Euro: (228,74+ 2397)- z+ 1 038;
4. von 52882 Euro bis 250 730 Euro: 0,42 — 8172,

5. von 250731 Euro an: 0,45¢ — 15694.

,y" ist ein Zehntausendstel des 8 004 Euro Ubersteigendeis @es auf einen vollen Euro-
Betrag abgerundeten zu versteuernden Einkommens. ,z'insZehntausendstel des 13469
Euro Ubersteigenden Teils des auf einen vollen Euro-Bedtagerundeten zu versteuernden
Einkommens. ,x“ ist das auf einen vollen Euro-Betrag abgetete zu versteuernde Einkom-
men. Der sich ergebende Steuerbetrag ist auf den nachslien ¥uro-Betrag abzurunden.

Um differenzieren zu kénnen, soll hier von den Rundungsvoiten abgesehen werden.

a) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhangigkeit vowezsteuernden Einkommen (im
Folgenden Einkommen)!

b) Ermitteln Sie fur ein Einkommen von 23 4&Xie zu entrichtende Steuer, ihren prozentua-
len Anteil am Einkommen, den Grenzsteuersatz sowie dieeBtetminderung, die durch
zusatzliche Werbungskosten von ¥@rreicht wird!

c) Ein Steuerpflichtiger hat durch den Kauf von Fachlitarawsétzliche Werbungskosten
von 200<€. Schatzen Sie fur Einkommen von 10000, 100 000 und 30600t Hilfe
des Grenzsteuersatzes ab, um wieviel sich dadurch seiker&mensteuer vermindert!
Vergleichen Sie die Ergebnisse mit der tatsachlichen 8tetminderung!

d) Ermitteln Sie die Gleichung der TangenteX&f52881 an die fur den Bereich 3. gegebene
Parabel! Kommentieren Sie das Ergebnis!

(Stand des zitierten Gesetzes 17.04.2013 umiter//bundesrecht.juris.de/estdjir Veranla-
gungzeitraume ab 2013 Tarifanderung nach dem Gesetz zurauAddr kalten Progression
vom 20.02.2013, BGBI | 2013 Nr. 9 S. 283)

Aufgabe 12.53 Ldsung
§ 32a Absatz 1 deSinkommensteuergesetesstimmt den Einkommensteuertarif wie folgt:

Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem ztewmnsiden Einkommen. Sie be-
tragt vorbehaltlich der 8832b, 32d, 34, 34a, 34b und 34c jésneiEuro fur zu versteuernde
Einkommen

1. bis 7.664 Euro (Grundfreibetrag): O;

2.von 7.665 Euro bis 12.739 Euro: (883,74 *y + 1.500) * v;

3.von 12.740 Euro bis 52.151 Euro: (228,74 * z + 2.397) * z + 989
4. von 52.152 Euro bis 250.000 Euro: 0,42 * x — 7.914;

5.von 250.001 Euro an: 0,45 *x —15.414.

.y ist ein Zehntausendstel des 7.664 Euro ubersteigendss Tes auf einen vollen Euro-
Betrag abgerundeten zu versteuernden Einkommens. ,z'insZehntausendstel des 12.739


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_052-0.pdf
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Euro Ubersteigenden Teils des auf einen vollen Euro-Bedtagerundeten zu versteuernden
Einkommens. ,x" ist das auf einen vollen Euro-Betrag abgetete zu versteuernde Einkom-
men. Der sich ergebende Steuerbetrag ist auf den nachslien ¥uro-Betrag abzurunden.

Seit das ungerundete zu versteuernde Einkommen (in Folgendekoiimen) unds(t) die
tarifliche Einkommensteuer daftr jeweils in Euro.

a) Wie hoch muss das Einkommen mindestens sein, damit weng$€ Einkommensteuer
entsteht?
Berechnen Si lim n lim t) !

b) Berechne Sltea127l40— St u dta1.|2740+8( )

c) Stellen Sie die Funktiof(t) in den oben mit 4. und 5. bezeichneten Bereichen mithilfe

der Gaul3klammer dar!
d) Untersuchen Sig(t) an den Stellebh= 250000 und =250001 auf Stetigkeit!

Um differenzieren zu kdénnen, soll im Weiteren von den Runguagschriften abgesehen wer-
den.

e) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhéangigkeit vomk&nmen und stellen Sie diesen
grafisch dar!

f) Ermitteln Sie fUr ein Einkommen von 10 0&die zu entrichtende Steuer, ihren prozentua-
len Anteil am Einkommen, den Grenzsteuersatz sowie dieeBtetminderung, die durch
zusatzliche Werbungskosten von ¥@rreicht wird!

g) Fur welche Einkommen kann durch zusatzliche Werbungskogn 100€ die tarifliche
Einkommensteuer um ca. 5 ca. 30€, ca 42€ bzw. ca. 45€ vermindert werden?

(Stand des zitierten Gesetzes vor der Anderung des Einkostewertarifs durch das Gesetz
zur Sicherung von Beschéftigung und Stabilitat in Deutsathieom 2. Méarz 2009 (BGBI. |
S. 416). Der zitierte Einkommensteuertarif galt so fur deeavilagungsjahre 2007 und 2008.)

Aufgabe 12.54 Ldsung
§ 32a Absatz 1 deBinkommensteuergesetzesder ab dem Veranlagungszeitraum 2005 an-
zuwendenden Fassung (8 52 Abs. 41 EStG) bestimmt den Einkosteuertarif wie folgt:

Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem zu versteudeimdl@nmmen. Sie betragt vor-
behaltlich der §832b, 34, 34b und 34c jeweils in Euro fiir zu versteudeindemmen

1. bis 7.664 Euro (Grundfreibetrag): O;

2.von 7.665 Euro bis 12.739 Euro: (883,74 + 1.500)- vy;

3. von 12.740 Euro bis 52.151 Euro: (228,74+ 2.397)- z + 989;

4. von 52.152 Euro an: 0,42x — 7.914.

,y"ist ein Zehntausendstel des 7.664 Euro Ubersteigenden Teils desraan vollen Euro-Betrag abge-
rundeten zu versteuernden Einkommens. ,z" ist ein Zehntausertistell2.739 Euro Ubersteigenden
Teils des auf einen vollen Euro-Betrag abgerundeten zu versteueBidkommens. ,x" ist das auf
einen vollen Euro-Betrag abgerundete zu versteuernde Einkomneersidd ergebende Steuerbetrag
ist auf den nachsten vollen Euro-Betrag abzurunden.

Von den Rundungsvorschriften soll hier abgesehen werden.

a) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhangigkeit vomersteuernden Einkommen
und stellen Sie diesen grafisch dar!

b) Ermitteln Sie fur ein Einkommen von 24 0&Xie zu entrichtende Steuer, ihren prozentua-
len Anteil am Einkommen, den Grenzsteuersatz sowie dieeBtetminderung, die durch
zusatzliche Werbungskosten von 28@rreicht wird!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_054-0.pdf
http://bundesrecht.juris.de/bundesrecht/estg/
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c) Fur welche Einkommen kann durch zusatzliche Werbundgskosn 200<€ die tarifliche
Einkommensteuer um ca. &) ca. 57€ bzw. ca. 84€ vermindert werden?

(Einkommenssteuertarif fur die Veranlagungsjahre 20052006, 2007 wurde dieser durch
die ,Reichensteuérergéanzt, blieb aber ansonsten fir 2007 und 2008 unverépder

Aufgabe 12.55 Ldsung
Nach der Flutkatastrophe 2002 wurde eine zuvor beschlesSésuersenkung durch das
Flutopfersolidaritatsgesetz vom 19.09.2002 (BGBI. | S. 3651 ein Jahr verschoben, da-
nach ware 8§ 32a Absatz 1 des Einkommensteuergesetzes @rstiufiir das Jahr 2004 in
folgender Fassung anzuwenden gewesen:

Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem zu versteudtidenmmen. Sie betréagt vor-
behaltlich der 832b, 834, 834b und 834c jeweils in Euro flr zu verstelegBinkommen

1. bis 7.426 Euro (Grundfreibetrag): O;

2.von 7.427 Euro bis 12.755 Euro: (747,89 + 1.700)- y;

3.von 12.756 Euro bis 52.292 Euro: (278,58+ 2.497)- z + 1.118;
4.von 52.293 Euro an: 0,47x —9.232.

,y"ist ein Zehntausendstel des 7.426 Euro Ubersteigenden Teils desraan vollen Euro-Betrag abge-
rundeten zu versteuernden Einkommens. ,z" ist ein Zehntausertistell2.755 Euro Ubersteigenden
Teils des auf einen vollen Euro-Betrag abgerundeten zu versteueBidkommens. ,x" ist das auf
einen vollen Euro-Betrag abgerundete zu versteuernde Einkomneersidh ergebende Steuerbetrag
ist auf den nachsten vollen Euro-Betrag abzurunden.

Von den Rundungsvorschriften soll hier abgesehen werden.

a) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhangigkeit vomersteuernden Einkommen
und stellen Sie diesen grafisch dar!

b) Ermitteln Sie fur ein Einkommen von 200&die zu entrichtende Steuer, ihren prozen-
tualen Anteil am Einkommen sowie den Grenzsteuersatz!

(Tats&chlich ist diese Fassung des Einkommensteuentaeifangewendet worden, er wurde
vielmehr durch das Haushaltbegleitgesetz 2004 vom 2903.2BGBI. | S. 3076) abermals
geéndert.)

Aufgabe 12.56 Lésung
§ 32a Absatz 1 deEinkommensteuergesetzesder ab 01.01.2002 geltenden Fassung be-
stimmt den Einkommensteuertarif in folgender Weise:

Die tarifliche Einkommensteuer bemisst sich nach dem zu versteudeimd@nmmen. Sie betragt vor-
behaltlich der 832b, 8§34, 834b und 834c jeweils in Euro flr zu versteleeiinkommen

1. bis 7.235 Euro (Grundfreibetrag): O;

2.von 7.236 Euro bis 9.251 Euro: (768,8% + 1.990)- v;

3. von 9.252 Euro bis 55.007 Euro: (278,65 + 2 300)- z + 432;
4. von 55.008 Euro an: 0,485< — 9.872.

L,y ist ein Zehntausendstel des 7.200 Euro Ubersteigenden Teils ddsAlasatz 2 ermittelten zu ver-
steuernden Einkommens. ,z" ist ein Zehntausendstel des 9.216 bearstéigenden Teils des nach
Absatz 2 ermittelten zu versteuernden Einkommens. X" ist das nacitAP&rmittelte zu versteuern-
de Einkommen.

Die Absatze 2 und 3 schreiben die Verwendung des Hornerstchand spezieller Rundungs-
vorschriften vor (s. Aufgab&1.51), die hier nicht beachtet werden sollen. Seilso das zu
versteuernde Einkommen 8, S(x) sei die darauf zu entrichtende Einkommensteueg.in


http://de.wikipedia.org/wiki/Reichensteuer
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_056-0.pdf
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a) Geben Sie die Funktio®(x) an!

b) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhangigkeit xamd stellen Sie diesen grafisch
dar!

c) Ermitteln Sie fir ein Einkommen von 200@die zu entrichtende Steuer, ihren prozen-
tualen Anteil am Einkommen sowie den Grenzsteuersatz!

Aufgabe 12.57 Losung
Zur Berechnung des Grenzsteuersatzes fur die Veranlageitrgsime 1990 bis 1995, d.h. des
Prozentsatzes, der vom letzten in diesen Jahren zugeftos&nkommen als Einkommen-
steuer zu zahlen war, betrachten wir die Parabdle sich ergibt, wenn in den Formeln aus
Aufgabell.50auf die Gaulklammer verzichtet wird, fir 8180k < 119988.

a) Geben Sie eine Formel fiir den Grenzsteuersatz in Abhiggigigpnx an!
b) Wie hoch ist der Grenzsteuersatz fir 8100 DM bzw. 119988DM

Aufgabe 12.58 Ldsung

Einkommenx von jeweils einschlieBlich 10008 bis 70000€ sollen einer Steue®(x) mit
folgenden Eigenschaften unterworfen werden:

— Der Grenzsteuersatz betragt 19 x+ 0,05.
— Auf ein Einkommen von 10008 ist eine Steuer von 508 zu entrichten.

a) Mit welcher Steuerersparnis ist ungefahr zu rechnennweeamEinkommen von 40008
durch eine Sonderabschreibung um #)@emindert werden kann?

b) Ermitteln Sie die Steue3(x) und den Durchschnittssteuersatz (Anteil der Steuer am Ein-
kommen)!

c) Welche Steuer ist auf 70 0@zu entrichten, wie hoch ist in diesem Fall der Durchschnitts
und der Grenzsteuersatz?

Aufgabe 12.59 Ldsung
0, x<10
2, L b 10ex<s0
Auf ein Einkommerx ist eine Steuer vo8(x) ={ 800° " 10X 8 <X<
19 43
g = <
40x R 50<x

zu entrichten, Einkommen und Steuer werden dabei in TauSdiieE) angegeben.

a) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhangigkeit vonk@&@nmenx !

b) Berechnen Sie fur ein Einkommen von 3€ Tie darauf erhobene Steuer, ihren prozen-
tualen Anteil am Einkommen und den Grenzsteuersatz in Rtbze

c) Um wieviel Prozent springt der Grenzsteuersatz, wenredd®ommen 10 € Uberschrei-
tet?

d) Wie hoch ist der Spitzensteuersatz (d.h. der hochstetiglisrenzsteuersatz) in Prozent?

e) Skizzieren Sie die Funktid®(x) grob!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_057-0.pdf
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Aufgabe 12.60 Ldsung

In der Diskussion um ein neues Steuersystem schlagt jemiaed gadikal einfachen” Steu-
ertarif vor:

— Bis zu einem Jahreseinkommen von 25 &$§oll keine Steuer erhoben werden.

— Ab einem Einkommen von 50089 soll die Steuer 30 % des Einkommens betragen.

— Nur wer ein Einkommen zwischen 25000 und 50 @at, braucht einen Taschenrechner:
Ist x das Einkommen ir€, so betragt die Steuer,@001X% — 0,3x €.

a) Ermitteln Sie den Grenzsteuersatz in Abhangigkeit vonk&nmen!

b) Was passiert mit dem Grenzsteuersatz bei 50800@elche Konsequenzen hat das fir
jemanden, dessen Einkommen knapp unter 5G008gt?

c) Vor Begeisterung (iber die Forme$(x) = 0,00001%% — 0,3x wird in der nun anbre-
chenden o6ffentlichen Diskussion vorgeschlagen, diesen€lodoch gleich fur beliebige
Einkommensh6hen anzuwenden. Welche Konsequenzen hattéird@manden, dessen
Einkommen zwischen 0 und 25 0&liegt?

Newtonverfahren

Aufgabe 12.61 Ldsung

a) Erlautern Sie das Newtonverfahren zur ndherungsweiésurig nichtlinearer Gleichun-
gen und leiten Sie seine Iterationsvorschrift her!

b) Fuhren Sie ausgehend vom Startwert O einen Iterationsschritt des Newtonverfahrens
zur Bestimmung der Nullstelle der Funktidiix) = sinx—2x+1 aus!

Aufgabe 12.62 Ldsung
Ldsen Sie die Gleichung = cosx mithilfe des Newtonverfahrens!

Aufgabe 12.63 Losung

Ermitteln Sie eine Naherung fir die kleinste positive Lagder Gleichung tar=x, indem
Sie auf die Gleichung sk+xcosx=0 das Newtonverfahren anwenden!

Hinweis: Fertigen Sie zur Bestimmung eines geeigneten StartwertesS&izze an!

Aufgabe 12.64 Ldsung

Losen Sie mithilfe des Newtonverfahrens die Gleichupg=2sinx ! Lassen sich alle L6-
sungen der Gleichung damit ermitteln?

Hinweis: Fertigen Sie zur Bestimmung geeigneter Startwerte eirez8kin!

Aufgabe 12.65 Lésung
. o 1

Bestimmen Sie mithilfe des Newtonverfahrens alle Nullstelton f(x) :3—x2—)—( !

Aufgabe 12.66 Losung

Bestimmen Sie mithilfe des Newtonverfahrens alle Nullsteion f (x) =x3—6x+3 !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_060-0.pdf
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Aufgabe 12.67 Ldsung
Wenden Sie zur Bestimmung einer Nullstelle der Funktiox) = x3—3x%+2x-+3 das New-
tonverfahren mit den Startwertag?)z 1 undxgb):o an! Kommentieren Sie das Ergebnis!

Aufgabe 12.68 Ldsung
Die Gleichung &=23x soll mithilfe des Newtonverfahrens geldst werden.

a) Ermitteln Sie zunachst eine Lésung dieser Gleichungedhesyd vom Startwery=1!

b) Verwenden Sie nun den Startwegt= 1,1 ! Erklaren Sie den dabei zu beobachtenden
Effekt!

c) Wieviele Losungen hat die Gleichung?
d) Bestimmen Sie die evtl. noch fehlenden Losungen mithife Mewtonverfahrens!

Aufgabe 12.69 Lésung

Betrachtet wird die Gleichung®=4x+4. Losen Sie die folgenden Aufgaben a) bis c¢) ohne
elektronische Hilfsmittel, fir d) kdnnen Sie selbstvemnsliech solche Hilfsmittel benutzen.

a) Ermitteln Sie auf grafischem Wege, wie viele reelle Losimngdjese Gleichung hat und wo
diese ungefahr liegen!

b) Nun soll die Gleichung naherungsweise mithilfe des Newgofahrens geldst werden.
Geben Sie die Iterationsvorschrift an und fiihren Sie vomh8éait xo =0 ausgehend zwei
Iterationsschritte aus!

c) Wahlen Sie einen zur Bestimmung einer anderen Losung deshdleg geeigneten Start-
wert und fihren Sie von diesem ausgehend einen Iterationgstes Newtonverfahrens
aus!

d) Bestimmen Sie mithilfe des Newtonverfahrens alle Losardgr Gleichung mit einer Ge-

nauigkeit von mindestens 18! Stellen Sie die dabei durchlaufenen lterationspunkte
tabellarisch dar!

Aufgabe 12.70 Ldsung

Als Rendite eines festverzinslichen Wertpapieres soll deivé effektive Jahreszinssatz fir
den Kaufwert bezeichnet werden, der sich ergibt, wenn mgersiellt, dass die vor der End-
falligkeit des Wertpapiers ausgezahlten Zinsen zum Ztasser Rendite wiederangelegt wer-
den konnen. Ermitteln Sie die Rendite eines Papieres, das &uarswert von 105 % hat und
mit 7 % p.a. vom Nennwert verzinst wird, wenn die Restlaufzeit

a) genau 1 Jahr, b) genau 2 Jahre, c) genau 3 Jahre

betragt! Dabei soll die Rendite in den Fallen a) und b) exaki-alle c) mit dem Newtonver-
fahren bestimmt werden.

Aufgabe 12.71 Lésung

Ermitteln Sie mit dem Newtonverfahren die Rendite eines pégrieres mit einem Verkaufs-
kurs von 116 %, einer Restlaufzeit von 5 Jahren und einem @inssn 9 %!

Aufgabe 12.72 Ldsung

Eine Anleihe mit einer Restlaufzeit von genau 9 Jahren uneheikupon von 4 % p.a. wird
zum Kurs von 91 % verkauft. Wie grof3 ist die Rendite?
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I'Hospitalsche Regel

Aufgabe 12.73 Ldsung
Wenden Sie die 'Hospitalsche Regel auf folgende Grenzvearie
. sin . X X2 . tanx—Xx X+ COSX
a))ll_rg 3x b)Jm(n_X)tanE’ C)x“—Uc]og’ d)>!|—r>rc])sinx—x’ © xh—m X+ sinx’
1 1
f) lim ——— | !
x—0 \ XSinX X
Aufgabe 12.74 Ldsung
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der 'Heelgschen Regel:
1—-cosX Inx X24-X—2 .
it i |
3) >!—>o x2 b) xILnJo )>!|—>1 x—1 ' o xILn;Io X2—x
Aufgabe 12.75 Ldsung
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
x3—1 eX—1 cosZx 1— cosx -1
a)lim——, b)lim———, ¢)lim 2- d)lim=——, e)lim——
)Hl Inx )xaoln(1+x) )Hl x—1 )Ho 2x2 ) —~0In(1+2x)’
I — arctarx
f) lim 2 . 0)lim(1—e®)cotx!
x—0

X2 |n <1+ X%)

Aufgabe 12.76 LOsung
Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
n2x . sin . arctarx—Z . arctarx X+Ssinx

a I|m T b) lim =———, ¢) lim ———2, d) lim ——, lim

) e?’x )X—>O e3x )X—>°° )—]£ )X—>00 % ) ‘/1+X _|_S|nzx
lim S =L g lim LSO,

x—-0In(1+x)’ g x—0 X2 + Sirex
Aufgabe 12.77 Ldsung

Sin5X — X
Berechnen Sie Ilm— !
x—0 2X4 X2
Aufgabe 12.78 Ldsung
Sax—1
Seia#0. Berechnen Sie i 5 g ax !
x—=0  sinfax

Aufgabe 12.79 Ldsung
Berechnen Sie den Grenzwert I..S.I.nzax Sire x (a#+1)!

x—0 COS’ ax— COSP X

Aufgabe 12.80 Ldsung
1 — cosax tan3<

Berechnen Sie die Grenzwerte a) @T M anx
X2 + Sin? x—>

x—0
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Aufgabe 12.81 Ldsung
Bestimmen Sie a) i ! — 8 b) lim X I

as7\a—7 a2—-6a—7)’ x—0tanx
Aufgabe 12.82 Ldsung

Seiena und b positive Parameter. Wenden Sie die I'Hospitalsche Regeldgénde Grenz-
werte an:

. 1—cosax . 1—cosax . Insinax oat—xe
a) lim————, b) lim ————, c) lim — ) lim !
x—0  bx x—0  bx2 x—0+0 In sinbx x—a X—a
Aufgabe 12.83 Lésung

. . . 2cog ax— 2CosX+ X2
Seia ein beliebiger reeller Parameter. Berechnen SI%Z!Im o !
X—

Aufgabe 12.84 Ldsung
a und g seien voneinander verschiedene reelle Parameter. BereSimeden Grenzwert
@ax _ eﬁx
|

x—0 SInaX — sinx

Aufgabe 12.85 Lésung
a und 3 seien beliebige reelle Parameter. Berechnen Sie den Grenzwe
e20{x _ 83'8)(

lim — - !
x—0 Sindax— sin3x

Aufgabe 12.86 Lésung

Untersuchen Sie in Abhangigkeit vom Parametdas Verhalten der Funktion
f(x) = (a—2x) cot3X fur x — !

Aufgabe 12.87 Ldsung

1., aind

s +sing
Berechnen Sie Iinr:\‘g !

x—0 COtX
Aufgabe 12.88 Ldsung
Die Molwarme eines zweiatomigen Gases ist bei festem Voluale Funktion der absolu-
(To/T)*€™/T

ten Temperatul gegeben durche(T) =R mit der GaskonstanteR und der

. To/T _ 2
charakteristischen Temperafly. (eTo/T —1)
Berechnen Sie die Grenzwerte vofT ) fur T — 0 undT — oo !

(Meyberg, K. und Vachenauer, P.: Hohere Mathematik 1. Beffgal- und Integralrechnung.
Vektor- und Matrizenrechnung. 6. Aufl. Springer 2003, 112
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Elastizitat

Aufgabe 12.89 Ldsung
Ermitteln Sie fiirf (x) = x? ndherungsweise mithilfe der Ableitung die absolute undhiffet
der Elastizitat die relative Funktionsdnderung, werwon x=2 aus um 5%, d.h. um,0D
erhoht wird! Vergleichen Sie diese Naherungswerte mit déséthlichen Anderungen!

Aufgabe 12.90 Lésung
. . N : : 20000 :
Die vom Preig abhéngige Nachfragefunktion eines Produktes Ib{® = m Ermitteln
Sie fur einen Preis vop = 2 die Auswirkungen einer Preiserh6éhung von 1 % mit Hilfe der
Elastizitat sowie exakt!

Aufgabe 12.91 Ldsung

Die vom Preisp abhéngige Nachfragefunktion eines Produktes lal{tg) = 30 000-200p.
Ermitteln Sie fur einen Preis vop=100 die Auswirkungen einer Preiserhéhung von 1,5%
mit Hilfe der Elastizitat sowie exakt! Warum stimmen die &ogisse tUberein?

Aufgabe 12.92 Ldsung

Der pro Mengeneinheit eines Produktes zu erzielende Gesdgir®(p) = 300— 2p, wobeip
der Preis der fur die Herstellung des Produktes erfordesticRohstoffe sei.

a) Fur welchen Preis fuhrt eine Preiserhéhung um 1 % zu eigefitiminderung um 2% ?
b) Ermitteln Sie, fir welche Rohstoffpreise sich der Gewilastsch verhalt, wobei nur sol-
che Rohstoffpreise zu beachten sind, die einen positiverirdayarantieren!

Aufgabe 12.93 Losung
. 1000000 . , N : .
Sei N(p) = 1100 2p die vom Preigp abhangige Nachfragefunktion eines Produktes.

Ermitteln Sie die relative Anderung der Nachfrage bei ePiaiserh6hung um 2% vop=
100 aus mit Hilfe der Elastizitat sowie exakt!

Aufgabe 12.94 Ldsung
. . o . . 1000000
Die vom Preisp abhangige Nachfragefunktion eines Produktes laite) = W

a) Ermitteln Sie die Preiselastiziat der Nachfrage!

b) Wo ist die Nachfrage elastisch, proportionalelastisoh. lunelastisch?

c) Ermitteln Sie fur einen Preis vop= 5 die Auswirkungen einer Preiserhéhung von 1 %
mit Hilfe der Elastizitat sowie exakt!

d) Wie verhalt sich die Elastizitat f{p — o ?
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Aufgabe 12.95 Ldsung

Es sei bekannt, dass die Nachfrage nach einem Produktlioea&einem Preip abhéngt, d.h.

N(p) = ap+b. Ferner wurde festgestellt, dass sich bei einer Preisarighm eine Geldein-
heit die Nachfrage um 70 vermindert. Bei einem Preis poa 60 fuhrt eine Preiserh6hung
um 0,5 % zu einem Nachfragerickgang um 1 %.

a) Wie hoch ist die Preiselastiziat der Nachfragegi 60 ?
b) Bestimmen Sie die Funktiad(p) !
c) Mit welcher Nachfrage ist zu rechnen, wenn das Produlgohemkt wird?

Aufgabe 12.96 Ldsung

Bei einem Preis von 1,28 pro Liter werden in Deutschland 75 Millionen Liter Benzin pro
Tag abgesetzt, die Elastizitat der Nachfrage bezuglichiPdeises betrage0,3.

a) Welche relative und welche absolute Entwicklung der Wage ist ungeféhr zu erwarten,
wenn der Preis von 1.28 auf 1.25€ steigt?

b) Bestimmen Sie die Nachfragefunktidf( p) unter der Annahme, dass es sich um eine
lineare Funktion handelt, d.N(p) =ap+Db gilt!

Aufgabe 12.97 Ldsung

a) Die Funktion K(x) = 5-1079x% — 6-10~*x? 4- 20.5x + Ko gebe die Kosten fiir die Pro-
duktion vonx Stiick einer Ware i€ an, wenrx positiv undK (x) konkav ist. Fir welchen
Bereich von Stlickzahlexist die FunktionK (x) als Gesamtkostenfunktion anwendbar?

b) Es sei bekannt, dass fide=10000 die Elastizitdt der Gesamtkosten in Abhangigkeit von
der Stiickzahl 0.5 betragt. Wie hoch sind die AnfangsintresgkosterkKy?

c) Welche prozentuale Kostensteigerung hatdeil 0000 eine Steigerung der produzierten
Stuckzahl um 0.4 % ungefahr zur Folge?

d) Ermitteln Sie die Durchschnitts- und die Grenzkostekfiom!

e) Es liegt ein Auftrag von 10000 Sttick vor. Wie hoch muss daersipro Stiick mindestens
festgesetzt werden, um die entstehenden Kosten zu erfaftea?

f) Flr ein Sonderangebot sollen tber die 10000 Stiick hinauigeeweitere Einheiten der
Ware produziert werden. Wie hoch muss der Preis dafir miadsdestgesetzt werden,
um wenigstens die Kosten zu erwirtschaften?

Aufgabe 12.98 Ldsung

Aus den Pressemitteilungen des Statistischen Bundesamte338l vom 22.01.2004 und

Nr. 022 vom 17.01.2005 ergeben sich fur den Verkauf von Zigan in Deutschland in den

Jahren 2003 und 2004 folgende Werte:  Jahr Menge | Verkaufswert
2003 | 132.6 Milliarden Stuck 21.1 Milliarden€
2004 | 111.7 Milliarden St[]cd 20.0 Milliarden€

a) Welchen Naherungswert fur die Elastizitat der Nachfriaggiglich des Verkaufspreises
im Jahre 2003 kann man aus diesen Zahlen errechnen? ReagiBlachfrage elastisch
auf die Preiserh6hung?

b) Fur die Prognose der weiteren Entwicklung der Nachfragk mit der Funktion

N(p) = (p4f203 —3p> -10° gearbeitet werden, wobgi der Preis in Cent sei. Ermit-

teln Sie die Elastiztat der Nachfrage bei einem Preis von 18!Ce
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c) Welche prozentuale Veranderung der Nachfrage ist zureamawvenn der Preis von 18

Cent aus um 1.4 Cent erh6éht wird und man den bei b) errechnegstiZiitswert zu
Grunde legt?

Aufgabe 12.99 Ldsung

Ein Verkehrsverbund befordert bei einem Preis von E68ro Fahrt 90 Millionen Fahrgaste
pro Jahr. Die Elastizitat der Nachfrage bezuglich des Psdigtrage-0.2.

a) Welche relative Entwicklung der Nachfrage ist ungefahemvarten, wenn der Preis von
1.60€ auf 1.70€ steigt?

b) Wieviele Fahrgaste sind nach dieser Preiserhdohung pradgeféahr zu erwarten?

c) Wie grol3 war der jahrliche Erloés (Umsatz) vor der Prei8btimg?

d) Errechnen Sie aus der gegebenen Nachfrageelastizt&lastizitat des Erldses bezlg-
lich des Preises! Welche relative Entwicklung des Erloseslurch die angebene Preis-
erh6hung ungefahr zu erwarten? Geben Sie den ungefahr zutenden Erlds nach der
Preiserh6hung an!

e) Bestimmen Sie die Nachfragefunktidf{p) unter der Annahme, dass es sich um eine
lineare Funktion handelt, d.N(p) = ap+ b gilt!

f) Ermitteln Sie mit Hilfe der in e) bestimmten Funktion dieathfrage und den Erlos bei

einem Preis von 1.7€ pro Fahrt! Vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen von M) un
d)! Kommentieren Sie das Resultat!

Aufgabe 12.100 LOsung
Ein Unternehmen setzt ein Produkt zum Preis yopro Stick ab und erzielt damit einen

Umsatz (Erlos) vonU (p) = ?&b (a,b > 0). Der Preis kann auch negativ sein (sinnvoll

z.B., wenn das Produkt sonst noch kostenaufwandiger ehtgerden muisste), die abgesetzte
StuckzahlA(p) darf aber nicht negativ werden (vgl. Aufgab2.15.

a) Bestimmen Sie fur die oben angegebene Funkti¢p) die Elastizitdt des Umsatzes in
Bezug auf den Preis!

b) Fur welche Preise reagiert der Umsatz elastisch, priopaitlastisch bzw. unelastisch auf
Preisanderungen?

c) Seia=2-10"°% b=3.10"°. Ermitteln Sie mit Hilfe der Elastizitat ndherungsweise di
relative Anderung des Umsatzes, wenn der Preispreri0 aufp=10.2 erhoht wird!

d) Fur die FunktionJ (p) sei bekannt, dass bei einem Preis yoa 10 die Elastizitat des
Umsatzes in Bezug auf den Prei8 @etragt. Der Absat&(p) sei stetig. Flip=0 werden
100000 Stuck abgesetzt. Bestimmen Sie aus diesen Angabdtadienetea und b !
Driicken SidJ (p) flir diese Parameter moglichst einfach aus!

Aufgabe 12.101 Ldsung

Auf einen Ertrag soll eine Steue$(x) erhoben werden. Dabei soll eine kubische Steuerfunk-
tion §(x) = Ax>+Bx2+Cx+D verwendet werden, die folgende Bedingungen erfiillt:

— Firx=0 soll keine Steuer erhoben werden und der Grenzsteuel@&tziiktragen.
— Furx=10 soll die Elastizitat der Steuerfunktion 2 betragen.
— Furx=>5 soll der Grenzsteuersatz 37,5 % betragen


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_099-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_099-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_100-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_100-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_101-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_101-0.pdf

12. Differenzialrechnung 17. Oktober 2014 189

a) Welche relative Erh6hung der Steuer hat eine Steigeraadedrages vor=10 aus um
0,5 % ungeféhr zur Folge?
b) Ermitteln Sie die Steuerfunktion, die alle gefordertemliBgungen erfillt!

Aufgabe 12.102 Ldsung
Seix > 0. Berechnen Sie die Elastizitat der Funktibfx) = 2x — g + ~ I'Wo ist die Funk-

tion elastisch, proportionalelastisch bzw. unelastisskizzieren Sie die Funktion und ihre
Elastizitatsbereiche!

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 12.103 Losung
Seix>0, aein positiver Parameter unfl(x) = x+ v/ x2 +a.

a) Berechnen Sie die Elastizitat vérbezuglichx !

b) Fur welchexist f(x) elastisch, proportionalelastisch bzw. unelastisch?

c) Es sei bekannt, dass fii=1 das relative Wachstum vdnnur halb so grof3 ist wie das von
x. Ermitteln Sie den Wert des Parametars

Aufgabe 12.104 Ldsung
Der Radius einer Kugel wird mit einer Genauigkeit von 1% lmestt. Schatzen Sie mit Mit-
teln der Differenzialrechnung den relativen Fehler bei Berechnung des Kugelvolumens
ab!

Aufgabe 12.105 LOsung

a) Wie errechnet sich der Radius einer Kugel (Korper), wensddand Dichte bekannt sind?

b) Eine Kugel besteht aus einer Metalllegierung mit einerhié von(8+0.1) g/cn?® und
wiegt 2 kg. Schatzen Sie den absoluten und den relativerefkal der Bestimmung des
Radius aus diesen Angaben ab!

Extremwertaufgaben und Kurvendiskussion

Aufgabe 12.106 Ldsung
Bestimmen Sie die Monotoniebereiche, Extrema und Wertedterdéolgender Funktionen:
a) y(x) =8—17x,

Aufgabe 12.107 Ldsung
Bestimmen Sie die Extrema und Wertebereiche folgender Funeki:

a) y(x) = 4x— 17,
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Aufgabe 12.108 Ldsung

3
: - X
Ermitteln Sie die lokalen Extrema voy(x) = 3 + %21

Aufgabe 12.109 Ldsung
1

X

a) Geben Sie den Definitionsbereich an!

b) Ermitteln Sie die Nullstellen voii(x) !

c) Differenzieren Sid (x) !

d) An welcher Stelle nimmt die Funktiof(x) ihr Minimum fur positive Argumente an?
e) Skizzieren Sie die Funktiof(x) grob!

f) Bestimmen Sie den Wertebereich!

Gegeben sei die Funktiof(x) = %x2+

Bemerkung: Die Einschrénkung auf positive Argumente betrifft nur deldufgabe d).

Aufgabe 12.110 Losung
Welches Rechteck mit gegebenem Umféahbat die grol3te Flache?

Aufgabe 12.111 Ldsung
Wie in Aufgabel2.20wird ein Fahrzeug betrachtet, das sich natt) = 20+ 10t 4 1002 —
303 bewegt. Dabei wird der Wegjin Kilometern, die Zeit in Stunden gemessen.

a) Berechnen Sie die Beschleunigung in Abhéngigkeit von dérEZenitteln Sie ihren Zahl-
wert in km/h? sowie in mys? zum Zeitpunkt =1 !

b) Von welchem Zeitpunkt an wird das Fahrzeug langsamer?

¢) Von wann an fahrt das Fahrzeug rickwéarts?

Aufgabe 12.112 _ Ldsung

: : sinx : : ,
Untersuchen Sie das Verhalten der Funktibfx) = —— und ihrer ersten und zweiten Ablei-
tung furx — 0 ! X

Aufgabe 12.113 Ldsung
Bestimmen Sie die-te Ableitung vony = xf(x) !

Aufgabe 12.114 Ldsung
Ein erhitzter Kdrper kiihle sich vom Zeitpunkt 0 an nach der FormeT (t) = 20+ 80 g1
auf die Umgebungstemperatur ab, wobei die Z@itMinuten und die Temperatdr in Grad
Celsius angegeben sei.

a) Auf welche Temperatur wurde der Korper erhitzt?

b) Welche Temperatur hat der Kérper nach 15 Minuten?

c) Nach welcher Zeit hat der Korper eine Temperatur voiC2&reicht?

d) Wie grol3 ist die Umgebungstemperatur?

e) Berechnen Sie die Geschwindigkeit der Abkiihlung! Mit welcGeschwindigkeit nimmt
die Temperatur nach 15 Minuten ab?

f) Zeigen Sie, dass die Funktidnt) monoton fallend ist!

g) Skizzieren Sie die Funktioh(t) !
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Aufgabe 12.115 Ldsung

Ein erhitzter Kérper kiihle sich vom Zeitpurtkt 0 an nach der FormeT (t) = 20+ 80- 210
auf die Umgebungstemperatur ab, wobei die Z@itMinuten und die Temperatdr in Grad
Celsius angegeben sei.

a) Auf welche Temperatur wurde der Korper erhitzt?

b) Welche Temperatur hat der Kérper nach 10 Minuten?

c) Nach welcher Zeit hat der Korper eine Temperatur voiC2&reicht?

d) Wie grol3 ist die Umgebungstemperatur?

e) Stellen Sid (t) mithilfe der Beziehungi=€"2 unter Verwendung der Basis e dar!

f) Berechnen Sie die Geschwindigkeit der Abkuhlung! Mit iedc Geschwindigkeit nimmt
die Temperatur nach 10 Minuten ab?

g) Zeigen Sie, dass die Funktidr{t) monoton fallend ist!

h) Hat die FunktionT (t) Wendepunkte?

i) Skizzieren Sie die Funktiom (t) !

Aufgabe 12.116 Ldsung
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiofix) =x3(x—3) und skizzieren Sie sie!

Aufgabe 12.117 Ldsung

Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiof(x) = 2+x2—5, x € R und skizzieren Sie sie!

Aufgabe 12.118 Lésung
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiofh(x) = /x—+/48—2x, xR und skizzieren Sie sie!

Aufgabe 12.119 Ldsung
3
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiof(x) = 10(1(( %)’ x € R und skizzieren Sie sie!
Aufgabe 12.120 Lésung
3
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiof(x) = W, X € R und skizzieren Sie sie!
X_
Aufgabe 12.121 Ldsung
- , _ 2+ 4x+4 L o
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiof(x) = X hoxra und skizzieren Sie sie!
X2 —4x+4
Aufgabe 12.122 Ldsung
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiof(x) = a1 und skizzieren Sie sie!
Aufgabe 12.123 Ldsung
. . . X2+ x—6 o o
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiof{x) = —5—— und skizzieren Sie sie!

x2—1
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Aufgabe 12.124 Ldsung

Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiof(x) = g—x—lg und skizzieren Sie sie!

Aufgabe 12.125 ) Ldsung
o " : . , : ac 3

a sei ein positiver Parameter. Diskutieren Sie den VerlauFdmktion f(x) = gl und

skizzieren Sie sie!

Aufgabe 12.126 Ldsung
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiofi(x) = (x> —x2+2x—2) g1 x| f(x)
und skizzieren Sie sie! Als Hilfestellung zur Anfertigungrékizze ohne —4 | —4,4808
elektronische Hilfsmittel sind nebenstehend einige Fionktverte ange- —3 | —5,9548
geben. -2 || —6,6218
-1 -6
0| —54366
1 0
Aufgabe 12.127 Ldsung
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiori (x) = (x3 —4x?+7x—6) € x| f(x)
und skizzieren Sie sie! Als Hilfestellung zur Bestimmung Nesistel-  —3 || —4,4808
len sowie zur abschlieRenden Anfertigung der Skizze oheldrehische  —2 || —5,9548
Hilfsmittel sind nebenstehend einige Funktionswerte gagen. —(1) —276218
1| —54366
2 0
Aufgabe 12.128 Lésung

. : : . 1 .
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiofi(x) = T +In(1+x?), xe R und skizzieren
Sie sie!

Aufgabe 12.129 Lésung
a sei ein positiver Parameter. Diskutieren Sie den Verlaufdektion f(x) = mTX' !
Aufgabe 12.130 L Losung
Diskutieren Sie den Verlauf der Funktiof(x) = > sin2x+4-cosx und skizzieren Sie sie!
Aufgabe 12.131 Ldsung

Gegeben sei die Funktioffi(x) = 1 12
X X
a) Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion (DefinitionsdWertebereich, Stetigkeit, Ach-
senschnittpunkte, asymptotisches Verhalten, Monot@xegemwerte, Krimmung, Wen-
depunkte) und skizzieren Sie sie!
b) Approximieren Sie die Funktion mittels Taylorentwickty im Punktxg =2 durch eine
Parabel!
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Aufgabe 12.132 Ldsung

X2

(x+1)*
a) Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion und skizzieransg!

b) Approximieren Sie die Funktion mittels Taylorentwicktyim Punktxg =0 durch eine
Parabel!

Gegeben sei die Funktioffi(x) = xeR

Aufgabe 12.133 Losung

Die vertikale Bewegung eines Koérpers werde durch seine Hidgegenuber einer Wasser-
oberflache in Abhangigkeit von der Zeéibeschriebenh(t) = (t3—2t2—3t)e!. Diskutieren
Sie die Funktion und gehen Sie insbesondere auf folgendgefimein:

(A) Wann befindet sich der Kérper an der Wasseroberflache?

(B) Wie groR ist seine hdchste Hohe im Zeitintery@llo)?

(C) Wie tief taucht er im Zeitintervall0, ) maximal ein?

(D) Wann steigt und wann fallt die Hohe im Zeitintervi ) am schnellsten?
(E) Skizzieren Sie die Funktion!

Aufgabe 12.134 Ldsung
Die Uber einem Teil der reellen Achse definierte Funktion

F(x) = sin[x, 0<|X <3
() = 1 I<|x<m

werde so auf die komplette reelle Achse fortgesetzt, dagstainktion mit der Periodenlange
2t entsteht. Diskutieren und skizzieren Sie den Verlauf diEsaktion!

Aufgabe 12.135 Ldsung
1
(x-1)*+3, 0<x<1
Ermitteln Sie die Extrema vorf (x) = 1 !
(x—2)2—§, l<x<2

Aufgabe 12.136 Ldsung

Ein Massepunkt schwingt nack(t) = Asinwt um seine Ruhelage. Bestimmen Sie seine
Geschwindigkeit und Beschleunigung beim Durchlaufen dereiage und der gro3ten Aus-
lenkung! Zeigen Sie, dass die Bewegung der Differenziatglaig X(t)+w?x(t)=0 geniigt!

Aufgabe 12.137 Ldsung

Ein Massepunkt schwingt nack{t) =Asinwt-+Bcoswt um seine Ruhelage. Zeigen Sie, dass
die Bewegung der Differenzialgleichung(t+w?x(t) =0 geniigt! Zu welchen Zeitpunkten
durchlauft der Massepunkt die Ruhelage bzw. die gré3te Aksley? Wie grol3 ist die grofite
Auslenkung?

. . . X
Hinweis: sinarctarxx = ——, cosarctan =

1
VIR V1+x2
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Aufgabe 12.138 Ldsung

Ein Mann befindet sich in einem Ruderboot vor einer geraddmigiiste. Der Abstand zum
nachsten Kustenpunkt betragt 8 km. Der Mann mdchte zum Kistenpusbktder vom Punkt

K genau 10 km entfernt liegt. Der Mann rudert mit einer Gesolwkeit von 3 km/h zu
einem Kustenpunki! zwischenK und Z und lauft anschlieRend mit einer Geschwindigkeit
von 5 km/h zum PunkZ. Welchen Kistenpunkt muss der Mann ansteuern, um seinrziel i
kilrzester Zeit zu erreichen?

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 12.139 Ldsung
Aus einem rechteckigen Blatt Karton im Format 10 gnd6 cm soll durch J i
Einschneiden an den durchgezogenen Linien und Falzen agedénchel- ‘ !
ten Linien eine quaderférmige Schachtel gebastelt weiMentief missen
die Einschnitte sein, damit das Volumen der Schachtel mabavird?

Aufgabe 12.140 Ldsung

Der Querschnitt eines Tunnels habe die Form eines Rechtetkaumdseited und Hoheh,

auf das ein Halbkreis mit Durchmesskaufgesetzt ist. Der Umfang des Querschnitts betragt
20 m. Bestimmen Sie die Grundseitenlamfyétir die der Flacheninhalt des Querschnitts am
groften wird!

Aufgabe 12.141 Lésung
Betrachtet werden Quader mit den Kantenlangeb und c, deren Volumen 1rhbetragt
und bei denen die Kantesaund b im Verhéltnis 1 : 3 stehen. Wie missen die Kantenlan-
gen gewdahlt werden, damit der Oberflacheninhalt minimatiwiie grol3 ist die minimale
Oberflache?

Aufgabe 12.142 Lésung
Wie sind die Ausmalfie einer zylindrischen Konservendose&uem, damit sie einen Inhalt
von 1 Liter hat und zu ihrer Herstellung mdglichst wenig Matibenodtigt wird? Wie grol3 ist
der Materialverbrauch pro Dose (ohne Verschnitt)?

Aufgabe 12.143 Ldsung
Wie sind die Ausmalie eines zylindrischen Metalltrinkbeshe wahlen, damit er ein Fas-
sungsvermdgen von 400/rhat und zu seiner Herstellung mdglichst wenig Material ligh6
wird? Wie groR ist der Materialverbrauch pro Becher irf@m
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Aufgabe 12.144 Ldsung

Ein Unternehmen erzielt beim Absatz vaMMengeneinheiten einer Ware einen Gewinn von
G(x) = 100,/x — 3x. Danach wird eine Mengensteuer vBfx) = rx erhoben. Bestimmen Sie
denjenigen Steuersatzbei dem der Staat hdchste Steuereinnahmen hat, wenn niagaset
winnorientiertes Verhalten des Unternehmers unterktellt

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 12.145 Ldsung

In einem Betrieb werderm Mengeneinheiten einer Ware pro Jahr gleichmafiig verbtauch
Dafir werden regelméanRig Einheiten dieser Ware bestellt, die vor der ndchsten Bastgll
vollstandig verbraucht werden. Fir jede Bestellung engstédosten in Hohe voB. Der Wert
einer Mengeneinheit der Ware betragtder Wert des durch eingelagerte Ware gebundenen
Kapitals wird miti p.a. verzinst.

a) Ermitteln Sie die Bestellmenge, bei der die GesamtkosieBéstellung und Lagerung
minimiert werden!

b) Seim=2800,B=50<€, w= 100€, i =7 %. Wie hoch ist die optimale Bestellmenge,
welche Gesamtkosten entstehen dabei fur Bestellung undwzg@

(nach Ohse, D.: Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftl&nalysis. Vahlen, Minchen. 6.
Aufl. 2004, Aufgabe 6.8, S. 265f.)

Aufgabe 12.146 Ldsung
Seia,b,c > 0. Diskutieren Sie den Verlauf der logistischen Funkyona # und skiz-

zieren Sie sie! Welche Sachverhalte konnten mit ihr besbbn werden?

Aufgabe 12.147 Ldsung
Zum Zeitpunktt =0 werden 1000 Bakterien in eine Nahrldsung gegeben. Die ZatBdk-
terien entwickelt sich nach der Formdl(t) = ﬁ, wobei die Sattigungsgrenze bei

20000 Bakterien liegt.

a) Bestimmen Sie die Parame@undA !

b) Zeigen Sie, dass die Funktidiit) monoton wachsend ist!

c) Zu welchem Zeitpunkt betragt die Zahl der Bakterien 1000@& grol3 ist zu diesem
Zeitpunkt die Wachstumsgeschwindigkeit der Population?

d) Zu welchem Zeitpunkt wachst die Population am starksten?

Aufgabe 12.148 Ldsung
Der prozentuale Ausstattungsgrad von Haushalten mit Ebans in Abhangigkeit von der
Jahreszaltl werde durch die Funktiorf (t) = 56 beschrieben.

1+ e 02(t-1965

a) Untersuchen Sie die Funktidiit) auf Monotonie und bestimmen Sie ihren Wertebereich!

b) In welchem Jahr hatten 48 % der Haushalte einen Ferns@hergrol3 war in diesem Jahr
die Wachstumsgeschwindigkeit des Ausstattungsgrades?

¢) In welchem Jahr wuchs der Ausstattungsgrad am starksten?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_144-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_144-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_145-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_145-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_146-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_146-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_147-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_147-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_148-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_148-0.pdf

12. Differenzialrechnung 17. Oktober 2014 196

Aufgabe 12.149 Ldsung

. . 20000 : . . -
Die Funktion f(t) = Trea beschreibe die Anzahl der Nutzer eines Produktes, wiadtiei
Zeit (gemessen in Jahren) sei. Zum Zeitpunktl hat das Produkt 12000 Nutzer.

a) Wie grol3 ist der Parametaf?
b) Welche Nutzerzahl ist zum Zeitpunk& 3 zu erwarten?

c) Zeigen Sie, das§(t) tUberall streng monoton wachsend ist!
d) Geben Sie den Wertebereich vbft) an!

e) Zu welchem Zeitpunkt wird das Produkt von 95 % der maximadgjichen Benutzer ge-
nutzt?

f) Zu welchem Zeitpunkt ist das Zuwachstempo (d.h. das \teriséder Anderungen vorf
undt) am gro3ten?

Taylorentwicklung

Aufgabe 12.150 Ldsung

a) Entwickeln Sie die Funktiofi(x) = x3 im Punktxg = 1 nach der Taylorschen Formel!
b) Geben Sie die Taylorpolynome nullten bis dritten Gradebdie zugehoérigen Restglieder
an! Skizzieren Sie die Funktion und die Taylorpolynometeullbis dritten Grades!

Aufgabe 12.151 Ldsung

a) Entwickeln Sie die Funktiom(x) =x3—6x+3 im Punkixo=2 nach der Taylorschen For-
mel!

b) Geben Sie die Taylorpolynome nullten bis dritten Gradebdie zugehoérigen Restglieder
an! Skizzieren Sie die Funktion und die Taylorpolynometeullbis dritten Grades!

c) Bestimmen Sie mithilfe der Taylorpolynome ersten und mveGrades Naherungswerte
fur die in der N&he vomg=2 liegende Nullstelle vori (x) !

Aufgabe 12.152 Lésung
OB (1)

y
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a) Ermitteln Sie fir die Funktion aus Bild (I1l) den Anstiegrdgekante zwischen den beiden
markierten Punkten des Funktionsgrafen! Wo nimmt fur diégektion der Betrag der
Ableitung zwischen den Stelleqg =0 undx; =2 den maximalen Wert an?

b) Fir stetig differenzierbare Funktionen erhalt man alezgfall der Taylorschen Formel
bei Abbruch der Taylorentwicklung schon nach dem absolGigd die Formel

f(x)=f(x0)+Ro(X,X0) mit Ro(X,X0)=f'(&)(X—xo),

wobei & ein (unbekannter) Punkt zwischarund xg ist. Diese Formel kann auch in der

FO)—f(x0)
X—Xo
rechnung” bezeichnet. Erlautern Sie den damit beschregb&achverhalt anschaulich!

c) Bestimmen Sie in den Bildern (I) — (lll) die Punkfein den RestgliederRy(x1,Xo) gra-
fisch!

d) Fur die Funktionen aus den Bildern (I) — (Ill) seien jewailsr die Wertef(Xp) und

r[nax} | f/(x)| bekannt. Ermitteln Sie auf grafischem Wege, in welchem Blerménn der
XE[Xo,X1

Funktionswertf (x;) liegen kann!

Form = f’(&) notiert werden und wird als ,Mittelwertsatz der Differealzi

Aufgabe 12.153 Ldsung

X2 4+ X

. : -6 . . -
Gegeben sei die Funktioi(x) = 2_a2 mit einem beliebigen reellen Parameter

a) Entwickeln Sie die Funktion an der Stedge= 2 nach der Taylorschen Formel bis zum
linearen Glied!

b) Entwickeln Sie fiia = 1 die Funktion an der Stellg) = 2 nach der Taylorschen Formel bis
zum quadratischen Glied und stellen Sie in einer Skizze dig#on und ihre Approxi-

mation durch die Taylorpolynome 0O-ten, 1-ten und 2-ten @sagegenuber! (vgl. Aufgabe
12.123

Aufgabe 12.154 Lésung
a) Entwickeln Sie die Funktiof(¢) = cos¢p an der Stellgpo=0 nach der Taylorschen For-
mel!

b) Schatzen Sie mit dem Lagrangeschen Restglied den Fell@eBerechnung einer Na-
2

herung fur cos 10nach der Formel cag~ 1 — > ab!

Aufgabe 12.155 Ldsung

2
Schéatzen Sie ab, fur welche Winkglbei Anwendung der Néherungsformel gos: 1— %
die Fehlerschranke @001 eingehalten wird! Interpretieren Sie dabei den gagaiAusdruck

als Taylorpolynom mdglichst hohen Grades!

Aufgabe 12.156 Ldsung

Beweisen Sie, dass die Taylorentwicklung der Funkfiof) =cos¢ an der Stellgpo=0 fur
jedes reellg) gegen cog konvergiert!
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Aufgabe 12.157 Ldsung
Entwickeln Sief (x) =sinx an der Stellao:g in eine Taylorreihe!

Aufgabe 12.158 Ldsung
Schatzen Sie ab, fur welche Winkglbei der naherungsweisen Berechnung des Sinus durch

3 5
den Ausdrucke — % + % die Fehlergrenze I® eingehalten wird! Interpretieren Sie dabei

den gegebenen Ausdruck als Taylorpolynom mdglichst hohaedé&s!

Aufgabe 12.159 Ldsung

Berechnen Sie &1 ndherungsweise durch das quadratische Taylorpolynom ¥am eler
Stellexo=0 und schétzen Sie den Fehler mithilfe des Lagrangescheglirdss ab!

Aufgabe 12.160 Ldsung

Seix < 0. Schatzen Sie ab, fiur welclebei Anwendung der Naherungsformél=e 1+ x+
2

XEJr 5 die Fehlerschranke.@01 eingehalten wird!

Aufgabe 12.161 Ldsung

Seix < 0. Schatzen Sie ab, fur welckéei Anwendung der Naherungsformet =e 1+ x+
23

> + 3 + 22 die Fehlerschranke.@001 eingehalten wird!

Aufgabe 12.162 Lésung

Berechnen Sie In1 ndherungsweise durch das quadratische Taylorpolynontinvoan der
Stellexp=1 und schatzen Sie den Fehler mithilfe des Lagrangescheglirdst ab!

Aufgabe 12.163 Ldsung
Sei f (x) = 8x%/2. Berechnen Sid (1,1) naherungsweise durch Taylorentwicklung vb{x)

bis zum quadratischen Glied an der Stedle=1 und schatzen Sie den Fehler mithilfe des
Lagrangeschen Restgliedes ab!

Aufgabe 12.164 Ldsung

Sei f(x) = 16,/x. Berechnen Sid (1,1) naherungsweise durch Taylorentwicklung vbix)

bis zum kubischen Glied an der Stelie=1 und schatzen Sie den Fehler mithilfe des Lagran-
geschen Restgliedes ab!

Aufgabe 12.165 Ldsung
Berechnen Sie durch Taylorentwicklung der Funktidg) =sing an der Stellepo= 7 bis
zum quadratischen Glied mithilfe des bekannten Wertes wofis cosy einen Naherungs-
wert fir sin46 und schéatzen Sie den dabei entstehenden Fehler mit demmigagichen Rest-
glied ab!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_157-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_157-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_158-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_158-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_159-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_159-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_160-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_160-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_161-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_161-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_162-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_162-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_163-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_163-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_164-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_164-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_165-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/12_165-0.pdf

12. Differenzialrechnung 17. Oktober 2014 199

Aufgabe 12.166 Ldsung

a) Entwickeln Sief (x) =cosx an der Stelle@:g nach der Taylorschen Formel bis zum
kubischen Glied!

b) Schatzen Sie ab, fir welckxeder Fehler bei der Berechnung von gaturch diese nach
dem kubischen Glied abgebrochene Taylorentwicklung rjobRRer als 10° ist!

Aufgabe 12.167 Lésung

Berechnen Sie durch Taylorentwicklung der Funktidiix) = xcosx—3sinx an der Stelle
Xo=7% bis zum quadratischen Glied einen Naherungswerf {gr— 0,07) und schétzen Sie
den dabei entstehenden Fehler mit dem Lagrangeschen Rdsipli

Aufgabe 12.168 Ldsung

a) Entwickeln Sie f(x) = +/1+x an der Stellexo=0 nach der Taylorschen Formel bis zum
kubischen Glied!

b) Schétzen Sie mit Hilfe des Restgliedes der Taylorschem&afen Fehler ab, der entsteht,

3 )
wenn man\/; nach dieser Formel berechnet!

. 3 . .
c) Welcher Fehler entsteht bei der Berechnung v@ nach dieser Formel tatséachlich?

Aufgabe 12.169 Ldsung
1

2+et”

a) Fuhren Sie furf (t) an der Stellé =0 die Taylorentwicklung bis zum quadratischen Glied
aus!

b) Geben Sie die Gleichung der Tangentef &) im Punktt =0 an!

c) Berechnen Sie fiir=0,1 mit Hilfe des Taylorpolynoms 1. und 2. Grades Naherungwwer
far f(t)!

d) Schatzen Sie den fiie=0,1 bei Verwendung des Taylorpolynoms 1. Grades entstehenden
Fehler mit Hilfe der Restgliedformel ab und vergleichen Siedam tatséchlichen Fehler!

Gegeben sei die logistische Funktidrit) =

Aufgabe 12.170 Ldsung
Sei f(x) =In(2x—1).

a) Entwickeln Sief (x) an der Stelleo=1 nach der Taylorschen Formel bis zum quadrati-
schen Glied und berechnen Sie damit einen Naherungswefr{ i) !

b) Schéatzen Sie mit Hilfe des Lagrangeschen Restgliedes elderrab, der bei dieser Ap-
proximation vonf (1.1) entsteht! Vergleichen Sie die Abschatzung mit dem tatécudrh
Approximationsfehler!

Aufgabe 12.171 Ldsung
Sei f(x) =

a) Entwickeln Sief (x) an der Stelleo=1 nach der Taylorschen Formel bis zum kubischen
Glied und geben Sie das zugehdrige Lagrangesche Restglied an
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b) Schatzen Sie mit Hilfe des Lagrangeschen Restgliedes elderrab, der bei der Appro-
ximation vonf (0.9) durch diese nach dem kubischen Glied abgebrochene Tajloc&n
lung entsteht!

c) Vergleichen Sie diese Abschatzung mit dem tatsachligtpgmoximationsfehler!

Aufgabe 12.172 Ldsung
Approximieren Sie die Funktionf(x) = €‘sinx an den Stellerx; = —1/4, x, =0 und
x3=311/4 durch Taylorentwicklung durch Geraden sowie durch Pamnaloed skizzieren Sie
jeweils die Funktionf (x) und ihre Approximationen! Was stellen Sie fjrundxs fest?

Aufgabe 12.173 Ldsung
—X —X
und coskx=

Durch die Beziehungen sinh= werden die Funktionen Sinus

Hyperbolicus und Kosinus Hyperbolicus definiert.

a) Untersuchen Sie die beiden Funktionen auf Monotoniggixwverte und Krimmungsver-
halten!

b) Entwickeln Sie die Funktiori(x) =sinhx im Punktxg = O nach der Taylorschen Formel!

c) Wie lauten die Taylorpolynome dritten und vierten Gra@igs, 0) und T4(x,0) fur sinhx?

d) Geben Sie die jeweiligen Lagrangeschen Restglieder an!

e) Zeigen Sie mithilfe des Lagrangeschen Restgliedes, deisx|f< 1 die Abschéatzung
| Ta(x,0)—sinhx| < 0.013 gilt!

f) Wie grol3 ist der Fehler bei Verwendung des Taylorpolynemesten Grades zur Berech-
nung von sinh 1 tatsachlich?

g) Beweisen Sie, dass die Taylorreihe fur sinlim den Entwicklungspunkty =0 fur alle x
konvergiert!

Aufgabe 12.174 Ldsung

Bei den Aufgaberi8.135 11.62 14.19und 12.174soll die Funktion f(t) =2 sin7—6Tt auf
verschiedene Weise approximiert bzw. interpoliert werden

a) Approximieren Sidf (t) durch Taylorentwicklung an der Stellg=1 durch eine Parabel.
Welchen Wert hat diese an der Stdlie3 ?

b) Konvergiert die durch Taylorentwicklung an der Stefle- 1 entstehende Taylorreihe fur
t=3, wenn ja, gegen welchen Wert?

Aufgabe 12.175 Losung
Sei f(x) =™ —ax

a) Entwickeln Sief (x) an der Stellexo = 0 nach der Taylorschen Formel bis zum kubischen
Glied! (Das Restglied muss nicht angegeben werden.)

b) Wie muss man den Parametarvahlen, damitf (x) an der Stellexo = 0 einen Extremwert
hat? Argumentieren Sie dabei mithilfe der Taylorentwicigu
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Aufgabe 12.176 Ldsung
Sei f(x) = e™ —a(x+x3).

a) Entwickeln Sief (x) an der Stelley = 0 nach der Taylorschen Formel bis zum kubischen
Glied! (Das Restglied muss nicht angegeben werden.)

b) Wie muss man den Parametarahlen, damitf (x) an der Stellexg = 0 einen Extremwert
hat? Argumentieren Sie dabei mithilfe der Taylorentwicigu

Aufgabe 12.177 Ldsung
Approximieren Sie die Funktiorf (x) =3x?-+2e*+sin 3 mittels Taylorentwicklung im Punkt
x=0 durch eine Parabel!

Aufgabe 12.178 Ldsung
- . sina(x+ 2 L ,
Gegeben sei die Funktiofi(x) = % +x2, wobeia ein reeller Parameter sei.

a) Berechnen Sie linf(x) !
X——2

b) Sei nun konkretr = . Approximieren Sief (x) mittels Taylorentwicklung im Punkt=0
durch eine Parabel!

Aufgabe 12.179 Ldsung

Uberzeugen Sie sich anhand der Taylorentwicklung Vora@sx und sinx an der Stelleg=0
davon, dass die Definition der Eulerschen Formél=ecosp +i sing sinnvoll ist!

Aufgabe 12.180 Ldsung

Erlautern Sie die Bedeutung der Taylorpolynome nullten biseth Grades anhand der Posi-
tion eines bewegten Objektes in Abhangigkeit von der Zeit!

Aufgabe 12.181 Ldsung

Ein Fahrzeug habe zum Zeitpurikt 5s nach seinem Start einen Weg von 20m zuriickgelegt,
in diesem Moment betrage seine Geschwindigkeit 18 ond seine Beschleunigungan/s.

a) Angenommen, die Beschleunigung bleibt vom genanntempuigit an konstant. Geben
Sie den Zusammenhang zwischen Zeit und zuriickgelegtem MV/&gedchen Weg hat das
Fahrzeug zum Zeitpunkt=10s zuriickgelegt?

b) Angenommen, die Beschleunigung vermindert sich vom gaearZeitpunkt an pro Se-
kunde um (6m/s?. Geben Sie den Zusammenhang zwischen zuriickgelegtem Vieg un
Zeit an! Welchen Weg hat das Fahrzeug zum Zeitpark10s zuriickgelegt? Von wann
an fahrt das Fahrzeug rickwarts?

c) Angenommen, die Beschleunigung andert sich vom genadaigpunkt an pro Sekunde
héchstens um 1yi%. Was kann man iiber den Weg sagen, den es zum Zeitpekd s
zurtickgelegt hat?
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Aufgabe 12.182 Ldsung

Ein 30 Jahre alter Baum ist 11,52 m hoch und wachst in dieseen Wit einer Geschwindig-
keit von 48 cm/a (a: Jahr). Die Wachstumsgeschwindigkeithstihrerseits um 1,2 cn/a

a) Bestimmen Sie mithilfe der Taylorschen Formel naheruegssdie Hohe, die der Baum
in einem Alter von 35 Jahren erreicht haben wird!

b) Auch die Anderung der Wachstumsgeschwindigkeit ist mkcimstant. Es wird aber an-
genommen, dass sie sich in der betrachteten Zeit um nicht aigt0,3 cm/a andert.
Schatzen Sie unter dieser Annahme den Fehler des Ergebudsa) ab!

Aufgabe 12.183 Ldsung

Der Ausstattungsgrad deutscher Haushalte mit Personplgenm betrug Anfang 2006 /%
und wuchs (absolut) mit einer Geschwindigkeit vo8%/a (a: Jahr). Die Wachstumsge-
schwindigkeitfiel allerdings ihrerseits um,8%)/&.

a) Bestimmen Sie mithilfe der Taylorschen Formel ndheruegsawen Anfang 2007 zu er-
warten gewesenen Ausstattungsgrad!

b) Auch die Anderung der Wachstumsgeschwindigkeit ist mkcimstant. Es wird aber an-
genommen, dass sie sich im betrachteten Zeitraum zu keiretpufikt um mehr als
3,0%/a’ geandert hat. Schatzen Sie unter dieser Annahme den FelsdErdebnisses
von a) ab!

Aufgabe 12.184 Ldsung

Ein Korper werde aus einer Hohe von 2 m tber der Erdoberflacheimer Geschwindigkeit
von 981 m/s senkrecht nach oben geworfen. Der Luftwiderstand micht bertcksichtigt.

a) Nach welcher Zeit erreicht der Korper seine grof3te Holedev die Hohe von 2 m bzw.
den Erdboden?

b) Mit welcher Geschwindigkeit prallt der Kérper auf den Boden auf?

c) Geben Sie die Taylorentwicklungen der Hohe nach der Eefitiartzeitpunkt sowie in den
drei unter a) genannten Zeitpunkten an!

Aufgabe 12.185 Ldsung

Die Anzahlzder Fahrzeuge, die eine bestimmte Straf3e stiindlich pasdénnen, lasse sich
aus der mittleren Geschwindigkeitin m/s bei einer mittleren Fahrzeuglange von 4 m nach
folgender Formel berechnen:

2(v) = 1000%.
4+ 212

a) Die StralRe werde durchschnittlich mi = 12m/s passiert. Approximieren Steum Vg
durch ein Taylorpolynom 2. Grades!

b) Welche Schlussfolgerungen lassen sich daraus fur diehilagsfahigkeit der Stral3e ziehen,
wenn sich die Durchschnittsgeschwindigkeit gegenitperhoht?

c) Bei welcher Durchschnittsgeschwindigkeit in km/h ist Bierchlassfahigkeit der Stral3e
am grofiten?
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Aufgabe 12.186

Losung
Ein Unternehmen setzt ein Produkt zum Preis yopro Stick ab und erzielt damit einen
Umsatz (Erlés) vonU (p) = ap%) (a,b > 0). Der Preis kann auch negativ sein (sinnvoll

z.B., wenn das Produkt sonst noch kostenaufwandiger entgergen musste), die abgesetzte
StuckzahlA(p) darf aber nicht negativ werden (vgl. Aufgab2.15.

a) Zerlegen Sie die Funktidd(p) in ein Polynom und eine echt gebrochen-rationale Funk-
tion!

b) Wie ist der Definitionsbereich vadu(p) zu wahlen, damit der Absatz wie gefordert nicht
negativ wird?
c) Wie verhélt sich der Umsatz fip — oo ?

d) Untersuchen Sie die Funktidh(p) auf Monotonie und Extremwerte und bestimmen Sie
ihren Wertebereich!

e) IstU(p) invertierbar? Geben Sie ggf. die Umkehrfunktion sowie ihBeefinitions- und
Wertebereich an!

f) Entwickeln SieU (p) an der Stellgpg=0 nach der Taylorschen Formel bis zum quadrati-
schen Glied!
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13 Integralrechnung

Unbestimmte Integrale

Aufgabe 13.1 Ldsung

Fur die Produktion von & x< 2000 Einheiten einer Ware laute die Grenzkostenfunktion
K’(x)=5—0.002. Bei der Produktion von 1000 Einheiten entstehen Kosten metdn 5500
Geldeinheiten. Wie lautet die Gesamtkostenfunktion ured Rlirchschnittskostenfunktion?
Berechnen Sie die Werte dieser Funktionend&r1900 !

Aufgabe 13.2 Ldsung
Fur die Produktion von & x < 20000 Einheiten einer Ware laute die Grenzkostenfunktion

K’(x) = 500— 510 Bei der Produktion von 9000 Einheiten entstehen Kosten ineH@n 3.7

Millionen Geldeinheiten. Wie lautet die Gesamtkostenfiortkund die Durchschnittskosten-
funktion? Berechnen Sie die Werte dieser Funktionenxf&rl0000 !

Aufgabe 13.3 Ldsung
Ein Korper, der zum Zeitpunkt=0 in 2000m Hohe fallengelassen werde, erreiche eine Ge-

_t
schwindigkeit von v(t) = 502 (1— e 55). Bestimmen Sie seine HOhe in Abhangigkeit
von der Zeit!

Aufgabe 13.4 Ldsung
Ermitteln Sie folgende Integrale:

a)/(xzj—sz)gdx, b) /(éxﬁ—%+)—z> ) /(ex+1+2x—n)dx,

2
X
|
d) /1+X2dx.

Aufgabe 13.5 Ldsung

. . 24 1)
Ermitteln Sie das Integray % dx !

Aufgabe 13.6 Ldsung
Integrieren Sie folgende Funktionen:

a) f(x) =4C+3x%+2x+1, b)f(x):%+x—?’2+)—2(+1, c) f(x) =2sinx+3cosx+4€+5 |
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_006-0.pdf
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Aufgabe 13.7 Ldsung
Integrieren Sie folgende Funktionen:

a) f(x)=2—-3x+4x>—58,  Db) f(x)= 2_§+i_x56’ c) f(x) =sinx—2cosx+3e&—4 |

Aufgabe 13.8 Ldsung
Integrieren Sie folgende Funktionen:

a) f(x) =x8+5x4+3x%+1, b) f(x):x—1(3+x—i+x—?;+1, C) f(X) = \/X+Xy/X+IX |
Aufgabe 13.9 Ldsung

Integrieren Sie durch Substitution:

)/ XT3 gy b)/sinzxcosxdx, c)/(55in4<—30052<)dx,

X2+ 3x+2 1
X2+4 |
d) / Ioxrid, e / 0% ) / 2y i |

Aufgabe 13.10 Lésung
Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale durch Sutistit

a) / (€*+eX)dx, b) / (2sin3+3cos&)dx,  c) / Jex1 5 o,

Inx3 X eX COSX
Q) [ o e)/mdx' f)/esx—%dx’ 9’/@“

h) [@ P PRdxiligd 431 32 ox )y, ) / s:)n;))(( !

Hinweis: = Arsinhx+C = In(x+/x2+1) +C

/ dx
VX241

Aufgabe 13.11 Ldsung
Berechnen Sie/(18x2+4x—|-10) V/3x3+ X2+ Bx+8dx |

Aufgabe 13.12 Ldsung
. d
Berechnen Sie af cox X2 und b)/e3x2+2x+1(6x+2) dx !
(sinx+2)
Aufgabe 13.13 Ldsung
Berechnen Sie/( acoss +X ebxz) dx !
+ Sirex
Aufgabe 13.14 Ldsung

Ermitteln Sie durch partielle Integration:

a) /erde, b) /sin3(><2dx !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_014-0.pdf
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Aufgabe 13.15 Ldsung
Ermitteln Sie durch partielle Integration:

a) / xsinxadx, b) / X2 cosxdx, C) / arctarxdx !

Aufgabe 13.16 Ldsung

Berechnen Sie [ €‘cosxdx, indem Sie das Integral zunachst durch partielle Integmadiuf

/exsinxdx und letzteres Integral wieder auf € cosxdx zurtickfiihren!

Aufgabe 13.17 Ldsung
Ermitteln Sie/sin“xdx durch Ruckfuhrung auf Grundintegrale mittels partielléegration

mit u=sin’x, vV =sinx!

Hinweis: Nutzen Sie ggf. die Beziehung dos=1—sir’x und behandeln Sigsir? xdx auf analoge Weise!

Aufgabe 13.18 Ldsung
Bestimmen Sie mittels Integration durch Substitution bzavtipller Integration

a) / sinxe®dx,  b) / COSVY 4

dz
o [ ,
cogz \/1+tanz

d) / X Cosxdx, e) / (ax2+bx+c) sinxdx, ) / %2 Inxdx !

Aufgabe 13.19 Ldsung
Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale durch Ruakfighaiuf Grundintegrale:
of(Btime ofSte of e

d) / (x*4-3) cos Xdx, e) / e”+3 (4x+5) dx, f) / mdx !

Aufgabe 13.20 Ldsung
Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale:

a) / ( 4 +5cog6— 7x)+8) dx, b) / eRX +sinxicos9 (433 | cosx—sinx) dx (a7£0),

1
C)/2x2+%dx’ d)/x2+10x+26dx’

e) /(asincx+b) e coscx dx (c#£0), f) /% !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_020-0.pdf
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Aufgabe 13.21 Ldsung
Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale:

a) / (6sin(4—3x) + 3¢ 2+ 5) dx, b) / Y268 (4 4x) dx
1

9 [ o a® D [ erars®

e) /excosfi(dx, ) /(ezx—l)4ezxdx !

Hinweis zu e):Fuhren Siefe*cos Xdx zunéchst durch partielle Integration a# sin 3xdx und letzteres Inte-
gral wieder auffe*cos Xdx zuriick!

Aufgabe 13.22 Ldsung
Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale:
a) / (26" +4cos&+1) dx, b) /(9x2+ 2X+5)v/3x3 4+ X2 + 5x + 8 dX,
1
) [ 3 D [ rara®
)/‘3X+‘x’Sx X f /(x+5)|nxdx !

Aufgabe 13.23 Lésung

Berechnen Sie die Stammfunktion vdi{x) =

. COSX+3
cog % —sity  1-t2
I Uberprifen Sie lhr Ergebnis durch eine Probe!
cos”—z‘+sinzx T 12 P g

o I X
mit Hilfe der Substitutiont :tané,

COSX =

Hinweis fiir die Probe: cog=cog % —sir’ %

Aufgabe 13.24 Losung
Berechnen Sie mithilfe geeigneter Substitutionen

)/§X+5 )/smx C)/8—4sin(j<x+7cos(’ d)/ 1X+XdX,

[1—x dx . :
e)/ mm, f)/SIh4XSIﬂ6XdX!

Aufgabe 13.25 , Ldsung
: . 2X+7
Bestimmen Sie a)/i?’dx und b) /de !
X+5 X+5
Aufgabe 13.26 Ldsung
- . _ _ |
Berechnen Sie die Stammfunktionen von fg) 2125 und b) f(x) o5
Nehmen Sie daflr im Falle b) eine ,Partialbruchzerleguray’; d.h., bestimmen Sie Konstan-
1 1 A B
tenAundB so, dass gilt!

X2—25  (x—5)(x+5) X— 5" X+5

Uberprufen Sie in beiden Fallen Ihre Ergebnisse durch eiobe?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_026-0.pdf
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Aufgabe 13.27 Ldsung

Ox— . : : : : . : .
Z%_6 indem Sie fur die zu integrierende Funktion eine Partial-
R A B
bruchzerlegung nach Linearfaktoren des Nenners in der FG-FH)C(I—-FW mit geeigneten
KoeffizientenA und B vornehmen! !

Integrieren Sie f(x) =

Aufgabe 13.28 Lésung

X+29

Integrieren Sief (x) = indem Sie fur die zu integrierende Funktion eine Partial-

x2+3x—28’
A B
bruchzerlegung nach Linearfaktoren des Nenners in der F)?FHQ—Jrn mit geeigneten
KoeffizientenA und B vornehmen! ! 2
Aufgabe 13.29 Ldsung
Bestimmen Si N n —————dx !
estimmen Sie a)/x2+ — & und b)/x2+2X+2d
Hinweis: Gehen Sie ggf. analog zu Aufgah8.28vor!
Aufgabe 13.30 Ldsung

a) Wenden Sie auf das Integr?a die Formel fur die partielle Integratiofu\/ dx=

dx
(@+1)"

uv— [u'vdx mit u= v=1 an!
/ d ( 2+1)n7
X X

b) Stellen Sie/— durch /— dar!

) CaET) e
c) Berechnen Sie/ o 3 !

(X2+1)
Aufgabe 13.31 Lésung
Berechnen Sie durch Partialbruchzerlegung:
5x—1 x+2 3x% 4 5x — 2
S dx / c / d

)/ X ) ) (X2 +1)(3x+1) X
Aufgabe 13.32 Ldsung
Berechnen Sie durch Partialbruchzerlegung:

2x3 — X% — 10x+ 19 Ox? — 2x 8 3X% + TX+ 1,
a) / dx, b) / dx, ¢) / X,
X2+Xx—6 x3+2x2+x
233 4 5x% 4 27x+ 12 x4—5x3+7x2—13x—1o
d) / dx e / dx !
X2 +2x+10 x3 — 5x2
Aufgabe 13.33 Lésung
6x2+11x—5

Berechnen Sie/ !

———————aX
X3+4x2 —5x


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_033-0.pdf
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Aufgabe 13.34 Ldsung
2 _
Berechnen Sie/ 2 ralx—91 dx !
(Xx—1)(x+3)(x—4)
Aufgabe 13.35 Losung
2
Berechnen Sie/w dx !
X3 —x24+-x—1
Aufgabe 13.36 Losung
Berechnen Sie folgende Integrale:
2 5x—1 |
a) / (243%)2dx, b) / X cos 5dlx, c) / o !
Aufgabe 13.37 Ldsung
Berechnen Sie folgende Integrale:
)/ 11 b) /(9x2+2x+5) v/ 3x3+ X2+ 5x+-8a !
X2+ 3X— 10 '
Aufgabe 13.38 Losung

Seix>0. Von einer Funktiorf (x) sei bekannt, dass ihre Funktionswerte positiv sirid) =
ist und ihre Elastizitags (x) :1+)—2( betragt. Bestimmen Sig(x) !

()
f(x)

Hinweis: Integrieren Sie !

Aufgabe 13.39 Ldsung
3p
3p+a
bekannt, dass bei einem Preis o 10 die Nachfrage 1000 betragt und die relative Vermin-
derung der Nachfrage halb so grol3 ist wie die relative Erhglues Preises. Ermitteln Sie die

Nachfragefunktion!

Die Preiselastizitat der Nachfrage nach einer Ware betrage) = — Ferner sei

!
Hinweis: Man kann IfN durch Integration vonl\N% ermitteln.

Bestimmte Integrale

Aufgabe 13.40 Lésung
Erlautern Sie den Begriff Riemannsche Integralsumme!

Aufgabe 13.41 Ldsung
Ermitteln Sie folgende Integrale:
V3

a)/32x2dx, b)/1|x|dx, c)/2 , d)/x2+9 e)
) ]

1 _

o
3

| sinx|dx !

\h‘

ISR


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_039-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_039-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_041-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_041-0.pdf
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Aufgabe 13.42 Ldsung
Der Mittelwertsatz der Integralrechnung lautet: ,Ist die Funktionf (x) Uber dem Intervall

b
[a, b] stetig, so gibt es einen Zwischenpudkt [a, b], fir den /f(x) dx= (&) (b—a) gilt.”
a

6
Berechnen Sie fir das Integra}/(10><—x2—20) dx den Punkté und illustrieren Sie den
Sachverhalt! 3

Aufgabe 13.43 Ldsung

Beweisen Sie ausgehend von der Definition der Ableitung quFléh: lim PO+ —F(X)
: . dxX ax—0 AX
denHauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung:

X b
Ist f(x) stetig undF(x):/f(X)dX, so gilt ?j—l):(:f(x) und /f(x)dx:F(b)—F(a).

Aufgabe 13.44 Ldsung
Sei F(x)=x>+1 und f(x)=F’(x)=2x. Stellen Sie fiix=0,4, Ax=0,2 das Differenzial
dF =F'(x) Ax= f(x) Ax= f(x) dx grafisch als Strecke und als Rechteckflache dar!

Aufgabe 13.45 Ldsung
2

a) Berechnen Sie/(xs—x) dx !
-2
b) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die yeax®—x, x=—2, x=2 undy =0 begrenzt
wird!

Aufgabe 13.46 Ldsung
b
Berechnen Sie fiir die Funktiorf (x) =x(x*—1) jeweils das bestimmte Integraf f (x) dx

a
sowie den Flacheninhalt der von= f(x), y=0, x=a und x=Db begrenzten Flache fur

(i) a=1, b=3, (i) a=—-1, b=1 und (i) a=—3, b=—1!

Aufgabe 13.47 . Ldsung
Ermitteln Sie das Integray 112)(2 dx !

Aufgabe 13.48 Ldsung

oly

Berechnen Sie/ sinx- cosxdx

0
a) mittels Integration durch Substitution und
b) durch partielle Integration!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_048-0.pdf
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Aufgabe 13.49 Ldsung

m

2
Berechnen Sie[ v/1+3cosx sinxdx !
0

Aufgabe 13.50 Ldsung
2
5x*
Berechnen Sie dx!
" VXo+4
Aufgabe 13.51 Ldsung

1
Berechnen Sie das Integr7{ v/ 1420x—3x2— 2x3 (20— 6x—6x°) dx !
0

Aufgabe 13.52 Ldsung
Seia>0, 0<x <1 undf(x) = v/a+5x—2x2—3x3 (5—4x—9x2).

a) Bestimmen Sie die Stammfunktion vé(x) !

1
b) Ermitteln Sie das bestimmte Integrﬁlf (x)dx !
0

Aufgabe 13.53 Ldsung
m/12
cos &

e sei wie Ublich die Eulersche Zahl. Berechnen Sie das Iﬂteg(a - X
sinéx+e

Aufgabe 13.54 Ldsung

a sei ein positiver Parameter, e wie ublich die Eulersche.Z¢drechnen Sie das Integral
11/(2a)

cosax
| =g
sinax + e
0
Aufgabe 13.55 Ldsung

3
Ermitteln Sie das Integrayxe&‘dx durch partielle Integration!
0

Aufgabe 13.56 Ldsung

e
Ermitteln Sie durch partielle Integration das Integ%kzlnxdx!
1


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_056-0.pdf
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Aufgabe 13.57 Ldsung
10

Berechnen Sie/(3x2+4x+5) Igxdx !
1

Aufgabe 13.58 Ldsung
4 4
Berechnen Sie die bestimmten Integrale jé)dix und b)/|x_3| dx !
g X2+ 16 X2 '
0 2
Aufgabe 13.59 Ldsung
Berechnen Sie folgende bestimmte Integrale:
1 7 4\/2
a) / 1 b) /x\x|dx c) /de !
A 14x2 7 , ’ ) V3AC+4
Aufgabe 13.60 Ldsung
Berechnen Sie folgende bestimmte Integrale:
e X ’ IX—2| ; [Inx|
a) 1/X2+1dx (@>1), b)l/ o c) /de !

1/e
Wann wird das Integral bei a) positiv, 0 bzw. negativ?

(b) und c) aus Wenzel, H.; Heinrich, G.: Ubungsaufgaben malysis. Teubner. 1. (einban-
dige) Aufl. 2005 (zuvor 2 Bande), Aufgabe 12.5, S. 38)

Aufgabe 13.61 Ldsung
s 1
. : X
Berechnen Sie bestimmten Integrale /a) cosXdx und b)/f dx!
A A (Xx+1)%(x+2)
Aufgabe 13.62 Ldsung

1

1
Berechnen Sie/eax2+1x dx ! Gibt es einen Parametay fiir den/ea"z“x dx=0 wird?
0 0

Aufgabe 13.63 Losung
Betrachtet wird die Funktionf (x) = 72— 6x—6x2.

a) In welchen Punkten schneidet die Funktidm) die x-Achse?
b) Untersuchen Sie die Funktidr{x) auf Extremwerte!
c) Skizzieren Sie die Funktion!

d) Berechnen Sie den Inhalt der vom Grafen der Funkfiog und derx-Achse begrenzten
endlichen Flache!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_063-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_063-0.pdf
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Aufgabe 13.64 Ldsung

Berechnen Sie den Inhalt der vom Graphen der Funkitioi=e*sinx und derx-Achse zwi-
schen 0 und der ersten positiven Nullstelle idr) begrenzten Flache!

Aufgabe 13.65 Ldsung
4

a) Berechnen Sie/(x— 1)(x—2)(x—3)dx !

0
b) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die yea (x—1)(x—2)(x—3), x=0,x=4 und
y = 0 begrenzt wird!

Aufgabe 13.66 Ldsung

Ermitteln Sie den Inhalt der vory = —x3 4 9x?> — 23x+ 15 und derx-Achse begrenzten
Flache!

(Wenzel, H.; Heinrich, G.: Ubungsaufgaben zur Analysisibfeer. 1. (einbandige) Aufl. 2005
(zuvor 2 Bande), Aufgabe 12.8a, S. 39)

Aufgabe 13.67 Losung
Berechnen Sie den Inhalt der vea-0, x=4, y=0 undy=/x(1—x) begrenzten Flache!

Aufgabe 13.68 Ldsung
. 15
Berechnen Sie den Inhalt der vea-0, x=4,y=0 undy:?\h_((l—x) begrenzten Flache!

Aufgabe 13.69 Lésung

. 2x+1 11
Berechnen Sie den Inhalt der var-0, x=1,y=0 undy= 71(:05%T—x(1+x)\/>_<—3—5
begrenzten Flache!

Aufgabe 13.70 Ldsung

Ermitteln Sie den Inhalt der von=sin(2x-+r), derx-Achse zwischen 0 ungnsowiex:grr
begrenzten Flache!

Aufgabe 13.71 Ldsung

Berechnen Sie den Inhalt der vom Graphen der Funkti¢x) = sin(2x+ ), 0<x< 7 und
derx—Achse zwische 0 unt begrenzten Flache!

Aufgabe 13.72 Ldsung

: : . 1 :
Berechnen Sie den Inhalt der vom Graphen der Funkfipg) = siré x— 2 und dem Abschnitt

derx—Achse zwischen der 1. und 4. positiven Nullstelle diesekian begrenzten Flache!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_064-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_064-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_065-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_065-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_066-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_066-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_067-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_067-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_068-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_068-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_069-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_069-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_070-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_070-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_071-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_071-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_072-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_072-0.pdf
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Aufgabe 13.73 Ldsung

Seia#0. Berechnen Sie den Inhalt der von den Kuryenx5eax6, y=0,x=—-1undx=1
begrenzten Flache!

Aufgabe 13.74 LOsung

. T
Berechnen Sie den Inhalt der von den Kuruwes smzx und y = —x3+6x% — 8x begrenzten
endlichen Flache!

Aufgabe 13.75 Ldsung

Berechnen Sie den Inhalt der von den Kurven=2x3+2x>—4x und y= —x3—x?+2x
begrenzten endlichen Flache!

Aufgabe 13.76 Ldsung

. . . X\ X
Seia> 0. Berechnen Sie den Inhalt der von der Kurye- (smz—) cosz—, —anm<x<arm
und derx—Achse begrenzten Flache! a a

Aufgabe 13.77 Ldsung

Seia ein positiver Parameter. Berechnen Sie den Inhalt der /04 = galx'=2) (x3—x) fiir
—1<x<1 und demx—Achse begrenzten Flache!

Aufgabe 13.78 Lésung
Sei f(X) = vV2x—x2(1—X).

a) Fur welche reellerist durchf(x) eine reellwertige Funktion definiert?

b) Bestimmen Sie die Stammfunktion vdrix) durch Ruckfuhrung auf ein Grundintegral
mittels geeigneter Substitution!

c) Berechnen Sie den Flacheninhalt der Gber dem in a) ertaittBlefinitionsbereich von der
Funktion f (x) und derx—Achse begrenzten Fléache!

Aufgabe 13.79 Ldsung

Ein 50m langes Seil habem von seinem Anfangspunkt eine Dichte von lﬂé@g/m. Be-
stimmen Sie seine Masse!

Aufgabe 13.80 Lésung
Ein 100 cm langer Stab habe eine Uber seine Lange variierBiclge, diese betrage
BMM i, 0<x<100. Berechnen Sie seine Masse!
20 cm
Aufgabe 13.81 Lésung

Ein 1 m langer konischer Stab habe einen Durchmessefivgr) cm, 0<x<1 [m|. Berech-
nen Sie sein Volumen!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_073-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_073-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_074-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_074-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_075-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_075-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_076-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_076-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_077-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_077-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_078-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_078-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_079-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_079-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_080-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_080-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_081-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_081-0.pdf

13. Integralrechnung 17. Oktober 2014 215

Aufgabe 13.82 Ldsung

: . 1 1
Ein Korper entstehe durch Rotation der von g&chse und den Kurverx=—§, X=3 und

begrenzten Flache um dkeAchse.

1
Y= e
a) Geben Sie den Querschnitt des Korpers, d.h. den Fladrenhder Schnittflache des Kor-

pers mit der zuy-z-Ebene parallelen Ebene, in Abhéangigkeit woan!
b) Bestimmen Sie das Volumen des Korpers!

Aufgabe 13.83 Lésung

Berechnen Sie das Volumen des Kérpers, der bei der RotatioRatabelstiickg=x2, 0<
y<1 um diey-Achse entsteht!

Aufgabe 13.84 Ldsung
Ein Fahrzeug fahrt vom Zeitpunkt0 bis zum Zeitpunkt=1 (in h) mit der Geschwindigkeit

t2-9 L :
v(t)= 100+10m (in km/h). Welchen Weg legt es in dieser Zeit zuriick?

Aufgabe 13.85 Ldsung
Ein Fahrzeug fahrt vom Zeitpunkt= 0 bis zum Zeitpunkt =1/2 (in h) mit der Geschwin-

digkeitv(t) =140—

21 (in km/h). Welchen Weg legt es in dieser Zeit zurtick?

Aufgabe 13.86 Lésung
Ein Korper werde in einer Héhe von B2 m Uber der Erdoberflache waagerecht mit einer
Geschwindigkeit von 81 m/s geworfen. Der Luftwiderstand wird nicht bertcksight

a) Nach welcher Zeit erreicht der Korper den Erdboden, wit@eauf diesen auf?
b) Welche Geschwindigkeit erreicht der Korper bis zum Aafi
c) Bestimmen Sie die Lange des Weges, den der Korper bis zemséwfprall zuriicklegt!

Aufgabe 13.87 Ldsung

Sei O<a<b. Zeigen Sie, dass die Beziehunbg;—a < Ing < b_;a gilt!

Hinweis: Gilt fir eine uber{a, b] mit a < b Riemann—integrierbare Funktidr{x) die Beziehung

m< f(x) <M, so giltm(b—a) < (Ff(x)dxg M(b—a).

Aufgabe 13.88 Lésung

Die Herstellungskosten fir ein Produkt werden fir die 12 Btereines Jahres mi,, =

100<10+ m+ 2me‘m/12>, m=1,2,...,12 prognostiziert. Durch Addition erhalt man als
12

Jahressummez Km~ 2783494.
m=1


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_082-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_082-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_083-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_083-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_084-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_084-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_085-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_085-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_086-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_086-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_087-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_087-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_088-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_088-0.pdf
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12
a) Die Kostenprognose fur das Jahr soll mit Hilfe des IntisgfaK (t)dt erfolgen, wobei
0

K(t) = 100(10+t + 2te‘t/12> ist. Berechnen Sie dieses Integral!

b) Stellen Sie das Integral und die Summe als Flachen dar!
¢) Warum wird bei der Prognose mit dem Integral die Jahresseiomterschatzt? Wie konnte
diese fir die gegebene Funktion besser mit einem Integoghmstiziert werden?

Quadraturformeln

Aufgabe 13.89 Lésung
2

2
Ermitteln Sie nz'alherungsweisfx2 dx und /x“dx mit der Rechteckregel, der Trapezregel,

0 0
der Simpsonregel sowie mit der Gaul3formel mit 2 Stutzstalled der Gaul3formel mit 3
Stutzstellen!

(Die Gauf¥formeln mit 2 und 3 Stitzstellen lauten fir dasrimté[—1,1):

/ f(x dx~f( )+f( f) f(—0,5773502692+ f(0,5773502692
1
5 3\ 8 5.( /3
/ fx)dx~ o f (—@ +5fO+5f (@ 9[5f( 0,7745966692+8f (0)-+5f (0,774596669%.)
1

Aufgabe 13.90 Losung
Ermitteln Sie einen Naherungswert fur die Zahtlurch Quadratur der Funkt'of:(z Uber

dem Intervall von 0 bis 1 nach der verallgemeinerten Rechnéget mit 2 und mit 5 Stiutzstel-
len sowie nach der Gauf3formel mit 2 und mit 3 Stitzstellen!

Uneigentliche Integrale

Aufgabe 13.91 Losung
Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale:

8 o) 0 ] 1
1 1 1 X 1
a)/g—dx, b) /3—dx, c) /—dx, d) /—de, e)/ dx !
2 _v2
/ VX J VX J X ) (1+) % 1—x

Aufgabe 13.92 Losung
Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale wabeaine beliebige reelle Zahl sei:

a)/lxadx, b)/wx"dx, )/1+ , e)/002xe_2"dx!
0 1 0



http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_089-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_089-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_090-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_090-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_091-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_091-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_092-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_092-0.pdf

13. Integralrechnung 17. Oktober 2014 217

Aufgabe 13.93 Ldsung
Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale, sofelsectiaistieren:

2 00 00
a)l/ (xfxl)?” b)z/ (xfxl)?” C)O/ cosxdx d)/ 21

Aufgabe 13.94 Ldsung
Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale'
/2

Aufgabe 13.95 Lésung
Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale, sofelsediaistieren:

3 1)
1 1 1
a d b /—dx, c/ dx, d/ Xl |
)2/ VX2 )| =2 ) [ewa® 9
Aufgabe 13.96 Ldsung

[oe]

L 1 1
Untersuchen Sie die Integrali z dx und/ = dx auf Konvergenz und geben
(3x—4) (3x—4)

Sie im Falle der Konvergenz den Wert an!

Aufgabe 13.97 Ldsung

Uber einem endlichen oder unendlichen Intervall der reedlehse Wird/—4 o betrachtet.
) VX—2
a) Fur welchea undb handelt es sich dabei um
(i) ein bestimmtes Integral,
(i) ein konvergentes uneigentliches Integral,
(i) ein bestimmt divergentes uneigentliches Integrakbz
(iv) ein unbestimmt divergentes uneigentliches Integral?
b) Berechnen Sie das Integral in dem Fall, dass eine der bénegrationsgrenzen 18 ist
und die andere Integrationsgrenze so gewahlt wird, dasstesim ein konvergentes un-
eigentliches Integral handelt!

Aufgabe 13.98 Lésung

1
x—2

b) Berechnen Sie die Stammfunktion dieser Funktion!

a) Fur welche reellerist durch f(x) = eine reelle Funktion definiert?

c) Wie mussen m/ die Grenzera und b gewahlt werden, damit es sich dabei um

Yx—2

ein unelgentllches Integral mit endlichem Wert handelt?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_093-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_093-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_094-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_094-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_095-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_095-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_096-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_096-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_097-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_097-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_098-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_098-0.pdf
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d) Berechnen Sie dieses Integral in dem Fall, dass eine deerbéntegrationsgrenzen 18
ist und die andere Integrationsgrenze so gewahlt wird, eassch um ein uneigentliches
Integral mit endlichem Wert handelt!

Aufgabe 13.99 Ldsung
7
Berechnen Sie/ o 5 !
(x=5)
4
Aufgabe 13.100 Ldsung

00

Berechnen Sie die uneigentlichen Integrale/ﬁ dx und b)/xe‘3xdx !

Aufgabe 13.101 Ldsung
dx
Berechnen Sie af und b/ !
X° ) VX2
Aufgabe 13.102 Losung

4 4
. dx dx
Welchen Wert haben die Integrale %F und b) /ﬁ ?

Aufgabe 13.103 Lésung
r1 g F1 L Pl ok 1
Berechnen Sie a —2 e /—2 e* dx, c)/ge dx, d)/de !
— 0 —
Aufgabe 13.104 Ldsung
[ 65
B h Sie das Int ——————dx !
erechnen Sie das negrz{x2+15x+50 X
Aufgabe 13.105 Ldsung
. [ 15
e |
Berechnen Sie das Inteng{ZX2+18>(_72dx !
Aufgabe 13.106 Ldsung

Berechnen Sie die Integrale

e
a [ % [
Inx X (Inx
1 1

dx ; 4 X 1 dx
=9 /(Inx) ) /(lnx)4?!

1/e 1/e



http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_099-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_099-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_100-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_100-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_101-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_101-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_102-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_102-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_103-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_103-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_104-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_104-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_105-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_105-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_106-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_106-0.pdf
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Aufgabe 13.107 Ldsung

X

a) Bestimmen Sie die Stammfunktion vdr{x) =
tegrale mittels geeigneter Substitution!

11 e durch Ruckfihrung auf Grundin-

b) Berechnen Sie in Abhangigkeit vom reellen Parametias Integral/ T eax

Aufgabe 13.108 Ldsung
X654320ex654321
Berechnen Sie den Inhalt der Flache zwischen dem Grafen détien f (x) = DT ]
und derx-Achse! +
Aufgabe 13.109 Ldsung
Berechnen Sie/xeax dx in Abhangigkeit vom Parametar!
0

Aufgabe 13.110 Lésung
Seia ein positiver reeller Parameter unigx) = sinax

P ~ V1I—cosax

a) Ermitteln Sie die Grenzwerte linf(x), lim f(x)und lim f(x), sofern diese existieren!
x—0+0 x—0-0 x—0
Hinweis: Es ist zweckmaRig, zun<"51chstol(rf1(x))2 zu berechnen!
X—

b) Bestimmen Sie die Stammfunktion vdiix) durch Ruckfihrung auf Grundintegrale mit-

tels geeigneter Substitution!
mm/a

c) Berechnen Sie/ f(x)dx! Handelt es sich dabei um ein uneigentliches Integral?
0

Aufgabe 13.111 Ldsung
n+1

. . . . 1 .
a) Zeigen Sie, dass fir>1 die Bemehunga > / d7x gilt!
n

b) Beweisen Sie mithilfe dieser Beziehung die Divergenz dembaischen Reihe!

Veranschaulichen Sie die Uberlegungen grafisch!

Aufgabe 13.112 Losung
Es wird erwartet, dass von einem Erzeugnis, dass zum ZditpenO auf den Markt gebracht
—t/a
wird, pro Zeiteinheitf (t) = 12000(e—t/> Stuck verkauft werden konnen, woleeein
2+et/a

grol3er positiver Parameter sei. Genauer soll angenommetemedass in den-ten Zeitein-
heit f (n—0,5) Stuck verkauft werden kdnnen, d.h. in der 1. Zeiteinfiét5) Stuick, in der 2.
Zeiteinheitf (1,5) Stuck usw.

a) Was passiert fitr— oo ?
b) Wieviel Stick des Erzeugnisses kbnnen insgesamt venkeuden?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_107-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_107-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_108-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_108-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_109-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_109-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_110-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_110-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_111-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_111-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_112-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_112-0.pdf
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Aufgabe 13.113 Ldsung
Die Lebensdauer eines Bauteils in Jahren sei eine expohlventealte ZufallsgroRe mit der
Wahrscheinlichkeitsdicht@(t) = Ae ! t > 0 mit einem positiven Parametar. Die Wahr-
scheinlichkeit dafir, dass die Lebensdauer des Bauteilscivwina und b Jahren betragt, ist

b b
dann gleich/p(t)dt=A [e *'dt.
a a

a) Uberzeugen Sie sich davon, dass mit der verwendeten Wahntichkeitsdichte gesichert
ist, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Baut@&holgrann ausfallt, gleich 1 ist!

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit halt das Bauteil mindest® Jahre, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit fallt es zuvor aus?

c) Berechnen Sie den Erwartungswelt = [tp(t)dt sowie die Standardabweichung
0

o= \/f (t—E)?p(t)dt der Lebensdauer!
0


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_113-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/13_113-0.pdf

14 Funktionenreihen

Konvergenz von Funktionenreihen

Aufgabe 14.1 Ldsung
Untersuchen Sie die folgenden Funktionenreihen auf gheédlige Konvergenz iR:
X coskx © 1
a) —_— b) — |
k; k k; K2+
Taylorreihen
Aufgabe 14.2 Ldsung

a) Entwickeln Sie die Funktiofi(x) = Thx an der Stellexg = 0 in eine Taylorreihe!

b) Untersuchen Sie die absolute Konvergenz der Taylorreihelilfe des Quotientenkriteri-

ums!
c) Zeigen Sie, dass die Taylorreihe in jedem Interfal] mit —1 < a < b < 1 gleichmafig

konvergiert!
d) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe!

Aufgabe 14.3 Lésung
a) Seib > 0. Entwickeln Sie die Funktioi(x) = an der Stelleg = 0 in eine Taylor-

reihe! Vb —x

b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe!

Aufgabe 14.4 Ldsung
a) Entwickeln Sie die Funktiorf (x) = =Y an der Stellexg = 3 in eine Taylorreihe!

b) Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe. Geben Sie deretelditnkt an und bestimmen Sie

den Konvergenzradius!
c) Fur welchex konvergiert die Taylorreihe?

Aufgabe 14.5 Lésung
a) Entwickeln Sie die Funktiorf (x) = PRy an der Stellexg=1 in eine Taylorreihe!
X

b) Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe. Geben Sie dereteMiinkt an und bestimmen Sie

den Konvergenzradius!
c) Fur welchex konvergiert die Taylorreihe?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_005-0.pdf
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Aufgabe 14.6 Ldsung
Seimeine beliebige reelle Zahl.

a) Entwickeln Sief (x) = (1+x)™ nach Potenzen vax!
b) Beweisen Sie mit Hilfe des Quotientenkriteriums, dasRdigne fur|x| < 1 konvergiert!

c) Zeigen Sie, dass fijx| <1 (1+x) = % W(—x)“ gilt!

n=0
d) Stellen Sie 0012 und die Approximation davon durch Taylorpolynome nulltersten,
zweiten und dritten Grades gegenuber!

Aufgabe 14.7 Ldsung

a) Entwickeln Sie die Funktiorf (x) = In(2x+3) an der Stellexo = —1 in eine Taylorreihe!

b) Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe. Geben Sie dereteMiinkt an und bestimmen Sie
den Konvergenzradius!

) (_ )n+l 3
Zei Sie, d =In = qilt!
c) Zeigen Sie asrgl —on nzgl
Fourierreihen
Aufgabe 14.8 Lésung

Entwickeln Sie die Funktionf(x) =x, 0<x<m

a) in eine reine Kosinusreihe,
b) in eine reine Sinusreihe!

c) Bestimmen Siez !
K=0

(2k+1)2

Aufgabe 14.9 Ldsung
Die Funktion f(x) =x, 0 < x < 2t werde periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Aufgabe 14.10 Ldsung
Sie Funktion f(t) = &, —m <t < m werde 2r-periodisch fortgesetzt.
a) Skizzieren Sie die Funktion!

b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Aufgabe 14.11 Ldsung
Seia#0. Die Funktion f(x) = € —mr < x < 1 werde 2—periodisch fortgesetzt.
a) Skizzieren Sie die Funktion féar=1/2 !

b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_011-0.pdf
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Aufgabe 14.12

Losung
Gegeben sei die Funktioffi(x) = x <g— |x|) , —g <x<

a) Skizzieren Sid (x) !
b) Approximieren Sie die Funktioh(x) mit Hilfe der Fourierentwicklung durch ein trigono-
metrisches Polynom 1. Grad&gx) = % + a3 cos X+ by sin !

Aufgabe 14.13 Ldsung

: m
sinjx}, 0<|x <<

Die Funktion f(x) = { werde 2rperiodisch fortgesetzt.

T
1 —<IX<m
5 <X <

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Approximieren Sief (x) mittels Fourierentwicklung durch ein trigonometrischesyRom

2
2. GradesT,(x) = % + z ay CoskX+ by sinkx!
K=1

Hinweis: cosa sinf = %(sin(a+B) —sin(a—pB))

Aufgabe 14.14

Losung
(1 T<X< n
2
. : : 18 m -
Die Funktion f(x)= ¢ sinx —§<x§ > werde 2rperiodisch fortgesetzt.
m
— <x<
\ 1 5 x< 1

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!

Hinweis: sinasinf = %(cos(or —B)—coqa+B))
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Aufgabe 14.15

LOosung
1 m
. . COQ——, OSWS— .y
Die Funktion f(t) = 2 . 3 werde 2r—periodisch fortgesetzt.
0, 3< t|<m

a) Skizzieren Sie die Funktion!

b) Entwickeln Sie die Funktiori(t) in eine Fourierreihe! Geben Sie dabei die Koeffizienten
bis einschliel3lickk=2 zahlenm&Rig an!

c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Hinweis: cosa cosB = %(coia+[3) +coga—p))

Aufgabe 14.16 Ldsung

T
1-cox O<|¥x<—=

Die Funktion f(x) = { werde 2r-periodisch fortgesetzt.

T
1 —<IXI<m
5 <M<


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_016-0.pdf
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a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktiori(x) in eine Fourierreihe!
c) Fur welchex konvergiert die Fourierreihe gegen die Funktiix)?

Hinweis: cosa cosB = %(cos(a+B) +coga—p))

Aufgabe 14.17 Ldsung
Gegeben sei die Funktioffi(x) = | sin 2.

a) Skizzieren Sie die Funktion im Interval 2, 271 !
b) Wie grol3 ist die (kirzeste) Periodenlange?
c) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
Hinweis: sina cosB = %(sin(afﬁ) +sin(a+pB))
> 1
d) Besti Si !
) Bestimmen |(g1 kD) 1)

Aufgabe 14.18 Ldsung

5
X7 |X| S -

T definierte Funktion
0, E< |X| <5

gl g

Die uber dem Intervall-5, 5] durch f(x) =

werde periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
¢) Untersuchen Sie die Fourierreihe mit dem Satz von Dieichlf Konvergenz!

Aufgabe 14.19 Ldsung
Bei den Aufgaberl8.135 11.62 14.19und 12.174soll die Funktion f(t) =2 sin7—6Tt auf
verschiedene Weise approximiert bzw. interpoliert werden

Die Funktionf (t) soll nur Uber dem Interval-3<t <3 durch die obige Vorschrift gegeben
und auf3erhalb dieses Intervalls periodisch fortgesetdtdunch eine Fourierreihe approxi-
miert werden.

a) Skizzieren Sie die durch periodische Fortsetzung drgatie Funktion!
b) Berechnen Sie die Fourierreihe!
Hinweis: sina sinf = %(cos(a —B)—coga+p)), sina cosf = = (sin(a —B)+sin(a+pB))

c) Gegen welchen Wert konvergiert die Fourierreinet a3 ?

NI =

Aufgabe 14.20 Ldsung
Die Funktion f(x) = x?, —1 < x <1 werde periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!

o0 (_1)k I

c) Bestimmen Siizl 2



http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_020-0.pdf

14. Funktionenreihen 17. Oktober 2014 225

Aufgabe 14.21
Die Funktionf (X) = x+4, —4 < x < 4 werde periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Losung

Aufgabe 14.22

Losung
Entwickeln Sief (x) =cog x in eine Fourierreihe!

Hinweis: Formen Sie den Integranden éasos xx durch zweimalige Anwendung der Formel

1 L : .
cosa cosf3 = é(cos(or +B)+coga—f)) ineine Summe von Kosinusfunktionen um!

Aufgabe 14.23 Ldsung

Die Uber dem Intervall-4 <t <4 durchf (t)=cos_t definierte Funktion soll aul3erhalb dieses
Intervalls periodisch fortgesetzt werden.

a) Skizzieren Sie die durch periodische Fortsetzung dmstie Funktion!
b) Berechnen Sie die Fourierreihe!

Hinweis: cosa cosp = %(coia —B)+coga+p)), cosa sinf = %(sin(a +B) —sin(a — B))
c) Gegen welchen Werte konvergiert die Fourierreihe?

Aufgabe 14.24 LOsung

Die Uber dem Intervall-rr<t < mrdurch f(t) = 112:2:’ _g:ttzg definierte Funktion

werde periodisch auf die gesamte reelle Achse fortgedeitztso entstandene Funktion soll
uberall mitf (t) bezeichnet werden.

a) Skizzieren Sie die Funktiofit)!

b) Entwickeln Sie die Funktioffi(t) in eine Fourierreihe!

Hinweis: cosx siny = sin(x+y) —sin(x—y)

2
Aufgabe 14.25 Ldsung
. . X, x| <1 . . .
Die Funktion f(x) = 0 1<|x <4 werde periodisch fortgesetzt und mittels Fourierent-
) = n
wicklung durch trigonometrische Polynorfg(x) = % + Z (ax coskCx+ by SinkCx) appro-
ximiert. k=1

a) Skizzieren Sie die periodisch fortgesetzte Funktion!

b) Wie grol3 ist die Periodenlange, wie muss die Konst@gewahlt werden?
c) Berechnen Si€(x) !

d) Gegen welche Funktion konvergiert die Funktionenfdlggx)} ?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/14_022-0.pdf
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Aufgabe 14.26 Ldsung
T
2
T

t, S<ki<m
werde periodisch auf die gesamte reelle Achse fortgedeiztso entstandene Funktion soll
uberall mitf (t) bezeichnet werden.

0, It] <

Die Uber dem Intervall-m<t <mdurch f(t) = definierte Funktion

a) Skizzieren Sie die periodisch fortgesetzte Funktion!

b) Entwickeln Sie die Funktiori(t) in eine Fourierreihe, berechnen Sie die Fourierkoeffizi-
enten bik=2 !

c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Aufgabe 14.27

Losung
m
coL, It <—
Die uber dem Interval- <t < mdurch f(t) = T 4 definierte Funktion

werde periodisch auf die gesamte reelle Achse fortgedeiztso entstandene Funktion soll
uberall mitf(t) bezeichnet werden.
a) Skizzieren Sie die periodisch fortgesetzte Funktion!

b) Entwickeln Sie die Funktiori(t) in eine Fourierreihe, berechnen Sie die Fourierkoeffizi-
enten bik=2 !

Hinweis: cosa cosB = %(coia —B)+coga+p))
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Aufgabe 14.28 Losung

m
t], <
Die tUber dem Intervall- m<t <mdurch f(t) = 2 definierte Funktion

T

t|+1, §<\t\§n
werde periodisch auf die gesamte reelle Achse fortgedeiztso entstandene Funktion soll
uberall mitf (t) bezeichnet werden.

a) Skizzieren Sie die periodisch fortgesetzte Funktion!

b) Entwickeln Sie die Funktiori(t) in eine Fourierreihe, berechnen Sie die Fourierkoeffizi-
enten bik=3 !

c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Aufgabe 14.29

. . -2< .
Die Funktion f(x) :{ 2 gzizg werde 4—periodisch fortgesetzt.

a) Skizzieren Sie die Funktion! -

b) Wie muss bei der Fourierentwicklung(x) = % + > (8CoskCx+bysinkCx) der Pa-
rametelC gewahlt werden? k=1

c) Berechnen Sie die FourierreiRéx) ! Geben Sie insbesondere explizit die Approximation

der Funktion durch ein trigonometrisches Polynom 1. Grabigx) = > + a3 coLLxX+
b;sinCxan!

LOsung
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d) Fur welchex konvergiert die FourierreihE (x) gegenf (x), was passiert fur dig, fur die
keine Konvergenz gegefx) erfolgt?

Aufgabe 14.30 Ldsung
-3, —2<x<-1
. . -1, - < -
Die Funktion f(x) = i’ éi iz 2 werde 4-periodisch fortgesetzt.
3, 1l<x< 2

a) Skizzieren Sie die Funktion!
b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?

Aufgabe 14.31 Ldsung

a) Entwickeln Sief (x)=sinx+|sinx| in eine Fourierreihe! Wo konvergiert die Fourierreihe?

b) Leiten Sie aus dem Ergebnis von a) mit Hilfe der Subs(1'tuti><:t+7—2T die Fourier-
entwicklung vong(x) =cosx+|cosx| her!

¢) Welche der Funktionef(x) undg(x) ist weder gerade noch ungerade, woran kann man
dies in der Fourierentwicklung sehen?

Aufgabe 14.32 Ldsung
Eine 2t-periodische Funktiorfi(x) sei bezuglichx= 7—2T symmetrisch, d.h., es gelfe(%—x) =
f <g+x>. Welche ihrer Fourierkoeffizienten sind mit Sicherheitcie0 ?

Aufgabe 14.33 Ldsung

Diskutieren Sie die Unterschiede zwischen Fourier- undoraptwicklung von Funktionen
einer reellen Veranderlichen!

Aufgabe 14.34 Ldsung

Die Funktion f(t) = { sift, 0<t<m

) werde periodisch fortgesetzt.
—sirft, —m<t<O0 P g

a) Skizzieren Sie die durch die periodische Fortsetzungteimtnde Funktion!

b) Entwickeln Sie die Funktion in eine Fourierreihe!

c) Fur welche konvergiert die Fourierreihe, wann erfolgt Konvergenzegefyt)?

d) Kann die Funktion an der Steltg=0 bzw. an der Stelléy = 17/2 in eine Taylorreihe
entwickelt werden? Fuhren Sie die Entwicklung aus, wenmuiaglich ist!

e) Fur welche konvergiert die ermittelte Taylorreihe? Wann liegt nacimdgatz von Taylor
Konvergenz gegefi(t) vor?

f) Bestimmen Sie Naherungswerte fiitrt/2) und f (71/6), indem Sie die Fourier- bzw. Tay-
lorentwicklung jeweils nach dem Glied nkt=4 abbrechen, und stellen Sie die so ermit-
telten Werte den exakten Funktionswerten gegentuber! Kartiaren Sie das Ergebnis!

1—-cosX sin(x+y) +sin(x—y)

Hinweis: sirfx = (auch fur Taylorentwicklung nitzlich!), sicosy = 5
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Aufgabe 14.35 Ldsung

l-cod, —mn<t<O - .
cot—1 0<t<m definierte Funktion
werde periodisch auf die gesamte reelle Achse fortgedetztso entstandene Funktion soll
uberall mitg(t) bezeichnet werden.

Die Uber dem Intervall- <t <rmdurch g(t)=

a) Skizzieren Sie die Funktiagt)!

b) Entwickeln Sie die Funktiog(t) in eine Fourierreihe!
sin(x+Yy) +sin(x—y)

Hinweis: sinx cosy =

2
c) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?
d) Kann die Funktiorg(t) an der Stellép=0 bzw. an der Stellgy=1/4 in eine Taylorreihe
entwickelt werden? Fuhren Sie die Entwicklung aus, wenmuiaglich ist!
k(k+1)
2

Hinweis: Da

genau dann gerade ist, wekibei Division durch 4 den Rest 0 oder 3 lasst, ist fur eine
zusammengefasste Darstellung der Reihe die Verwendunglmehucks(—l)k(ki;l) natzlich.
e) In welcher Situation ware die Taylorentwicklung aus d)eggiber der Fourierentwicklung
aus b) zu bevorzugen?

f) Fur welchet konvergiert die ermittelte Taylorreinhe? Wann liegt nacmdgatz von Taylor
Konvergenz gegeg(t) vor?

Aufgabe 14.36
Uber dem Interval(0,2] = {x € R: 0<x<2} sei y

die in der Abbildung dargestellte Funktiof(x)
definiert.

LOosung

1 f(x)

-
X

1 2
Die Funktionf (x) werde 2-periodisch auf die gesamte reelle Achse fortgesetz

a) Berechnen Sie die Fourierreihe dieser Funktion!
b) Gegen welche Funktion konvergiert die Fourierreihe?
c) Geben Sie die komplexe Form der Fourierreihe an!

Aufgabe 14.37 Ldsung

0, —m<x<O0

Ermitteln Sie die Fourierreihe vomf(x) = {sinx 0<x< 71T in reeller und komplexer Form!
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15 Vektorfunktionen

Differenziation von Vektorfunktionen

Aufgabe 15.1 Ldsung
d sin2x
Berechnen Sie— | sinx? | !
X .
2%
Aufgabe 15.2 Lésung

a) Stellen Sie den Kreis mit dem Radiusim den PunktXxo,Yo) in der Ebene als Funktion
X(t))
X(t)= dar!
© (y(t)
b) Berechnen Sie die Ableitung’(t) !
c) Beschreiben Sie den oberen Halbkreis als Funkgienf (x) !

d) Berechnen Sie die Ableitun% zum einen mithilfe der Forme-dFy: dy/dt _y(b) aus
dx dx/dt X(t)
X'(t), zum anderen al§’(x) und Giberzeugen Sie sich davon, dass beide Ergebnisse gleich
sind!

e) Stellen Sie den Kreis mit Radius 2 um den Koordinatenurgpund den Tangentenvektor
X'(t) in seinem Punkty/3,1) grafisch dar! Notieren Sie mithilfe des Tangentenvektags di
Gleichung der Tangente in diesem Punkt an den Kreis!

f) Geben Sie die Gleichung der soeben ermittelte Gerade rampeterfreier Form an und
Uber\z/e_ugen Sie sich davon, dass dies die Gleichung der feengay = f (x) an der Stelle
Xo=+/3 ist!

Aufgabe 15.3 Ldsung
, _ (xa(t)\ [ cosh [ *(t)\ _ (cost
Betrachtet werden die KurveXy(t) = (yl(t)> = (sinht ) Xo(t) = (yz(t) = sint
_(x3(t)\ [—cosht) . . .
und X3(t)= <y3(t)> = ( sinht) jeweils furt eR.

a) Zeigen Sie, dass codh-sintft=1 gilt! Welches Analogon hat diese Beziehung fiir
Winkelfunktionen?

b) Berechnen Sie die Tangentenvektoren fir die drei Kurven!

c) Geben Sie mithilfe der Beziehungen aus a) parameterfrigieltGngen der drei Kurven
an!

d) Stellen Sie die drei Kurven grafisch dar! Wie oft werdenKlieven flir —eo <t < co durch-
laufen?

e) Beschreiben Sie die in der oberen Halbebene (einsclaliefAchse) gelegenen Teile der
drei Kurven als Funktionep= fi(x), i=1,2,3!

f) Berechnen Sie fur die drei Funktionen die Ableitugé zum einen mithilfe der Formel
dy dy/dt_y(t)
dx dx/dt X(t)

ausX’(t), zum anderen al§'(x) !
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g) Die Funktionenfi(x), f2(x) und f3(x) sollen zu einer einheitlichen Uber der gesamten
x-Achse definierten Funktion zusammengefasst werden. Beibelnr Sie diese Funktion
durch einen einheitlichen Ausdruck!

h) Berechnen Sie die Gleichungen der Tangenten an die gegels@mven in den Punkten
(1/2,4/3/2), (1,0) und(2,+/3) und zeichnen Sie die Tangenten in das Bild aus d) ein!

Aufgabe 15.4 Losung
—2+5cod
a) Umwas fur eine Kurve handelt es sich b&t)=| 3+5sint | ? Skizzieren Sie die Kurve!
t
b) Ermitteln Sie den DurchstoR3punkt der Kurve durchxdieEbene und die Gleichung der
Tangente in diesem Punkt!
c) In welchem Winkel schneidet die Kurve dig/-Ebene?

Aufgabe 15.5 Ldsung

to—t5—t+1
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die K&(ve= 2t im Punkt
3t2—6t+3

0
(2) I Was ist das fir eine Gerade?
0

Aufgabe 15.6 Lésung

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve mit dexrReterdarstellung(t) =
sin +tcos3, y(t) = cos2 +tsind, z(t) = 2e* im Punkt(0,1,2) !

Aufgabe 15.7 Ldsung
V2 sint
Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kutft¢=| 2 sirft | im Punkt(1,1, 1)!
16t2

Aufgabe 15.8 Lésung
tcos

Betrachtet wird die KurveX(t)=| tsint | fur 0<t<2m.
2m—t

a) Skizzieren Sie die Kurve! Achten Sie dabei auf korrektesBdlung des Anfangs- und des
Endpunktes!

b) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve imke(—r1,0, 1) !

Aufgabe 15.9 Ldsung

t3+1

a) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente an die Ké(te= (t21> im Koordina-
tenursprung! t2+t

b) Ermitteln Sie den Schnittpunkt dieser Tangente mit derelz=0,11 !

c¢) Vergleichen Sie diesen Schnittpunkt mit den Schnittpemmider KurveX(t) mit dieser
Ebene! Was stellen Sie fest?
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Aufgabe 15.10 Ldsung

SeiX(t) differenzierbar undX(t)|| =const. Zeigen Sie, dass danift) -X'(t)=0 gilt! Inter-
pretieren Sie das Ergebnis geometrisch!

Aufgabe 15.11

Ein Punkt bewege sich geméatit) = (g?é:?g) vont =0 bisT.

a) Langs welcher Kurve erfolgt die Bewegung?

b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit und ihren Betrag!

c) Berechnen Sie die Beschleunigung und ihren Betrag!

d) Wie grol} ist die auf die zurlickgelegte Strecke bezogersel®andigkeit, die auf einem
Tachometer angezeigt wirde?

e) Wie grol ist die auf die zuletzt berechnete Geschwindidlezogene Beschleunigung?
Erlautern Sie den Zusammenhang zum Ergebnis von c)!

LOsung

Aufgabe 15.12 Ldsung

20 cost—
Ein Fahrzeug bewegt sich auf einem Kreis mit dem Radius 20 Xéoh= i
20 siné
a) Berechnen Sie den Geschwindigkeits- und den Beschleuysgekitor!
b) Zeigen Sie, dass in diesem Falle der Beschleunigungsveittmgonal zum Geschwin-
digkeitsvektor ist!
c) Warum ist der Betrag der Beschleunigung nicht gleich 0O, dthaof dem Tachometer
eine konstante Geschwindigkeit angezeigt wird? Welcheadunenhang besteht zu der
Orthogonalitat von Geschwindigkeit und Beschleunigung?

Aufgabe 15.13

LOsung
30t
Ein Punkt bewege sich gemaRt) = t> |. Bestimmen Sie die (skalare) Augenblicks-
t3/10

geschwindigkeit in Bewegungsrichtung (d.h. die Geschvgkeiit, die auf einem Tachometer
angezeigt wiirde) zum Zeitpunii= 20 !

Aufgabe 15.14 Ldsung

V2cod
Gegeben sei die VektorfunktioR(t) = | v/2cog |.

2sint
a) Zeigen Sie, dass durch diese Vektorfunktion eine gessai®e Kurve beschrieben wird,
die auf der Kugelx? +y? 472 = 4 verlauft!

b) Zeigen Sie, dass alle Punkte dieser Kurve in einer Ebegerti, geben Sie die Gleichung
dieser Ebene an!

¢) Um was fir eine Kurve handelt es sich?
d) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve inktRi0n0, 2) !
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e) X(t) beschreibe die Bewegung eines Massepunktes. Bestimmerir&esschwindigkeit
und Beschleunigung! Sind Geschwindigkeit und Beschleurggureinander orthogonal?

Begriinden Sie die Orthogonalitat bzw. Nichtorthogonatiigser beiden Vektoren auch
physikalisch!

Aufgabe 15.15 Ldsung

Ein Fahrzeug bewegt sich in Abh&ngigkeit von der in Sekurglamessenen Zeitgemal

x(t)\ (100 co%t?/100) ,
(Y(t)) o ( 50 Sif’(t2/100)> (xundy in Meter).

a) Bestimmen Sie den Geschwindigkeits- und den Beschleugsyektor sowie die auf den
zurtickgelegten Weg bezogene Augenblicksgeschwindigkieitauf dem Tachometer an-
gezeigt wird, und die auf den zurtickgelegten Weg bezogegewhlicksbeschleunigung!

b) Geben Sie fut =0 den Orts-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvekbor fiir
t =+/501T diese Vektoren sowie die auf den zuriickgelegten Weg berogagenblicks-
geschwindigkeit und -beschleunigung zahlenmalig an!

c) Skizzieren Sie die Bahnkurve vor-0 bist=+/50rr! Zeichnen Sie in dieses Bild grob

einige Geschwindigkeitsvektoren ein (analog zur Veraaskthung von Vektorfeldern
durch Pfeile)!

Aufgabe 15.16

Losung
o e ” cost cost +tsint
Zwei Korper bewegen sich fiir>0 gemansy (t) = sint bzw. S5(t) = sint —tcog |-

a) Berechnen Sie jeweils die Entfernung vom Koordinatenmurgp den Geschwindigkeits-
und den Beschleunigungsvektor sowie die Normalenrichtagohangigkeit vort !

b) Skizzieren Sie die beiden Bahnkurven! Zeichnen Sie ja/fiéit = rden Geschwindigkeits-
und den Beschleunigungsvekor ein!

Aufgabe 15.17 Ldsung

2. \2
In einem Gelénde der Hohk(x,y) = 400— % wird vom Berggipfel bei(x,y) = (0,0)

zum auf Hohenniveau 0 befindlichen Meer lantgs) = (;Eg) = (i(())?)tt (;)nstt) ,t>0, eine
Stral3e gebaut.

a) Stellen Sie die Stral3e auf einer Landkarte grafisch dar!
b) In welchem Punkt erreicht die Stral3e das Meer?

c¢) In welche Richtung zeigt die Kartendarstellung der Stiaf3¢g,y) = (—1007,0) ?
d) Bestimmen Sie den Anstieg der Stral3e an dieser Stelle!

Aufgabe 15.18 Lésung

2 1 \2

In einem Gelande der Hohie(x,y) = 400— Xty (x, yundhin Meter) befindet sich langs
X(t)) _ (7000v2 cost 0<t<1 e?r?g %?roaﬂe
y(t) /)~ \5000v2sinmt )’ == '

a) Stellen Sie die Stral3e auf einer Landkarte grafisch dar!
b) Wo ist der hochste, wo ist der niedrigste Punkt der Stral3e?
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c) Stellen Sie den Stral3enverlauf als dreidimensionaléoviiktion dar!

d) In welche Richtung zeigt die Strale beiy) = (—7000 5000, in welche Richtung zeigt
die Kartendarstellung an dieser Stelle?

e) Bestimmen Sie den Anstieg der Stral3e an dieser Stelle!

Begleitendes Dreibein und Krimmung

Aufgabe 15.19 Losung
Geben Sie eine Parameterdarstellung des Kreises mit derasRadim den Punkl, 2) in der
x-y-Ebene an, bestimmen Sie sein begleitendes Dreibein (htemge Hauptnormalen- und
Binormalen-Einheitsvektor), ermitteln Sie seine Krimmung den Krimmungsradius!

Aufgabe 15.20 Ldsung
Bestimmen Sie das begleitende Dreibein, die SchmiegebehdamKrimmungskreis an die
2 cog
Schraubenlini&(t)= [ 2sint | im Punkt(2,0,0) !
t

Aufgabe 15.21 Ldsung
Geben Sie eine naturliche Parametrisierung, das ist eirareeerdarstellung, bei der der
Parameter die Bogenlange ist, des Kreises an, der beim SdkniEinheitskugel des drei-
dimensionalen Raumes mit der Ebgne x entsteht und bestimmen Sie sein begleitendes
Dreibein!

Aufgabe 15.22 Losung
V2sint

Gegeben sei die Kurvé(t) = | 2—/2sint
2cod

a) Ermitteln Sie das begleitende Dreibein im Puxkj !

b) Ermitteln Sie fur den Punkit) die Schmiegebene, die Krimmung, den Krummungsradius
und den Krimmungsmittelpunkt!

¢) Um was fur eine Kurve handelt es sich Bi) ?

Aufgabe 15.23 Losung
Ermitteln Sie flit =1 die Gleichungen der Tangente sowie der Normal- und der fgjaeinene
t

an die Kurvex(t)= | t? | !
t3

Aufgabe 15.24 Ldsung
t3

Gegeben sei die Kungt) = | 6t2 |. Ermitteln Sie
24t
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1
a) die Lange des Kurvenstiicks zwischen dem Koordinatenurgund| 6

24
b) die Tangente an die Kurve im Koordinatenursprung (Wadastfir eine Gerade?),

c) die Schmiegebene der Kurve im Koordinatenursprung und
d) den Krimmungskreis der Kurve im Koordinatenursprung!

Aufgabe 15.25 Ldsung

: - : , . 4
Eine Schraubenlinie sei durch die Parameterdarsteli{hg=2cog, y(t)=2sint, z(t)= :—,)t%
beschrieben.

a) Bestimmen Sie die Lange des Kurvensegmetrte8, 1] !

. : o 4 /1 3
b) Ermitteln Sie den Krimmungsradius im Pur<kit’§, \/E,é (7—T> 2) !

4
Aufgabe 15.26 Ldsung
2 \2
: : : , X .
Bestimmen Sie ausgehend von einer Parameterdarstellutbdlipse ?qté =1 den Kriim-
mungsradius in ihren Scheitelpunkten!
Aufgabe 15.27 Ldsung

Seia>0. Zeigen Sie, dass in einem beliebigen Punkt der Astrc»iéek y% — a3 der Krim-
mungsradius gleich Jalxy| ist!

Hinweis: Parameterdarstellung der Astroide= acos’t, y = asin’t

Aufgabe 15.28 Ldsung
y=Y(X) sei eine Kurve in der Ebene mit der Parameterdarsteg- (;8) Leiten Sie
X x X . . '

aus der Formek = | %3H fur die Krimmung die Formek = Lu her!
X (1+y?)?
Aufgabe 15.29 Ldsung
t —sint
Gegeben sei die Kurvé(t)=| 1—cost |, t€R.
0

a) Diskutieren Sie den Verlauf der Kurve und skizzieren &é& s

@y dl dl e
Hinweis:d—y:dy/dt :27 dy _ di _ di/dt _-X
dx dx/dt x> dx2 dx dx/dt 3

Im Folgenden soll nur der Abschnitt der Kurve vioa 0 bist = 2T betrachtet werden:

b) Bestimmen Sie das begleitende Dreibein!
Hinweis: 1— cost = 2sir? E, sint = ZsintE costE
c) Bestimmen Sie den Krimmungsradius!
d) Ermitteln Sie die Lange des Kurvenabschnitts!
e) Ermitteln Sie den Inhalt der von dem Kurvenabschnitt ierkeAchse begrenzten Flache!
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Aufgabe 15.30 Ldsung

a) Ermitteln Sie die Schnittkurven der Flacte= x* + y? mit den Koordinatenebenen sowie
mit den zurx-y-Ebene parallelen Ebener-a und skizzieren Sie die Flache grob! Um was
fur eine Flache handelt es sich?  /{cog

b) Zeigen Sie, dass die Funktiot{t) = | tsint | eine konische Schraubenlinie beschreibi!
t

c) Bestimmen Sie den Tangentenvektor an die konische Saimanie!

d) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die konischea&lgenlinie im Koordina-
tenursprung!

e) Durch Differenziation des , Tangenteneinheitsvektodss ist ein Vektor der Lange 1 in
Tangentenrichtung, erhalt man einen zur Tangentenrightuthogonalen Vektor (s. Auf-
gabel5.10. Die Richtung dieses Vektors bezeichnet man als ,Hauptat@nmichtung®.
Bestimmen Sie den Hauptnormaleneinheitsvektor an die &oeiSchraubenlinie im Ko-
ordinatenursprung!

f) Tangenten- und Hauptnormalenrichtung spannen die , $sdebene” auf, in die sich die
Kurve in der Umgebung des jeweiligen Punktes einschmiegt. Wormalenvektor der
Lange 1 der Schmiegebene wird als ,Binormaleneinheitsvéktezeichnet. Tangenten-,
Hauptnormalen- und Binormaleneinheitsvektor bilden dagjlgitende Dreibein“ der Kur-
ve. Bestimmen Sie das begleitende Dreibein der konischera&oénlinie im Koordina-
tenursprung!

g) Bestimmen Sie den Krimmungsradius der konischen Schmboieeim Koordinatenur-
sprung!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/15_030-0.pdf
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16 Eigenwertprobleme

Eigenwerte, Eigenvektoren und Diagonalisierung

Aufgabe 16.1 Ldsung

. 11 6
Sei A= <—18 _10).

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren!

b) Sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwertéroganal?
c) Fuhren Sie die Diagonalisierung aus!

d) Wie kann marA" (n>1, ganz) auf einfache Weise berechnen?
e) Berechnen Sia® undA>—A—2E !

Aufgabe 16.2 Ldsung

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma rii(L1 _192 und fihren Sie

die Diagonalisierung mithilfe der Matrix aus den Eigeneskn rechnerisch aus!

Aufgabe 16.3 Ldsung
5 4 -2

Berechnen Sie die Eigenwerte und EigenvektorenderMdtrik 5 2| und flhren Sie
6 6 O

die Diagonalisierung aus! Sind die Eigenvektoren zu veesignen Eigenwerten zueinander
orthogonal?

Aufgabe 16.4 Ldsung

Sei X Eigenvektor zum Eigenwerk der Matrix A, ferner seiE wie Ublich die Einheits-
matrix.

a) Vereinfachen Sie den Ausdrugid?—A—2E)X !

11 6 5 4 -2
b) Geben Sie fur die MatrizerA; = (—18 _10) und A, =14 5 2| ausden
6 6 O

Aufgabenl6.1und16.3die Eigenwerte und Eigenvektoren vén=A2—A—2E an!

Aufgabe 16.5 Lésung
Berechnen Sie die Eigenwerte und -vektoren der Matrize(}) _€> und b) (g g) !

Was ist hinsichtlich der Diagonalisierbarkeit der Matrizzi sagen?
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Aufgabe 16.6 Ldsung

Berechnen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektder Matrix (_2 ‘;’) im
komplexen Vektorraunt? !

Hinweis: Analog zur Betragsdefinition fiir komplexe Zahléni=/zz muss das Skalarprodukt komplexer Vek-
toren durch X-y = 3 xy; definiert werden. Fur die Norm eines komplexen Vektors giher

12l = vy 2z

Aufgabe 16.7 Lésung
Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma@é( _;) !

Aufgabe 16.8 Losung
110
Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matfix-3 5 0| !
001
Aufgabe 16.9 Ldsung
5 0 O
Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matfix 2 -3 ]!
2 0 2
Aufgabe 16.10 Ldsung
4 0 2
Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matfi0 2 2| !
2 23
Aufgabe 16.11 Losung
6 7 8 9
T . 0 345
Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der M o 1 2 !
0 00O
Aufgabe 16.12 Ldsung
2 000
. . . . 0200
Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren derMarlé 11 4 !
0011
Aufgabe 16.13 Ldsung
1 001
T : 0200
Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der M " o0 3 0 !
1 001
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Aufgabe 16.14 Lésung
Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren folgendéri2da:
8 9 2
a) (‘3‘ :g) b) (_f f’;) ol 1 o0 2]
2 -8 -2 7
Aufgabe 16.15 Ldsung
3 -10 -10
Gegeben sei die Matriga = | O 3 0
0 -5 =2
a) Berechnen Sie die Determinante!
b) Invertieren Sie die Matrix!
c) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren!
Aufgabe 16.16 Ldsung
-2 0 -5
GegebenseidieMatrix 0 3 O
30 6
a) Berechnen Sie die Determinante!
b) Invertieren Sie die Matrix!
c) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren!
d) Fuhren Sie die Diagonalisierung aus!
Aufgabe 16.17 Losung

Sei A= (i 3) eine beliebige reelle Matrix vom Typ22.

a) Ermitteln Sie die Eigenwerte!

b) Wann hat die Matrix zwei voneinander verschiedene régfienwerte?

¢) Wann hat die Matrix zwei voneinander verschiedene korepleagenwerte mit nicht ver-
schwindendem Imaginarteil?

d) Wann hat die Matrix einen doppelten reellen Eigenwerlem zwei voneinander linear
unabhangige Eigenvektoren gehdren? Geben Sie in dieséenatagh die Eigenvektoren

an!

e) Wann hat die Matrix einen doppelten reellen Eigenwertjem es nur einen linear unab-
hangigen Eigenvektor gibt?

Aufgabe 16.18 Ldsung

Die Matrix A = 0 ? hat offensichtlich den zweifachen Eigenwert 1. Wie muss o&m

Parametera wahlen, damit zu diesem Eigenwert genau ein bzw. genau avezirlunabhan-
gige Eigenvektoren gehoren?
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Aufgabe 16.19 Ldsung

Gegeben sei die MatridA = <_i 2)

.3 T .
a) Seia= 7 Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren!

b) Wie muss der Parametargewahlt werden, dam# einen doppelten Eigenwert hat? Be-
rechnen Sie auch in diesem Falle Eigenwert und Eigenvektor!

Aufgabe 16.20 Ldsung
1 ab

Obere Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Hauptdiagoaie | O 1 c | haben offen-
001

sichtlich den dreifachen Eigenwert 1. Geben Sie je einehgdMatrix an, fur die zu diesem
Eigenwert genau ein, genau zwei bzw. genau drei linear dmahyge Eigenvektoren gehoren!

Definitheit symmetrischer Matrizen

Aufgabe 16.21 Ldsung
Untersuchen Sie die folgenden Matrizen mit dem Kriterium @ylvester auf Definitheit:

21 G oG 20
2 -1 0 011

el -1 -2 o], fHl101], o
0 0 -2 110

Aufgabe 16.22 Ldsung

Bestimmen Sie die Eigenwerte und mit deren Hilfe die Definiieggenschaften der Matrizen
aus Aufgabel6.21a) —f) !

R o~ND O
Ao Wb
NEFPNPEP N
0O ©
© ooN DR

Aufgabe 16.23 Ldsung
Ermitteln Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren folgendatriden:

10 8 10 10 10 26 ~10 -8
a) < 8 10)’ b) (10 10)' ©) (26 10)’ d) ( -8 —10) :

Sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten gotined? Sind die Matrizen definit?

Aufgabe 16.24 Lésung
Seia ein beliebiger reeller Parameter. Ermitteln Sie die Eigenevund Eigenvektoren der
Matrix (12 13) I Sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerternogahal?

Sind die Matrizen definit?
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Aufgabe 16.25 Ldsung

Untersuchen Sie die Matri auf Definitheit!

Diagonalisierung symmetrischer Matrizen

Aufgabe 16.26 Ldsung
12

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der M{trig 9) !

b) Bilden Sie aus den normierten Eigenvektoren eine Matrittberzeugen Sie sich von ihrer
Orthogonalitat und fuhren Sie mit ihr die Diagonalisierang!

Aufgabe 16.27 Ldsung
a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der M<tt§x é !

b) Bilden Sie aus den normierten Eigenvektoren eine Matrittberzeugen Sie sich von ihrer
Orthogonalitat und fihren Sie mit ihr die Diagonalisierung!

Aufgabe 16.28 Ldsung
2 -1 2

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Mafrix1 2 —2 | und fuhren

Sie die Diagonalisierung der Matrix rechnerisch aus! 2 -2 5

Hinweis: Im Falle zweier linear unabhéngiger Eigenvektoren zu eiriigenwert erhdlt man orthogonale
Eigenvektoren zu diesem Eigenwert, indem man einen denizgg¢oren und die zu diesem orthogo-
nale Komponente des anderen Eigenvektors (s. z.B. Aufgatib)) verwendet.

Aufgabe 16.29 Lésung
Ermitteln Sie die Eigenwerte und ein vollstandiges Systeimomormierter Eigenvektoren der
011
Matrix |1 0 1] !
110

Fuhren Sie die Diagonalisierung der Matrix mithilfe dieSektoren rechnerisch aus!

Hinweis: Im Falle zweier linear unabhéngiger Eigenvektoren zu eiriigenwert erhalt man orthogonale
Eigenvektoren zu diesem Eigenwert, indem man einen denizgg¢oren und die zu diesem orthogo-
nale Komponente des anderen Eigenvektors (s. z.B. Aufgatib)) verwendet.

Aufgabe 16.30 Ldsung
Ermitteln Sie die Eigenwerte und ein vollstandiges Systeimomormierter Eigenvektoren der
1 -2 5
Matrix | —2 4 —10| !
5 -10 25

Fuhren Sie die Diagonalisierung der Matrix mithilfe dieSektoren rechnerisch aus!

Hinweis: Im Falle zweier linear unabhangiger Eigenvektoren zu eirtggenwert erhalt man orthogonale
Eigenvektoren zu diesem Eigenwert, indem man einen denizdéoren und die zu diesem orthogo-
nale Komponente des anderen Eigenvektors (s. z.B. Aufgatib)) verwendet.
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Kurven 2. Ordnung

Aufgabe 17.1 Ldsung
Gegeben seien die Kurven
(1) 4x%+ 25y%2 —56x+100y+196=0 und (1) 2+ 2y? —28x+ 20y +76=0.

a) Um was fur Kurven handelt es sich? Bestimmen Sie ggf. inteeMunkte und Halbach-
sen!
b) Skizzieren Sie die Kurven!

Aufgabe 17.2 Lésung
2

2
a) Seieraundb positive Zahlen. Zeigen Sie, dass sich die EIIipZ&L(—:ur é =1 inder Form
[ x(t)\ _ [acos ot
{X(t) = (y(t)) = (bsint)’ O§t<2n} darstellen lasst!
b) Stellen Sie die Kurven (1) und (Il) aus Aufgathé.1in dieser Form dar!

Aufgabe 17.3 Lésung

a) Zeigen Sie, dass durch die Gleichung®5 15+ 9y? — 36y + 36 = 0 eine Ellipse be-
schrieben wird!

b) Geben Sie den Mittelpunkt und die Halbachsen der Ellipge a

c) Transformieren Sie die Koordinaten so, dass der Mittépder Ellipse im Ursprung des
neuen Koordiantensystems liegt!

d) Stellen Sie die Ellipse wie in Aufgali&’.2a) dar!

Aufgabe 17.4 Ldsung
Klassifizieren und skizzieren Sie die Kurv@ 4 4y? — 2x+ 24y +33=0!

Drehung von Koordinatensystemen

Aufgabe 17.5 Lésung
Aus dem kartesischen Koordinatensysteqy) der Ebene gehe durch Drehung um den Win-
kel a in positive Richtung das Koordinatensysté¢énn ) hervor.
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a) Leiten Sie unter Verwendung der Beziehun-
. . . LY
gen zwischen den Seiten der in der nebenste- P
henden Skizze hervorgehobenen Dreiecke
wie sich die Koordinaten eines Punkteésm
x-y-System aus seinen Koordinaten ifnan-
System errechnen!
b) Stellen Sie die Koordinatentransformation in

der Form (?) =V <§) dar und zeigen Sie,

dass es sich b& um eine orthogonale Matrix X
mit detV =1 handelt!

<V

Aufgabe 17.6 Lésung
cosa FSsina
sina +cosa
darstellen lasst! Welche Folgerung ergibt sich daraus fawriinatentransformationen mit
orthogonalen Matrizen?

Beweisen Sie, dass sich jede orthogonale zweireihige Miatder Form

Aufgabe 17.7 Ldsung
Aus dem kartesischen Koordinatensysteqy) der Ebene gehe durch Verschiebung des Ko-
ordinatenursprungs in den Pur{kb,yo) und Drehung um den Winkel in positive Richtung
das Koordinatensystefd, n) hervor. Geben Sie an, wie si¢k y) aus(&,n) errechnet!

Aufgabe 17.8 Lésung
Notieren Sie die Transformationsgleichungen fir die Dngheines ebenen kartesischen Ko-
ordinatensystems um den Winkelin positive Richtung sowie fir die Rucktransformation
(Drehung um den Winked in negative Richtung)! Was passiert, wenn man diese inegrand
einsetzt?

Aufgabe 17.9 Ldsung
Aus dem kartesischen Koordinatensysteqy) der Ebene gehe durch Verschiebung des Ko-
ordinatenursprungs in den Pur{ 4) und Drehung um 4%in positive Richtung das Koor-
dinatensysten(i¢, n) hervor. Beschreiben Sie die Geragle- )—?f+3 in dem neuen Koordina-

tensystem!

Aufgabe 17.10 Ldsung
Aus dem kartesischen Koordinatensysteny) der Ebene gehe durch Verschiebung des Koor-
dinatenursprungs in den Puniét, —2) und anschliel3ende Drehung un’@é positive Rich-
tung das Koordinatensyste(d, n) hervor. Veranschaulichen Sie die Situation zeichnerisch
und ermitteln Sie rechnerisch die Gleichung der Gergde2x—4 in dem neuen Koordina-
tensystem!
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Aufgabe 17.11 Ldsung

Im kartesischen Koordinatensystéry) der Ebene sei die Gerage- 4x+i—§ gegeben. Be-
stimmen Sie die Gleichung dieser Gerade in dem Koordingstes (,n), das aus dem
System(x,y) durch Verschiebung OES Koordinatenurprungs in den Pkt = —i—; i—g)
und Drehung um den Winkel arctagq in positive Richtung hervorgeht!

Hinweis: Die Verwendung der Zahlen 13, 12 und 5 soll die Rechnung natéig vereinfachen. Warum ist das
S0?

Hauptachsentransformation fiir Kurven 2. Ordnung

Aufgabe 17.12 Lésung

Aus dem kartesischen Koordinatensysteqy) der Ebene gehe durch Drehung unf 46
positive Richtung das Koordinatensystéi n) hervor. Transformieren Sie die Gleichung
xy =8 in das neue Koordinatensystem! Skizzieren Sie die Kurva!whs flr eine Kurve
handelt es sich?

Aufgabe 17.13 Ldsung

Fihren Sie unter Verwendung der Matxbxaus Aufgabel 6.2e) fiir die Kurve 16+ 24xy+
9y?+15x—20y=0 die Hauptachsentransformation aus! Um was fiir eine Kuarelélt es
sich? Stellen Sie die Kurve grafisch dar!

Hinweis: 16x*-+24xy-+9y*+15x—20y = (X Y) (12 122)> (;) +{15 —20 (;> -0

Aufgabe 17.14 Ldsung

Fihren Sie fiir die Kurve & + 24xy+ 9y? + 20x+ 140y +500= 0 die Hauptachsentrans-
formation aus, klassifizieren Sie sie und stellen Sie sigsgptadar!

Aufgabe 17.15 Ldsung

Fiihren Sie unter Verwendung der Matkixaus Aufgabel6.27) fir die Kurve 82+4xy+
5y?=36 die Hauptachsentransformation aus! Um was fiir eine Knavelelt es sich? Stellen
Sie die Kurve grafisch dar!

Aufgabe 17.16 Lésung
Beseitigen Sie das gemischte Glied in der quadratischen Egryy) = 8x?+4xy-+5y?

a) durch Hauptachsentransformation entsprechend Aufgaliéund
b) durch quadratische Ergédnzung vor?-84xy !

c) Stellen Sie die Basisvektoren deg-Koordinatensystems und der beiden transformierten
Systeme grafisch dar und diskutieren Sie den Unterschieschem den beiden Vorge-
hensweisen!

d) Minimieren Sie die Funktiong(x,y) fur x,y € R mithilfe der beiden Transformationen!
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Aufgabe 17.17 Ldsung

Fihren Sie die Hauptachsentransformation fiir die Kux¥e- 6xy+ y? + 6v/2x+6v/2y = 18
aus und skizzieren Sie die Kurve im transformierten und irsgaungskoordinatensystem!

Aufgabe 17.18 Ldsung
Gegeben sei die Kurve 50— 240xy+ 288y + 104x — 689+ 169= 0.
a) Fuhren Sie die Hauptachsentransformation durch!

b) Um was flr eine Kurve handelt es sich?

c) Um welchen Winkel wurde das Koordinatensystem bei derpttinsentransformation
gedreht?

d) Skizzieren Sie die Kurve unter Angabe beider Koordinsysteme!

Aufgabe 17.19 Ldsung

Bringen Sie die Kurven a)»¥y=1 und b) 13°+10xy+13y*=72 in Hauptachsenlage!
Um was fur Kurven handelt es sich? Stellen Sie sie grafisch dar

Aufgabe 17.20 Losung

a) Fihren Sie die Hauptachsentransformation fiir die Kuxyer2/2(x+y) = 0 durch!
b) Zeichnen Sie die Kurve!

Aufgabe 17.21 Ldsung
In der kartesischen Koordinatenebene sei die Kurve? 218v/3xy+ 13y? = 225 gegeben.

a) Fuhren Sie die Hauptachsentransformation durch!

b) Klassifizieren Sie die Kurve und skizzieren Sie sie in deangformierten Koordinaten-
system!

c) Um welchen Winkel werden bei der Hauptachsentransfoomatie Koordinatenachsen
gedreht? Skizzieren Sie die Kurve im Ausgangskoordingtam!

Aufgabe 17.22 Ldsung

a) Fiihren Sie fur die Kurve X8 — 10xy+ 13y? = 288 die Hauptachsentransformation aus
und Kklassifizieren Sie sie!
b) Zeichnen Sie die Kurve im transformierten Koordinatestes!

Aufgabe 17.23 LOsung

Fihren Sie firr die Kurve x& — 6xy+ 11y?> = 12 die Hauptachsentransformation durch! Um
welche Art von Kurve handelt es sich?

Aufgabe 17.24 Ldsung

Fuhren Sie fir die Kurvex? + 6xy — 7y? = 18 die Hauptachsentransformation durch! Um
welche Art von Kurve handelt es sich?
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Aufgabe 17.25 Ldsung
Fiihren Sie fir die Kurvex® — 6xy+Yy? = 16 die Hauptachsentransformation durch! Um
welche Art von Kurve handelt es sich?

Aufgabe 17.26 Ldsung

a) Fiihren Sie fir die Kurve—3x? 4+ 10y/3xy— 13y?> = 18 die Hauptachsentransformation
aus und klassifizieren Sie sie!

b) Zeichnen Sie die Kurve im transformierten Koordinatestes!

Aufgabe 17.27 Ldsung

a) Fuhren Sie fir die Kurve—3x2 + 10v/3xy— 13y2 + 2/3x+ 2y = 16 die Hauptachsen-
transformation aus und klassifizieren Sie sie!

b) Zeichnen Sie die Kurve im transformierten Koordinatestsg!

Aufgabe 17.28 Ldsung
Fiihren Sie die Hauptachsentransformation fiir die KuR4e5xy+y2+3v2y=6 aus! Um
welche Art von Kurve handelt es sich?

Aufgabe 17.29 Losung
Fihren Sie fir die Kurve ¥+ 3y? 4+ 4x—2y—5=0 die Hauptachsentransformation aus,
klassifizieren Sie sie und zeichnen Sie sie im transforemeikioordinatensystem!

Aufgabe 17.30 Losung
Fihren Sie fir die Kurve 28+ 6xy+ 11y?+20y/10x+35=0 die Hauptachsentransforma-
tion durch, klassifizieren Sie sie und skizzieren Sie sigangformierten Koordinatensystem!

Aufgabe 17.31 Ldsung
Fihren Sie fur die Kurve 4& — 24xy+ 34y 4+ 25k = 825 die Hauptachsentransformation
aus, klassifizieren Sie die Kurve und skizzieren Sie sieamsformierten Koordinatensystem!

Aufgabe 17.32 Ldsung
Fihren Sie fur die Kurve 32+ 12xy+ 17y +52/13x =0 die Hauptachsentransformation
aus, klassifizieren Sie sie und zeichnen Sie sie im transifoem sowie im Ausgangskoordi-
natensystem!

Aufgabe 17.33 Lésung
Fihren Sie fiir die Kurvex® +xy+Yy? = 6 die Hauptachsentransformation durch und stellen
Sie die Kurve im transformierten und im Ausgangskoordinsystem graphisch dar!

Aufgabe 17.34 Lésung
Fihren Sie fir die Kurve » + 4xy+y? + 8/5x— 61/5y = 0 die Hauptachsentransformation
durch! Um was fur eine Kurve handelt es sich? Stellen Sie diev&im x-y-System grafisch
dar!
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Aufgabe 17.35 Ldsung

Drehen Sie das kartesiscke/-Koordinatensystem so, dass die die Kurxé+ 6xy+ 9y +

3v/10x— /10y = 0 in Hauptachsenlage lberfilhrt wird! Um was fur eine Kurvedwt es
sich? Skizzieren Sie die Kurve iry-System!

Aufgabe 17.36 Ldsung

Fiihren Sie fur die Kurve ¥ +12xy+4y?+26v/13x+13y/13y=0 die Hauptachsentransfor-
mation aus und klassifizieren Sie sie! Stellen Sie die Kunvg-iy-System grafisch dar!

Aufgabe 17.37 Ldsung
. . 75 .
a) Fuhren Sie fir die Kurve ¥8— 18xy+ 37y — 2¢/10x+ 61/10y = 75 die Hauptachsen-

transformation aus! Um welche Art von Kurve handelt es sich?
b) Skizzieren Sie die Kurve im transformierten Koordinatetem!
c) Um welchen Winkel wurde bei der Hauptachsentransfoonajedreht?
d) Geben Sie die Geradengleichungen der Achsen des trameftgn Koordinatensystems

im Ausgangssystem an!
e) Skizzieren Sie die Kurve im Ausgangssystem!

Hauptachsentransformation fur Flachen 2. Ordnung

Aufgabe 17.38 Ldsung
Bringen Sie die Gleichung der Flachex®s 6y? 4 72% — 4xy+ 4yz— 108= 0 in Hauptach-
senform! Um was fur eine Flache handelt es sich?

Aufgabe 17.39 Lésung

. . 1 . .
Fihren Sie fir die Flache? +y? + 22 — xy = 5 die Hauptachsentransformation durch und
klassifizieren Sie sie!

Aufgabe 17.40 Ldsung

a) Transformieren Sie die Flach#?2+ 4xz+ 4y? + 572 = 36 in Hauptachsenlage!
b) Klassifizieren Sie die Flache und ermitteln Sie ihre Heliiszn!

Aufgabe 17.41 Lésung
Gegeben sei die Flachex%+ 5y? 4 62° + 4xy+ 4yz+ 16x+ 32y + 32z = —40.

a) Fuhren Sie die Hauptachsentransformation durch!

b) Um was fir eine Flache handelt es sich?

c) Bestimmen Sie im transformierten Koordinatensystem dételunkt und die Schnitt-
punkte der Flache mit den Koordinatenachsen!

d) Skizzieren Sie grob die Flache in den transformiertenrdioaten!
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_041-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_041-0.pdf
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Aufgabe 17.42 Ldsung

a) Fuhren Sie fur die Flachex3+ 3y? + 822 — 2xy+ 2v/2x+ 2v/2y = 6 die Hauptachsen-
transformation aus und klassifizieren Sie sie!

b) Zeichnen Sie die Schnittkurve der Flache mit einer (vamethausgewahlten) der drei
Koordinatenebenen des transformierten Koordinatensyste

Aufgabe 17.43 Ldsung

Fuhren Sie die Hauptachsentransformation fitf -58y? + 5z° + 8xy— 2xz+ 8yz= 12 aus!

Um was fur eine Flache handelt es sich? Wie grol3 sind die ldahpénabschnitte? Skizzieren
Sie die Flache in den transformierten Koordinaten!

Aufgabe 17.44
Gegeben sei die FlachexB+ 5y? 4 522 — 4xy — 4xz— 8yz= 144.

a) Fuhren Sie die Hauptachsentransformation durch!
b) Um was fir eine Flache handelt es sich?

c) Skizzieren Sie die Flache im transformierten Koordinaystem!

Losung

Aufgabe 17.45

Gegeben sei die Flachex®+ 9y? + 872 — 12xz— 12yz= 153.

a) Fuhren Sie die Hauptachsentransformation durch!

b) Um was fir eine Flache handelt es sich?

c) Skizzieren Sie die Flache im transformierten Koordinaystem!

Losung

Aufgabe 17.46
Gegeben sei die Flache + 5y? + 22 + 2xy+ 6xz+ 2yz= 0.
a) Fuhren Sie die Hauptachsentransformation durch!
Hinweis: 6 ist ein Eigenwert.

b) Bestimmen Sie die Gleichungen der Schnittkurven der [Eladhden Koordinatenebenen
des transformierten Koordinatensystems! Um was fiur Kuhesmdelt es sich?
¢) Um was fir eine Flache handelt es sich?

d) Skizzieren Sie grob die Flache in den transformiertenrdioaten!

Losung


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/17_046-0.pdf

18 Funktionen mehrerer Veranderlicher

Funktionsbegriff und Darstellungsformen

Aufgabe 18.1 Ldsung

Der Flacheninhalt eines Dreiecks mit den Seitenlangem und c berechnet sich nach der
Heronschen Formel z&=/s(s—a)(s—b)(s—c), wobeis der halbe Umfang des Dreiecks ist.

Stellen Sie den Flacheninhalt eines Dreiecks mit dem Umgaalg Funktion von zwei Sei-
tenlangerx undy dar und geben Sie den Definitionsbereich dieser Funktioméithe Be-
deutung haben die Ecken des Definitionsbereichs?

Aufgabe 18.2 Ldsung

Ein ProduktionsergebnB hédnge von den Faktorerundy (z.B. Arbeitszeit, Kapitaleinsatz)
nach der FormeP(x,y) = % Ixy? ab.

a) Zeigen Sie, dass es sich um eine Cobb-Douglas-Funktiatettan

b) Wie ist der Definitionsbereich sinnvollerweise zu walleflelcher Wertebereich ergibt
sich?

c) Es sei vorgegeben, dass das Produktionsergé€beizielt werden muss. Lasst sich der
damit implizit gegebene Zusammenhang zwisckhendy explizit nachx bzw.y auflosen?

d) Mit welchen Kombinationen der Produktionsfaktorenndy lassen sich die Ergebnisse
P=1,P=2,P=3bzw.P =4 erreichen?

e) Stellen Sie die Funktion grafisch durch Niveaulinien dar!

f) Stellen Sie die Funktion als Flache (,Gebirge“ Giber dgrEbene) dar!

Hinweis: Als Cobb—-Douglas—Funktion bezeichnet man eine Funktioide
n n
f(X1,%2,...,%) = 0o [1 %% mit a; >0,i=0,...,n, ¥ aj=1.
i=1 i=1

Aufgabe 18.3 Ldsung

Die Hohe eines Gelandepunktes werde durch die Funkitiony) = 364 6x — x2 + 10y — y?
angegeben.

a) Klassifizieren Sie die Flache= 36+ 6x —x°+ 10y — y? |

b) Stellen Sie die Funktioh(x,y) durch Hohenlinien grafisch dar!

c¢) Hat die Funktiorh(x,y) globale Maxima bzw. Minima? Wenn ja, wo liegen diese, wie
kann man sie interpretieren?

d) Stellen Sie die Funktion als Flache grafisch dar!

e) Der Meeresspiegel entspreche dem Hohenniveau 0. Welelimd&punkte liegen auf
Meeresspiegelhbhe?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_003-0.pdf
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Aufgabe 18.4 Ldsung
Gegeben sei die Funktiofi(x,y) = x2 —y> — 2x— 6y.

a) Von welcher Art sind die Niveaulinien der Funktion?
b) Skizzieren Sie das Niveaulinienbild!
c) Ist die Funktion beschrankt?

Aufgabe 18.5 L Ldsung

(x—1)2+ (y—2)2+ (z—3)%

Gegeben sei die Funktiorf(x,y,z) = wobeix, y und z reelle

Argumente seien.

a) Bestimmen Sie Definitions- und Wertebereich!
b) SeiC eine beliebige reelle Zahl. Beschreiben Sie die Niveaufl&the, z) : f(x,y,z)=C}!

Aufgabe 18.6 Ldsung
100

T Xy 2+ 10y
a) Beschreiben Sie den Definitions- und den Wertebereichutgtion!
b) SeiC eine beliebige reelle Zahl. Beschreiben Sie die Niveaufl&theg,z): f(x,y,z)=C} !

Gegeben sei die Funktioffi(x,y, z)

Stetigkeit

Aufgabe 18.7 Lésung

Xy
- 0,0
Gegeben sei die Funktiom(x,y) = {x2+y2’ (y)#(0,0) :

0 (xy)=(0,0)
Wie verhélt sich die Funktion, wenn man sich langs einer Gamalem Koordinatenursprung
nahert? Ist sie stetig?

Differenziation

Aufgabe 18.8 Ldsung
Ein Produkt wird in unterschiedlichen Qualitaten von 2 Hetern produziert. Hersteller 1
muss flr die Herstellung von einem Stiuici€4Hersteller 2 muss & aufwenden. Die von den
Preisenp; fur ein Stick des Herstellers 1 umm fiir ein Stlick des Herstellers 2 abhéangige
Nachfrage betragi (p1, p2) =40000-20000p; +10000p, Stuck fur das Produkt des Her-
stellers 1 undNy(p1, p2) =60000+10000p; —10000p, Stiick fur das Produkt des Herstellers
2. Berechnen Sie die Preise und die Nachfrage nach den Pevddét beiden Hersteller, die
sich bei Marktgleichgewicht einstellen!

Aufgabe 18.9 Lésung

Ein Produkt wird in unterschiedlichen Qualitaten von 2 Femproduziert. Firma 1 muss fur
die Herstellung von einem Sticks Firma 2 muss & aufwenden. Die von den Preispifur

ein Stiuck der Firma 1 unp, fUr ein Stlick der Firma 2 abhéngige Nachfrage betrage in@000
Stick Ni(p1, p2) =39—3p1+3p2 fur das Produkt der Firma 1 uidp(p1, p2) =15+4p1—9p2

fur das Produkt der Firma 2. Berechnen Sie die Preise und dibfiN@e nach den Produkten
der beiden Firmen, die sich bei Marktgleichgewicht einetélWelche Gewinne werden dabei
erzielt?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_009-0.pdf
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Aufgabe 18.10 Ldsung
Eine Ferienanlage verfugt tiber Zimmer von zwei untersdicieein Qualitdten, die von den
Firmen Seeblick GmbH zum Prefs bzw. Landblick GmbH zum Preip, (jeweils in €)
vermietet werden, die von diesen Preisen abhangige NaghbatrageN; =200—2p1+ p2
bzw. N, =180+ p1—3p2. Die beiden Firmen wollen unabhangig voneinander ihrerikgen
Umsatz maximieren. Bei welchen Preisen wird ein Gleichgetvzielt, welche Umséatze
werden dabei erwirtschaftet?

Aufgabe 18.11 Ldsung
Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen erster und zweéltelnung sowie Gradient und
Hessematrix folgender Funktionen:

a) f(x1,%) = 2x2+xix3 an der Stellex; =1, xp=2,

b) f(x1,%2,X3) = X262 + arctarxs,

1
f ==
c) fxy) =
Sind die Funktionen total differenzierbar?
(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 18.12 Lésung
Bestimmen Sie den Definitionsbereich und alle ersten plentiéibleitungen der Funk-

z
tion f(x,y,2) =Inxy+2In— —Inzx !
(xY.2) =

(Wenzel, H.; Heinrich, G.: Ubungsaufgaben zur Analysisibfeer. 1. (einbandige) Aufl. 2005
(zuvor 2 Bande), Aufgabe 17.11c, S. 55)

Aufgabe 18.13 Ldsung
Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnusrgrainktionen

a) f(x,y) = cogax+by),

b) f(x,y,2) = sin(x+y+2z) cosx,

c) f(x1,%2) =In(xy+x3) an der Stelle; =1, x,=0 !

(@) und c) analog Wenzel, H.; Heinrich, G.: Ubungsaufgahemnalysis. Teubner. 1. (ein-
bandige) Aufl. 2005 (zuvor 2 Bande), Aufgabe 17.15, S. 55)

Aufgabe 18.14 Ldsung
Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen erster und zweételnung sowie Gradient und
Hessematrix folgender Funktionen:

a) f(X]_,Xz) = 1/1—X%—X%,
b) f(x,y) = sin(ax+ by) allgemein und fiifx,y) = (0,0),
c) f(X1,%2,X3) = X2 + X2 IN X3 — X2xp€%1 |

Aufgabe 18.15 Lésung

Berechnen Siei XCoy !
X X2+y?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_015-0.pdf
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Aufgabe 18.16 Ldsung

Bestimmen Sie Gradient und Hessematrix der Funkifgr, y, z) = xy?z+z allgemein und
im Punkt(—1,1,2) !

Aufgabe 18.17 Ldsung
Seig(t) = f(x1(t),x2(t),..., X (t)). Welche Konsequenzen hétte es, wenn in der Kettenregel
dg ~ o o0fdxy df dx of dxn
- Of(X)-X(t) = o..—xla—i—o.,—xza—i—ﬁ—d—xna

statt ,0" einfach ,d“ geschrieben und mit den partiellen Differesiguotienten wie mit Bru-
chen gerechnet wiirde, wie das bei gewothnlichen Differéamienten zulassig ist?

Aufgabe 18.18 Lésung
. : : . .d
Sei z=3x?+2xy mit x=sint und y=cost. Berechnen Sie = az

a) mit der Kettenregel,
b) durch Einsetzen!

Aufgabe 18.19 Ldsung

SeiF (x)=f(x,9(x)). Berechnen Si€’(x)

a) allgemein,

b) fur f(x,y)=In(x+y), g(x)=sinx, x:g !

Aufgabe 18.20 Ldsung
o 2 .0z dz

Sei z=In(e’+¢), y=x°. Berechnen SI%{ und v

Aufgabe 18.21 Ldsung
. . . du Jdu

Seiu=f(&,n) mit £ =x+y, n=x-y. Berechnen Sie.— und —!

X ay

Aufgabe 18.22 Losung
. : : Of f

Sei f(x,y)=u(&,n)=siné+&%n mit &€ =x2+y?, n=xy. Berechnen SI%—X undg—y !

Aufgabe 18.23 Ldsung

Sei f(x,y) =xy+eY, g(x)=Inx, h(x) =/, F(t) = f(g(t),h(t)). Berechnen Sieg—:(,
of dF

_ — 1
o"yunddt'


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_023-0.pdf
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Aufgabe 18.24 Ldsung

2 2 2
Beseitigen Sie in der partiellen Differenzialgleichungg—xg +4;x—;y + 53—;2J = 36 durch
Hauptachsentransformation entsprechend Aufdab&sdas gemischte Glied!

Aufgabe 18.25
Seif(x,y) =x3—2xy? +y+4.

a) Berechnen Sie das vollstandige Differenzial!

b) Wie andert sich der Funktionswert, wenn ausgehendxvegi=1 x um 0002 zu- undy
um 0.001 abnimmt! Ermitteln Sie einen Naherungswert miteHiles vollstandigen Diffe-
renzials sowie die tatsachliche absolute Anderung!

c) Schéatzen Sie mit Hilfe des vollstandigen Differenziads &ehler bei der Bestimmung von
f(x,y) ab, der entstehen kann, wenn die Wertel undy=1 jeweils mit einer Genauigkeit
von 0002 ermittelt worden sind!

d) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an deh&&= f(x,y) im Punkt
(x,¥,2)=(1,1,4) (Taylorentwicklung bis zu den linearen Gliedern)!

Losung

Aufgabe 18.26
2
Sei f(x,y) =x€ " +2In(xy?).

a) Fur welchex,yeR ist die Funktionf(x,y) definiert?

b) Berechnen Sie alle ersten und zweiten partiellen Ablgiganvonf (x,y) !

c) Schatzen Sie den Fehl&f ab, der bei der Berechnung vdix,y) entstehen kann, wenn
X undy nur mit einer Genauigkeit von01 zux~ 2, y~ 1 bekannt sind!

LOsung

Aufgabe 18.27 LOsung

Fur die Herstellung eines Produktes werden RohstffeR, und R3 bendtigt, deren Preise
mit p1, P2 und p3 bezeichnet werden. Der Gewinn pro verkaufter MengeneinlesiProdukts

betrageG(p1, p2, p3) = 800— 3p1 — 2p2 — 5ps. Es seip, = 50 undps = 20. Fur welche Preise
p1 ist der Gewinn positiv und im Verhaltnis 7y elastisch?

Hinweis: Die partielle Elastizitat wird analog der gewdhnlichen Elastizitat eingeflihrt: Dashéltnis der rela-

tiven Anderungen der GroReiixy, . .., Xn) undx; betragt ungeféahgs y, = o1/0x% Xi, wenn die GroRRen

f
Xj, ] # 1 unverandert bleiben.

Aufgabe 18.28
Eine von den Produktionsfaktoren bis x4 abhé&ngige Produktionsfunktion laute

P(X1, X2, X3, Xa) = /X1 X3x3%G .

a) Zeigen Sie, dass es sich um eine Cobb-Douglas-Funktiareliin

b) Ermitteln Sie die partiellen Elastizitdten des Produksiergebnisses bezuglich der einzel-
nen Faktoren!

c) Welche prozentuale Erhéhung des Produktionsergelnisiseu erwarten, wenn der Fak-
torx (i=1,...,4) um 2,5 % erhoht wird und die anderen Faktoren unverandehkdsi@

Losung


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_028-0.pdf
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Aufgabe 18.29 Lésung

Sei f(x,y) = /X2 +V2.

a) Zeichnen Sie das Niveaulinienbild!

b) Um was fir eine Flache handelt es sichbeif (x,y) ?

c) Bestimmen Sie den Gradienterf (x,y) !

d) Ermitteln Sie die Ableitung der Funktiof(x,y) im Punkt(3,4) in Richtung des Vektors

5
12 !

e) Ermitteln Sie mithilfe des vollstandigen Differenziai@wie mithilfe der Richtungsablei-
tung, wie sichf (x,y) ndherungsweise andert, wexmon 3 auf 3.01 ung von 4 auf 4.024
wachst? Vergleichen Sie die Ergebnisse mit der tatsaehliédimderung!

f) In welche Richtung wachdt(x,y) am starksten? Argumentieren Sie sowohl mit dem Gra-
dienten als auch mit der geometrischen Bedeutung der Fumhktio

g) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an deh&lién Punk(3,4,5) !

Aufgabe 18.30 Ldsung
Gegeben sei die Funktiof(x,y) = Xex .

a) Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen erster undtew@rdnung!

b) Ermitteln Sie im Punktx,y) =(2,2) die Richtungsableitung in Richtung der Winkelhal-
bierenden des |. Quadranten!

c) Wie lautet die Gleichung der Tangentialebeneaf (x,y) im Punkt(x,y,z) =(2,0,2)?

Aufgabe 18.31 Lésung

Ermitteln Sie die Ableitung der Funktiof(x,y) =x%y® im Punkt(1, —2) in die Richtung, die
durch Drehung der positiverAchse um den Winkett/6 in positiver Richtung entsteht!

Aufgabe 18.32 Ldsung
Berechnen Sie die Ableitung der Funktidi{x,y) = Wsyz im Punkt(x,y) = (v/3,1) in die

Richtung, die mit der positiver-Achse einen Winkel von#%/3 bildet!

Aufgabe 18.33 Ldsung

Berechnen Sie die Richtungsableitung vadn(x,y,z) = \/(X—1)2+(y—2)2+(z—3)2 im

2
Punkt(x,y,z) = (4,6,15) in Richtungl = (1) !
2

Aufgabe 18.34 Ldsung
1000+ X+Yy+/Xy+ 76
10

(;) = (;) +t (2) eine Stral3e gebaut. Bestimmen Sie den Anstieg der Stral3elén-Ge

depunkt(x,y) = (4,6) !

Durch ein Gelande mit der Hohle(x,y) =

werde langs der Gerade
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Aufgabe 18.35 Ldsung

Betrachtet werden die Funktiondfix,y) :xexzy_4+2 In(xy?) (vgl. Aufgabel18.26, x(u,v) =

e'+e?, y(u,v)=e"e? undh(u,v)= f (x(u,v),y(u,v)).

a) Berechnen Sie von der Funktidiix,y) im Punkt(x,y) = (2,1) die ersten partiellen Ab-
leitungen sowie die Ableitung in die Richtung, die mit deripigen x—Achse den Winkel
311/4 bildet!

b) Welchen Winkel bildet die Richtung, in dif(x,y) vom Punkt(x,y) = (2,1) ausgehend
am starksten wachst, mit der positiverAchse?

c) Berechnen Sie von der Funktibifu, v) im Punkt(u,v) = (0,0) die ersten partiellen Ab-
leitungen!

Aufgabe 18.36 Lésung
Xy 0,0

Berechnen Sie fur die Funktioffi(x,y) = ¢ x2+y2’ (xy)#(0,0) die partiellen Ableitun-
0 (xy)=(0,0)

gen sowie die Ableitung in Richtung der Geradeax im Koordinatenursprung!

Aufgabe 18.37

LOsung
Ein Temperaturfeld sei durchi (x,y,z) = 2x> — 3yz+4 gegeben.

a) In welche Richtung andert sich die Temperatur ausgehemdRumkt(2,0,2) am starks-
ten?

b) Wie grol} ist ausgehend von diesem Punkt der maximale Traopanstieg pro Langen-
einheit?

c) Wie grof} ist die tatsé&chliche Temperaturdnderung, wamndem Punkt ausgehend ein

Zwanzigstel bzw. eine volle Langeneinheit in Richtung degimalen Temperaturanstiegs
zurtckgelegt wird?

Aufgabe 18.38

LOosung
Betrachtet wird die Funktionf (x,y) =y—x?+2x.

a) Stellen Sie die Funktion grafisch durch Niveaulinien dar!

b) Ermitteln Sie fur den Punkk,y) = (0, 1) die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion

f(x,y) sowie die Richtungsableitung in diese Richtung! Zeichnerd&edRichtung in das
Niveaulinienbild ein!

¢) In welche Richtung ist die Richtungsableitung im Pupkty) = (0,1) gleich 0? Zeichnen
Sie auch diese Richtung in das Bild ein!

d) Welche Beziehung besteht zwischen der Niveaulinie dueshRuUnkt(x,y) = (0,1) und
der Gerade mit der bei c) ermittelten Richtung durch diesetkfPu

Aufgabe 18.39

LOosung
Betrachtet wird die Funktionf (x,y) =x—y?+4y.

a) Stellen Sie die Niveaulinie der Funktidiix,y) durch den Punktx,y) = (4,0) als Funktion
einer Veranderlicher=x(y) dar!

b) Skizzieren Sie das Niveaulinien der Funktib(x,y)! Heben Sie in diesem die bei a)
ermittelte Niveaulinie hervor!
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c) Ermitteln Sie fur den Punkk,y) = (4,0) die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion
f(x,y) sowie die Richtungsableitung in diese Richtung! Zeichnerd&edRichtung in das
Niveaulinienbild ein!

d) In welche Richtung ist die Richtungsableitung im Pupky) = (4,0) gleich 0? Zeichnen
Sie auch diese Richtung in das Bild ein!

e) Welche Beziehung besteht zwischen der Niveaulinie duechRuUnkt(x,y) = (4,0) und
der Gerade mit der bei d) ermittelten Richtung durch dieserk?u

Taylorentwicklung

Aufgabe 18.40 Lésung

Gegeben sei die Funktiof(xy, Xp, x3) =21€23%.

a) Entwickeln Sie di€f (x1,X2,X3) an der Stelléxz, X2,X3) nach der Taylorformel bis zu den
linearen Gliedern!

b) Ein Produktionsergebnis héange durch die Funktioxy,x2,x3) von den Faktorems, x»
und x3 ab. Ermitteln Sie n&herungsweise die relative Zunahme deguRtionsergeb-
nisses, die die VergroRerung des Faktgréi = 1,2,3) um ein Prozent ausgehend von
(X1,%2,%3) = (2,1,1) mit sich bringt!

Aufgabe 18.41 Ldsung

Entwickeln Sief (x,y) =x fur (Xo,Yo) =(1,1) nach der Taylorformel bis zu den quadratischen
Gliedern und bestimmen Sie damit naherungswe;jg&'f? |

Aufgabe 18.42 Ldsung

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene an die &laeh, /Xy im Punkt(x,y, z) =
(3,12,6) !

Aufgabe 18.43 Lésung
Entwickeln Sie z = zg_sx an der Stelle(x,y) = (0,0) nach der Taylorformel bis zu den
guadratischen Gliedern und geben Sie die Gleichung derefaiadebene an!

Aufgabe 18.44 Ldsung

Sei f(x,y) =v1—x—YV.

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades fur dikfiam f (x,y) um den Ent-
wicklungspunkt(0,0) !

b) Geben Sie die Gleichung der Tangentialebene-af(x,y) im Punkt(0,0) an!

c) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kureet, y=t, z=+/1—2t im Punkt
(0,0,1)!

d) Zeigen Sie, dass die in c) ermittelte Tangente in der imr)teelten Tangentialebene liegt!

Aufgabe 18.45 Ldsung

Entwickeln Sie f(x,y) = y/1-x2—y2 fir (Xo,Yo) = (0,0) nach der Taylorschen Formel bis
zu den Gliedern vierter Ordnung!
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Aufgabe 18.46 Ldsung

. . 17 1
Betrachtet werden die Funktionefi (x,y) =2(x>+y?) undfa(x,y)= §—§<X2+y2).

a) In welcher Kurve schneiden sich die beiden Paraboloide?

b) Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangentialebenen dedien Paraboloide im Punkt
(1,0,2) ! Zeigen Sie, dass die Stellungsvektoren dieser Tangeb&aken zueinander or-
thogonal sind!

(nach Luderer, B.; Paape, C. u. Wiirker, U.: Arbeits- und UbungjsWirtschaftsmathematik.
5. Aufl. Teubner 2008, Beispiel 7.7, S. 202f.)

Aufgabe 18.47 Ldsung
X(t) tcost
a) Zeigen Sie, dass die Kunit) = | y(t) | = | tsint | auf dem elliptischen Paraboloid
2
z=x?+y? verlauft! 2(t) t

2
zwei verschiedene Werte des Parameteng)ibt!
c) Ermitteln Sie fur diesen Punkt die Gleichungen der beit@mgenten an die Kurve und
mit deren Hilfe die Gleichung der Tangentialebene an daatiedwid!
d) Entwickeln Sief (x,y) =x?4y? fiir (Xo,Yo) = (0, 7—2T> in eine Taylorreihe!
e) Bestimmen Sie die Tangentialebene mit Hilfe der Tayloveakiung!

T
b) Zeigen Sie, dass der Pum{tO, E,g) Doppelpunkt auf dieser Kurve ist, d.h. sich fur

Implizite Differenziation

Aufgabe 18.48 Lésung
Lasst sich der implizit durck (x,y) =0 definierte Zusammenhang verindy explizit nachy
als Funktiony=y(x) auflosen, so gilt unter Differenzierbarkeitsvoraussegmn
J = dy  JF/ox
dx  JdF/dy’

a) Begriinden Sie diese Formel mit der Kettenregel!

b) Ein Zusammenhang zwischen den GrégRandy sei durch(x, y) =36+6x—x2410y—y?=
45 beschrieben. Ermitteln Sy&(x) fur x=6, y=1 durch implizite Differenziation sowie
durch explizite Auflosung nachund anschlie3ende Differenziation!

c) Was passiert in gleichem Zusammenhang im Puai8, y=5 ?

Aufgabe 18.49 Losung
In der Umgebung des Punktés, 2) werde durch F(x,y) =x°+y*—4xy—11x+2=0 eine
Funktiony=y(x) definiert.

a) Zeigen Sie, dass durdh(x,y) =0 in der Umgebung des Punkté$, 2) eine Funktion
y=Y(x) definiert wird!

b) Berechnen Sig(1) !

c) Ermitteln Sie ndherungsweigél.1) !
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Aufgabe 18.50 Ldsung

a) In der Umgebung welcher Punkte ist durefi+4y>—16y+12=0 eine Funktiony(x)
definiert?

b) Ermitteln Sie die Ableitung/(x) dieser Funktion an der Stell¢x,y) = (1,2, 2,8) durch
implizite Differentziation!

c) Interpretieren Sie die Ergebnisse von a) und b) georcétris

Aufgabe 18.51 Ldsung

Betrachtet wird das Nullniveau der Funktiix, y) = 10x%+12xy+10y?4-8x-+24y (vgl. Auf-
gabel8.89.

a) Zeigen Sie, dass in der Umgebung des Pur(ktgs = (O, —%2) durch das Nullniveau eine
Funktiony = ¢ (x) definiert wird!

b) Bestimmen Sie fiir diese Funktion die Ableitugg0) durch implizite Differenziation!

c) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangemie) im Punkt(x,y) = (O,—lgz) an die Ni-
veaulinie!

d) Vergleichen Sid (0.1) und¢(0.1) !

Aufgabe 18.52 Ldsung
Durch das Nullniveau der Funktioh(x,y) = 11x?4-10xy+11y?+192—44 werde in der Um-
gebung des Punktég, y) = (0,2) die Funktiony= ¢ (x) definiert.

a) Bestimmen Sig’(0) durch implizite Differenziation!

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangetite an die Niveaulinief (x,y) =0 im Punkt
(xy)=(0,2) !

c) Zeichnen Sie die Niveaulinie und die Tangente!
d) Bestimmen Sig (0.03) exakt und vergleichen Sie diesen Wert 1@.03) !

Aufgabe 18.53
Seih(x,y) = \/Xx2—4x+4y2+8y+17 die Hohe des Gelandepunktasy).
a) Wo ist der niedrigste Punkt des Gelandes, welche Hohahat e

b) Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Hohenliriéx,y) = 5 mit den Koordinatenachsen
sowie mit den Geradex=2 undy=-1 !

c) Skizzieren Sie die Hohenlinid(x,y) =5 !
d) Ermitteln Sie durch implizite Differenziation der Fuidd F (x,y) = (h(x,y))>—25=0 den

Anstieg der Tangenten an die Hohenlinigx,y) = 5 in ihren Schnittpunkten mit dee
Achsel!

Losung

Aufgabe 18.54 Ldsung

Gegeben sei die FunktioR (X1, X2) =X +X3— 31 X2 — 3.

a) Gibt es in der Umgebung des Punk{eg x2) = (1,2) eine eindeutig bestimmte Funktion
¢ mit xo=@(Xq), S0 dasF (X1, ¢ (x1))=07?

b) Wie muss die Variablg, in einer Umgebung des Punktgg, %) =(1,2) auf kleine Ande-
rungen der Variabler, reagieren, damit die Gleichurgx1,x2) =0 noch ndherungsweise
erfullt bleibt?

c) Stellen Sie die Losungsmenge VbBiixg, x2) =0 in der Umgebung vorixy,X2) = (1,2)
grafisch dar! Benutzen Sie daftir Taylorpolynome ersten uraitew Grades!

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)
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Aufgabe 18.55 Ldsung
Durch die GleichungF(x,y) = x5 +y% —2 =0 wird implizit eine ,Astroide“ beschrieben.
: : o : x(¢)) 3 (cos°’¢>
a) Zeigen Sie, dass sich diese Astroide du = =22 . auch als
) Zelg ) (y(cp) Sir

Vektorfunktion beschreiben lasst!
b) Skizzieren Sie die Kurve!

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Astroide inkiPéi)

c¢) durch Differenziation der Vektorfunktiox(¢ ),
d) durch implizite Differenziation vof (x,y) =0,
e) durch explizite Auflésung voR (x,y) =0 und anschliel3ende Differenziation!

Extremwertaufgaben ohne Nebenbedingungen

Zusammenfassungsradient, Hessematrix, Definitheit, Taylorentwicklung und
Extremwertaufgaben von Funktionen mehrerer Variabler

Aufgabe 18.56 Lésung
Bestimmen Sie alle stationaren Punkte der folgenden Furétioind untersuchen Sie mittels
der zweiten partiellen Ableitungen, ob Extrema vorliegad uon welchem Typ diese sind:

a) f(x,y) =3 — X2+ xy— 3y?+ 7x+ 2y,
b) f(xy) = <x+y>2,8

C) f(x,y):x+y+x—y,
d) f(xy) =xlny—2x2 !

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 18.57 Ldsung
Untersuchen Sie die Funktioh(x,y) = 2x*+y?>+xy+x—5y auf Extremwerte!

Aufgabe 18.58 Lésung
Untersuchen Sie die Funktiof(x,y) = 3x%42y? —4xy+22x—16y auf Extremwerte!

Aufgabe 18.59 Ldsung

Sei f(x,y) = (€ +e ) (y*—3y*+5).

a) Ermitteln Sie die Gleichungen der Tangentialebeneraf(x, y) in den PunkterO, 0, 10)
und(0,1,6) !

b) Ermitteln Sie die lokalen Extrema und Sattelpunkte demd&on f (x,y) !

c¢) Hat die Funktionf (x,y) globale Extrema?

Aufgabe 18.60 Ldsung
Untersuchen Sie die Funktioi(x,y) = xy? — 4xy— 2x+ 2€¢ auf stationdre Punkte und Ex-
trempunkte!
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Aufgabe 18.61 Ldsung

Untersuchen Sie die Funktiori(x,y) = (x—6)%+ (x+2)y?+ 10 auf stationare Punkte und
Extremwerte!

Aufgabe 18.62 Ldsung
Untersuchen Sie die Funktiof(x,y) = 2x>+ 3y —4xy— 12x+14y+22 auf Extremwerte!

Aufgabe 18.63 Ldsung
Untersuchen Sie die Funktioh(x,y) = x?(2—y) 4+y? auf Extremwerte!

Aufgabe 18.64 Lésung
Untersuchen Sie die Funktiof(x,y) = x?(2—y) — y® + 3y? 4 9y auf Extremwerte!

Aufgabe 18.65 Ldsung

a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen und Extremwee Funktion
f(xy) =x}y—3xy+y?+1, xcR, yeR!
b) Handelt es sich bei den lokalen Extrema um globale ExtPema

Aufgabe 18.66 Losung
Untersuchen Sie die Funktiof(x,y) = 12xy—x3y+16Iny—32y auf Extremwerte!

Aufgabe 18.67 Ldsung
Untersuchen Sie die Funktioh(x,y) = 27xy—xy>—57x+6Inx auf Extremwerte!

Aufgabe 18.68 Ldsung

a) Bestimmen Sie die Extremwerte der Funktib(x,y) = x2y — 6xy+9y+yIny !
b) Handelt es sich um globale Extremwerte?

Aufgabe 18.69 Ldsung

a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen und Extremwee Funktion
f(xy)=e*(+2xy—y?) !
b) Hat die Funktion globale Extrema?

Aufgabe 18.70 Lésung
Gegeben sei die Funktiof(x,y) = (3 4+2x2+1)(y* + 1), x,y € R.
a) Berechnen Sie alle ersten und zweiten partiellen Ablgauah

b) Ermitteln Sie die Extremstellen und Sattelpunkte derkion!
c) Geben Sie den Wertebereich der Funktion an!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_061-0.pdf
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Aufgabe 18.71 Ldsung
Sei f(x,y) = 10— 2x? — 3y? + 4xy — 4x+ 8y.
a) Entwickeln Sief (x,y) an der Stelldxg, o) in eine Taylorreihe!

b) Untersuchen Sie die Funktidrix,y) auf Extremwerte!

c) Geben Sie die Taylorentwicklung vdi{x,y) am Extremum und die Taylorentwicklung
von f(x,y) am Koordiantenursprung an!

d) Geben Sie die Gleichung der Tangentialebenen an die él&ehf(x,y) im Extremum
sowie im Koordinatenursprung an!

Aufgabe 18.72 Lésung
: X2+ 6x+19

Sei f(x,y) = EEVIE

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion!

b) Entwickeln Sie die Funktion an der Ste(l@ 1) in eine Taylorreihe bis zu den quadrati-
schen Gliedern und geben Sie die Gleichung der Tangereiadedin die Flache= f(x,y)
in (0,1,19/2) an!

¢) Untersuchen Sie die Funktion auf Extrema und Sattelginkt

d) Geben Sie die Taylorentwicklung bis zum quadratischeaddind die Tangentialebene
am Sattelpunkt an!

e) Bestimmen Sie den Wertebereich der Funktion!

Aufgabe 18.73 Ldsung
Sei f(x,y) = (x*—12x+vy)e'. Bestimmen Sie

a) Gradient und Hessematrix vdiix, y),

b) die Taylorentwicklung vori (x,y) am Koordinatenursprung bis zu den quadratischen Glie-
dern,

c) die Gleichung der irixg, Yo) = (0,0) anz= f(x,y) gelegten Tangentialebene,
d) die lokalen Extrema und Sattelpunkte vbx,y) !
e) Hat die Funktion globale Extrema?

Aufgabe 18.74

Gegeben sei die Funktiof(x,y) = (x3 + 3x? 4 1) coshy.

a) Hat die Funktion globale Extrema?

b) Ermitteln Sie die relativen Extrema und Sattelpunkte!

c) Geben Sie die Taylorentwicklung vdiix,y) fur den Entwicklungspunkt0, 0) bis zu den
guadratischen Gliedern an!

LOosung

Aufgabe 18.75 Lésung
Betrachtet wird die Funktionf (x,y) = x(Inx+y*—32y+47) fur x>0 und yeR.

a) Bestimmen Sie die lokalen Extremwerte dieser Funktion!

b) Ermitteln Sie mithilfe der Richtungsableitung in Richtu@@y 3)T néherungsweise, wie
sich f(x,y) &ndert, wenn man sich vdm,y)= (1, 1) nach(x,y) = (1,004, 1,003) bewegt!

c¢) In welche Richtung wachst(x,y) ausgehend vofx,y) = (1, 1) aus am starksten?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_071-0.pdf
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Aufgabe 18.76 Ldsung
y

X
a) Hat die Funktion globale oder lokale Extrema bzw. Satiiekpe?

b) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangentialebene im Pgakt) anz= f(x,y) !

c) Seid ein Vektor in gegentiber der positiv&Achse im positiven Sinne um 8@Qedrehter

Furx > 0,y > 0 sei die Funktionf (x,y) = x—y+In= definiert.

Richtung. Berechnen Sie die Richtungsableit%%Qe, 1)!
d) In welche Richtung wéchdt(x,y) ausgehend vo(x,y) = (e, 1) am starksten?

Aufgabe 18.77 Ldsung

Bestimmen Sie die Sattelpunkte und die lokalen und globabkdrestellen der Funktion
f(x,y) = 4xy+6x+2y+3 (iber dem Quadraf(x,y) € R?: -5 < x,y <5} !

Aufgabe 18.78 Ldsung

Bestimmen Sie die Extrema vorf(x,y) = x> +y° + 4axy, wobeia ein beliebiger reeller
Parameter sei! Handelt es sich um globale Extrema?

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 18.79 Ldsung
Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema der Funkija) = x*-+y*—2x2+4xy—2y? |

Aufgabe 18.80 Losung
Bestimmen Sie die globalen Extrema vdiix,y) = sinx+siny-+sin(x+y) Uber dem Gebiet
T T
= 1
[o, 2] 8 [O’ 2] '
Aufgabe 18.81 Lésung

Untersuchen Sie die Funktiofi(x,y,z) = X% + 2y? + 22 — xy? + 12x+ 2z auf Extremwerte!

Aufgabe 18.82 Lésung

a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen und Extremwee Funktion
f(x,y,2) =X +y?+ 22+ 12xy+ 227!
b) Handelt es sich bei den lokalen Extrema um globale Exteema

Aufgabe 18.83 Lésung
a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen und Extremwege Funktion

f(X,Y,2) = Y° + X2+ 122 + 22 4+ 12xy— 240y 4 62!
b) Handelt es sich bei den lokalen Extrema um globale ExtPema


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_076-0.pdf
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Aufgabe 18.84
Sei f(x,y) = 10x% + 12xy+ 10y? + 8x+ 24y, X,y € R.

a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen!

b) Fuhren Sie fur die Niveauliniefi(x,y) = C die Hauptachsentransformation aus!

c) Skizzieren Sie das Niveaulinienbild im transformiert&ordinatensystem und im Aus-
gangssystem!

d) Ermitteln Sie den Wertebereich der Funktibix,y) !

Losung

Aufgabe 18.85

Lésung
Sei f(x,Y,2) = X2 +y? + 7% — Xy+ 22+ X.

a) Bestimmen Sie die stationaren Punkte ¥R y, z) und ermitteln Sie durch Definitheits-
untersuchung der Hessematrix, ob es sich um Extrema hamaklion welchem Typ diese
sind!

b) Beseitigen Sie irf (x,y,z) durch Hauptachsentransformation das gemischte Gliedtiwel
Art haben die Niveauflachen der Funktion, welches sind itwbajen Extremwerte?

¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen beiden Wegen?

Aufgabe 18.86 Losung
Ermitteln Sie, sofern existent, die lokalen und globaletr&mxstellen der Funktionen

a) f(x,y) = X2 — 6xy+y? + 6v/2x+ 612y,
b) f(X,Y,2) = 4x% 4+ 5y? + 62% + 4xy+ dyz+ 16X+ 32y + 32z !

Von welcher Art sind die Niveaulinien bzw. Niveauflachensdie Funktionen? Welcher Zu-
sammenhang besteht zu den Aufgabéril7und17.41?

Aufgabe 18.87 Ldsung

2 2 2
Bestimmen Sie die stationaren Punkte der Funkfipqy, z) :X+Z&+V+E (x,y,z>0) und

ermitteln Sie durch Definitheitsuntersuchung der Hessaxnab es sich um Extrema handelt
und von welchem Typ diese sind!

Aufgabe 18.88

LOosung
Gegeben sei die Funktiofi(x,y,z) = € <x2 +y?+ 22+ g) .

a) Untersuchen Sie die Funktion auf Extremstellen!
b) Hat die Funktion globale Extrema?

c) Ermitteln Sie den groRten und kleinsten Wert der Funktigmer dem Wiurfel
{(xy%,2): x| <Lyl <1,z <1}!

Aufgabe 18.89

a) Ermitteln Sie die Extrema vorfi(X,y,z) = X + Y + z (X,y,2>0) !
y+zZ X+zZ X+y
b) Hat die Funktion Giber dem I. Oktanten globale Extrema?

LOsung



http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_084-0.pdf
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Aufgabe 18.90 Lésung
: Z

Sei f(x,y,2) = xIn{(—4+4x—y—22.

a) Fur welchex,y,ze R ist die Funktionf (x,y,z) definiert?

b) Berechnen Sie alle ersten und zweiten partiellen Ablgganvonf (x,y,z) !

c) Schatzen Sie den Fehlef ab, der bei der Berechnung vé(x,y,z) entstehen kann, wenn

X, y undz nur mit einer Genauigkeit von D zux~1,y~ 2, 2~ 2 bekannt sind!
d) Bestimmen Sie die Extremwerte vé(x,y,z) !

Aufgabe 18.91 Lésung
Sei f(x,y) =y> —3x%y+24x+ 8.

a) Untersuchen Sie die Funktion auf stationédre Punkte utiEwerte!

b) In der Umgebung vo(x,y)= (0, —2) sei durchf (x,y) =0 eine Funktiory= ¢ (x) definiert.
Ermitteln Sie durch implizite Differenziation einen Nabhegswert firg (0.01) !

Aufgabe 18.92 Ldsung
Sei f(x,y) =y*— &3y + 96x— 1.

a) Untersuchen Sie die Funktion auf stationére Punkte utEwerte!

b) In der Umgebung voix,y) = (0,1) sei durchf (x,y) =0 eine Funktiory= ¢ (x) definiert.
Ermitteln Sie durch implizite Differenziation einen Nabegswert fiirg (0.001) !

Aufgabe 18.93 Ldsung
Sei f(x,y) = x* — 4xy® + 96y + 72.

a) Untersuchen Sie die Funktion auf stationédre Punkte utigtExverte!

b) In der Umgebung vo(x,y)=(2,—1) sei durchf (x,y) =0 eine Funktiory= ¢ (x) definiert.
Ermitteln Sie durch implizite Differenziation einen Nabegswert furg (2.01) !

Aufgabe 18.94 Lésung
Sei f(x,y) = 112+ 10xy+ 11y? + 192 — 44,
a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen!

b) Fuhren Sie fur die Niveauliniefi(x,y) =C die Hauptachsentransformation aus!
c) Zeichnen Sie das Niveaulinienbild!

d) Ermitteln Sie den Wertebereich der Funktibix,y) !

Aufgabe 18.95 Lésung
Sei f(x,y) = 8x% — 12xy+ 17y? — 36x + 2y.
a) Ermitteln Sie die lokalen Extremstellen!

b) Durch f(x,y) =0 sei in der Umgebung des Punkiesy) = (0,0) eine Funktiory= ¢ (X)

definiert. Bestimmen Sie durch implizite Differenziatipf{0) und mit Hilfe dieser Ablei-
tung einen Naherungswert fig(0.0001) !

c) Fuhren Sie fur die Niveauliniefi(x,y) =C die Hauptachsentransformation aus!
d) Zeichnen Sie das Niveaulinienbild!

e) Ermitteln Sie den Wertebereich der Funktigix,y) !
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Aufgabe 18.96 Ldsung
Ein Produkt wird mit 2 verschiedenen Etikettierungen vafkals Markenprodukt zum Preis
von p; € und als Nonameprodukt zum Preis vpn€, der Herstellungsaufwand betragt in
beiden Fallen ¥ pro Stuck. Die von beiden Preisen abhangige Nachfragedzeinal 0 000
StlickN; =33—6p1+ p2 nach dem Markenprodukt uridh = 3p; —3p2 nach dem Nonamepro-
dukt.

a) Geben Sie den insgesamt zu erzielenden Gewinn als Fanktiop; und p; an!
b) Wie sind die Preis@; und p, zu wahlen, damit maximaler Gewinn erzielt wird?

Aufgabe 18.97 Lésung
Unter der Annahme, dass sich die Aufwendungen und die Nagéfunktionen nicht andern,
sollen die wirtschaftlichen Auswirkungen einer méglichdmschmelzung der beiden Firmen
aus Aufgabel8.9untersucht werden.

a) Geben Sie den Gewinn der Gesamtfirma als Funkgign, p2) an!

b) Ermitteln Sie das totale Differenzial dieser Funktion!

c) Der Preisp; soll von 1700 auf 1710<€ und gleichzeitig der Preig, von 7,50 bzw. 755
€ erhoht werden. Ermitteln Sie die daraus resultierende @®widerung nédherungswei-
se mit dem totalen Differenzial und vergleichen Sie das Emgemit der tatsachlichen
Gewinnénderung!

d) Die Gesamtfirma will ihren Gewinn maximieren. Wie sind Breise festzusetzen, welcher
Gewinn wird dabei erzielt?

Aufgabe 18.98 Ldsung
Unter der Annahme, dass sich die Nachfragefunktionen @ietiern, sollen die wirtschaftli-
chen Auswirkungen einer moglichen Verschmelzung der Fir®eeblick GmbH und Land-
blick GmbH aus Aufgabé&8.10untersucht werden.

a) Geben Sie den Umsatz der Gesamtfirma als Funkkign, p2) an!

b) Ermitteln Sie das totale Differenzial dieser Funktion!

c) Der Preisp; soll von 70 auf 72€ und gleichzeitig der Preip, von 35 bzw. 36€ erhoht
werden. Ermitteln Sie die daraus resultierende Umsatzéandendherungsweise mit dem
totalen Differenzial und vergleichen Sie das Ergebnis rarttdtsachlichen Umsatzande-
rung!

d) Die Gesamtfirma will ihren Umsatz maximieren. Wie sind®lieise festzusetzen, welcher
Umsatz wird dabei erzielt?

e) Fur das konstante Umsatznivea(p;, p2) =12 000[€] soll der Zusammenhang zwischen
den Preisen durch die Funktiqn» = ¢ (p1) beschrieben werden. Bestimmen $i&0)
und durch implizite Differenziatiop’(60) !

f) Bestimmen Sie aug (60) und¢’(60) einen Naherungswert figr(61) und vergleichen Sie
diesen Naherungswert mit dem exakten Wert!

Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

Aufgabe 18.99 Ldsung
Wenden Sie die Einsetz- und die Lagrangemethode zur Bestguaer Extrema der Funktion
f(x,y) = 1+y»? langs des Einheitskreisg$+y? = 1 an!

(nach Luderer, B. und Wurker, U.: Einstieg in die Wirtschatsnematik. 7. Aufl. View-
eg+Teubner 2009, Beispiel 8.13, S. 359ff.)
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Aufgabe 18.100 Ldsung

Wo nimmt die Funktion f(x,y) = x?y (ber dem im |. Quadrantefx >0,y > 0) gelegenen
Teil des Ellipsenbogensx&+9y? = 36 ihren groRten bzw. kleinsten Wert an?

Aufgabe 18.101 Ldsung
. : 1 1 . :
a) Untersuchen Sie, ob die Pun%@,—Z,—E), (3,-1,0), (3,—2,—2) fir die Funktion
f (X1, %2, X3) :2xf+x§+2x1x3—3x3 unter den Nebenbedingungef-xo —X3 =2, X1 —Xo+
X3 =4 stationar sind!
b) Geben Sie eine Schatzung ab, wie sich der optimale Fungiert fir die betrachtete
Zielfunktion unter den beiden angegebenen Nebenbedimguagdert, wenn die rechte
Siete der zweiten Nebenbedingung von 4 a@harmindert wird.

Hinweis: Mit dem Langrange-Multiplikatol\; kann n&herungsweise angegeben, wie sich der optimale Funk
tionswert bei einer kleinen Anderung der KonstaBtén der entsprechenden Nebenbedingung andert:
Af ~ —AAC.

(nach Luderer, B.; Paape, C. u. Wirker, U.: Arbeits- und UbungshVirtschaftsmathematik.
5. Aufl. Teubner 2008, Aufgabe A8.8, S. 221, 331)

Aufgabe 18.102 Lésung

Bestimmen Sie sofern existent den grof3ten und den kleinsth d&r Funktion f(x,y) =
10x°+12xy+10y?+8x+24y (vgl. Aufgabel8.84 uiber der Geraden %4 5y=23

a) mit der Einsetzmethode,
b) mit Hilfe eines Lagrangemultiplikators!

Aufgabe 18.103 Ldsung

Bestimmen Sie die Extremwerte der Funktidiix,y) = x? — 6xy+ y? 4+ 6v/2x+ 6v/2y unter
der Nebenbedingung=x

a) mit der Einsetzmethode,
b) mit Hilfe eines Lagrangemultiplikators!

Wie héngt das Ergebnis mit den Ergebnissen der AufgaBetivund18.8@) zusammen?

Aufgabe 18.104 Lésung

Bestimmen Sie den groRten Wert, den die Funktigr, y, z) = x%4yz unter den Bedingungen
4x+y+2z=96,x>0,y>0 undz> 0 annimmt!

Aufgabe 18.105 Ldsung
Bestimmen Sie die Extremwerte vof(x,y) =xy auf dem Kreisx®+y>=2 !

Aufgabe 18.106 Losung
Ermitteln Sie die Extrema der Funktionf(x,y) = x*> +y?> — 2x— 2y {iber dem Kreis

(x—3)2+(y—2)2=% |
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Aufgabe 18.107 Ldsung

Ermitteln Sie die Extrema der Funktiori(x,y) = x> — 3v/2y (iber dem Teil der Hyperbel
x2—y?=1, fir denx>1 gilt!

Aufgabe 18.108 Ldsung
2 7

Ermitteln Sie alle Extrema der Funktiditx, y, z) =x?y?z? (iber dem EIIipsoid(2+%+? =1!

Aufgabe 18.109 Ldsung

Ermitteln Sie die Extrema der Funktidiix,y, z) =x?+3y?+27° (iber der Schnittgeraden der
Ebenemx+3y=230 undy-+2z=20

a) mit der Lagrangemethode,
b) durch Ermittlung der Geradengleichung und Einsetzen!

Aufgabe 18.110 Ldsung

Ermitteln Sie die Extrema vori(X,y,z) = x+Yy+z langs der Ellipse, in der sich die Ebene
x+2z=1 und der Zylindex?+y? =4 schneiden!

Aufgabe 18.111 Lésung
Betrachtet wird die Funktiofi(x,y) = X%+ 8x+ 2(y—1) &’ iiber dem Kreigx+4)>+y? = 36.

a) Bestimmen Sie mit der Lagrangemethode die extremwe#ebtdjen Punkte der Funkti-
on Uber dem Kreis!

b) Bestimmen Sie den kleinsten und den grof3ten Funktionsdemtdie Funktion Gber dem
Kreis annimmt!

Aufgabe 18.112 Ldsung

Ein Unternehmen stellt ein Erzeugnis in zwei ProdukticiisshP; und P, her, wobei jeweils

fixe Kosten in Hohe voy =500 sowie variable Kosten in Abhangigkeit von der produeier
Stuckzahl in Héhe vom (X) = %xﬁ in P, und in Hohe vorcy(X) :x§+2xz in P, anfallen. Es

sollen 80 Stuck des Erzeugnisses kostenminimal produzerden. Ermitteln Sie, wie die
Produktion auf die beiden Produktionsstatten zu verteden

a) mit der Einsetzmethode,
b) mit Hilfe eines Lagrangemultiplikators!

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 18.113 Lésung
Eine Ware kann nach zwei verschiedenen Technologien ggfestrden. Bei der Produktion
2

. : . X
von x Einheiten nach Technologie A entstehen Kosten in Hohe vomlﬂ&-l—ﬂ), wéhrend

nach Technologie B Kosten in Héhe vox?+x entstehen. Insgesamt sollen 60 Einheiten
kostenminimal produziert werden. Wie oft sind dafur diedeei Technologien anzuwenden?
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Aufgabe 18.114 Ldsung

Ein Unternehmen stellt ein Erzeugnis in zwei verschiedePmduktionsstatte, und P,

her. In der Produktionsstati® entstehen fur die Produktion vonStiick des Erzeugnisses
2

: X : . :
Kosten in Hohe vorKl(x):§+100 000, wahrend in der Produktionsstd&idosten in Hohe

von K(x) =x?+8x+30000 entstehen. Es sollen 300 Stiick des Erzeugnissesikusimal
produziert werden.

a) Wie ist die Produktion auf beide Produktionsstatten zweuen, wenn aus Kapazitats-
grunden keine der Produktionsstatten den Auftrag alleingien kann?

b) Welche Kosten entstehen bei dieser Verteilung?

c) Wie ist zu verfahren, wenn die Produktionsstatten derrAgfauch allein fertigen kénnen
und die Mdglichkeit besteht, auf eine der Produktionsstétu verzichten?

Aufgabe 18.115 Lésung

Ein Unternehmen kann das gleiche Erzeugnis auf drei vesdehen Produktionslinidd,, P>
undP; herstellen, wobei in Abh&ngigkeit von der produziertercBrahl Kosten in Hoéhe von
3x2+60x1, 4x3-+60x, bzw. 53+60x3 anfallen. Es sollen 7050 Stiick des Erzeugnisses kosten-
minimal produziert werden. Ermitteln Sie, wie die Prodaktauf die drei Produktionslinien

zu verteilen ist!

Aufgabe 18.116 Losung
Ein Unternehmen stellt vier Produkte her, die zu Preisgrpy, p3 bzw. ps4 verkauft werden.
Der tagliche Absatz betragt in Abhéngigkeit von den jeweiti Preisera; = 1000—20py,
a, =1500-10p2, az= 1000-10p3 bzw. a; =2000- 10p4. Aus Kapazitatsgrinden muss die
tagliche Produktion der Gleichuray 4+ 2a,+2as+2a4 = 7800 gentigen. Berechnen Sie die
Preise, unter denen der tagliche Umsatz unter den besehaatBedingungen maximal ist,
sowie den damit zu erreichenden Umsatz!

Aufgabe 18.117 Lésung

Die Funktion f(x,y) = ZX%y% beschreibe fur ein 6ffentlich geférdertes Projekt zum Gemii
seanbau den Ertrag pro Hektar (in Mengeneinheiten) in Adplgiteit von den eingesetzten
Aufwendungerx fur Bewasserung und fur Dinger (beide gemessen in Geldeinheiten). Es
stehen insgesartt Geldeinheiten an Fordermitteln zur Verfiigung, die unbgtvollstandig
verbraucht werden sollen.

In welchem Verhaltnis sind die Fordermittel aufzuteilem ainen maximalen Ertrag zu si-
chern? Losen Sie die Aufgab®) mit der Einsetzmethode,
b) mit Hilfe eines Lagrangemultiplikators!

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 18.118 Ldsung
Das Produktionsergebnis hdnge von den Personalkostennd den Sachkostennach der
Formel P(x,y) = 6x%yg ab.

a) Wie ist der Definitionsbereich sinnvollerweise zu wahieelcher Wertebereich ergibt sich
dafur?
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b) x undy werden in Geldeinheiten gemessen, es sollen insgesami 00aGeldeinheiten
verwendet werden. Wie sind diese aufindy aufzuteilen, um ein maximales Produkti-
onsergebnis zu erzielen?

c¢) Furdas konstante Produktionsnivé¥y, y) =48 soll der Zusammenhang zwischen Personal-
und Sachkosten durch die Funktips ¢ (X) beschrieben werden. Bestimmen $id.) und
durch implizite Differenziatiorp’(1) !

d) Bestimmen Sie aug(1) und¢’(1) einen Naherungswert figr(1.01) und vergleichen Sie
diesen Naherungswert mit dem exakten Wert!

Aufgabe 18.119 Ldsung
Bestimmen Sie die Extrema vdrix,y, z) = xyzunter den Nebenbedingunge#y+z=>5 und
Xy+Xz+yz=8!

Aufgabe 18.120 Ldsung
2 \2
Einer Ellipse % + é =1 soll ein Rechteck einbeschrieben werden. Welchen Flachatti

kann es maximal haben?

Aufgabe 18.121 Lésung

Mit minimalem Materialaufwand soll ein quaderformiger obeffener Behalter mit einem
Fassungsvermdgen von 1 Liter hergestellt werden. Ermi& die Seitenlangen des Qua-
ders!

Aufgabe 18.122 Ldsung
Bestimmen Sie den Punkt der Gerad@x+y =5, der dem Punkgl, 2) am néachsten liegt!

a) mit Mitteln der Analytischen Geometriend
b) durch Lésung einer Extremwertaufgabe mit Nebenbediggah

Aufgabe 18.123 Lésung

Bestimmen Sie den Punkt der Gerade-§=1, der dem Koordinatenursprung am nachsten
liegt, durch Lésung einer Extremwertaufgabe mit Nebentmgdag!

Aufgabe 18.124 Lésung

Bestimmen Sie den Punkt der Ebene-3 =1, der dem Koordinatenursprung am nachsten
liegt, durch Losung einer Extremwertaufgabe mit Nebentgadg!

Aufgabe 18.125 Ldsung

Ermitteln Sie auf der Kreislinie®+y? =25 diejenigen Punkte, deren Abstand vom Punkt
(2,4) maximal bzw. minimal ist!

Aufgabe 18.126 Ldsung

Auf der Hyperbelx?—y? =4 ist der Punkt gesucht, der vom PuriRt2) den geringsten Ab-
stand hat!
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Aufgabe 18.127 Ldsung
Gegeben sei die Kurve? +y2 + (x+y)? = 2.

a) Zeigen Sie, dass kein Punkt der Kurve auRerhalb des KreigeRadiusy/2 um den Ko-
ordinatenursprung liegt!
b) Bestimmen Sie mit der Methode der Lagrange-Multipikataitee Punkte der Kurve, die

den kleinsten bzw. gréf3ten Abstand vom Koordinatenurgphaiben!
Hinweis: Es ist zweckmaRig, das Quadrat des Abstands zu minimiesgmiaximieren!

c¢) Klassifizieren und skizzieren Sie die Kurve auf Grund degeBnisses von b)! Geben Sie
auRerdem ihre Gleichung in Hauptachsenlage an!

Lineare Ausgleichsrechnung

Aufgabe 18.128 Ldsung

Zur Bestimmung einer Grof3eliegen die widerspruchlichen Gleichungexn=21 undx=1
vor. Bestimmen Sie den Wert von der die widersprichlichen Gleichungen im Sinne der
Methode der kleinsten Quadrate am besten erfiillt!

Aufgabe 18.129 Ldsung
Die Gewinnentwicklung eines Unternehmens in den Jahrefl B302004 zeigt folgende Er-
gebnisse:

Jahr 2000| 2001 | 2002 | 2003 | 2004
Gewinn (in Mill.€) | 50 51 52 54 58

Es soll ermittelt werden, mit welchen Gewinnen 2005, 2006 2007 zu rechnen war, wenn
unveranderte wirtschaftliche Rahmenbedingungen untiéerstrden.

a) Nutzen Sie hierfir die Methode der kleinsten Quadrateemém linearen Ansatz!
b) Nutzen Sie hierfur die Methode der kleinsten Quadrateem#m guadratischen Ansatz!
c) Vergleichen Sie die Ergebnisse von a) und b) und nehmeaeisaekritische Wertung vor!

(nach Ubungsmaterial zu Vorlesungen von Prof. Luderer)

Aufgabe 18.130 Lésung
Eine Fondsanalyse zeigt folgende Wertentwicklung:

Jahr || 1995| 1996| 1997| 1998| 1999| 2000| 2001| 2002| 2003
Wert|| 100 | 110 | 140 | 170 | 185 | 296 | 225 | 205 | 143

Approximieren Sie die Wertentwicklung mit der Methode disitksten Quadrate durch Poly-
nome 1. bis 5. Grades, stellen Sie das Ergebnis tabellarstigrafisch dar!

Aufgabe 18.131 Lésung
Fur die GroRey liegen in Abhangigkeit vow folgende Wertevor: x | 0| 1| 2| 3
yi | 10| 2851 69

a) Approximieren Sie mit der Methode der kleinsten QuadilateZusammenhang zwischen
den GroRRenx undy linear!
b) Ermitteln Sie Schatzwerte fiyrtbeix = 2.5 undx =4
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Aufgabe 18.132 Ldsung
Fur die GroRRey liegen in Abhangigkeit vom folgende Werte vor:
|| -2|-1]0]1]2
vi|-8]-1]of2[8
a) Approximieren Sie mit der Methode der kleinsten QuadilateZusammenhang zwischen
den GroRRenx undy durch eine Gerade!
b) Approximieren Sie mit der Methode der kleinsten Quaddate Zusammenhang zwischen
den Grol3erx undy durch eine Parabel!
c) Ermitteln Sie mit beiden Approximationen Schatzwerteyfieix = 1.5 undx=2.5"!

Aufgabe 18.133 Lésung
Um den Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeihes Fahrzeuges in km/h und sei-
nem Bremsweg in m zu ermitteln, wurden Messungen hei 10, 20, 30 und 40 km/h vor-
genommen, deren Ergebnisse in folgender Tabelle angegeaizn

VH \10\ 20\ 30\ 40

s| |3 9/15/25
Der Zusammenhang soll mit der Methode der kleinsten Quadhaiich einen quadratischen
Ansatzs ~ f(v) = av’ + bv+ c approximiert werden. Dabei soll auch der offensichtlich be
kannte Bremsweg fiv = 0 einbezogen werden. Zur Erleichterung der Rechnung kann die

Substitutionw = 1—V0— 2 verwendet werden. Ermitteln Sie die Funktibfv) !

Aufgabe 18.134 Lésung
Uber dem Intervall-3 < x< 3 wird die Funktion f(x) = 12 cosgx betrachtet. Bestimmen

Sie lhre Approximation bzw. Interpolation durch eine Pafahittels

a) der Methode der kleinsten Quadrate aus den Funktionsweantden Stellex=—3,—2,0, 2, 3,

b) Taylorentwicklung an der Stelle =0,
c) Newtoninterpolation aus den Funktionswerten an denegtel=—3,0, 3,
d) Newtoninterpolation aus den Funktionswerten an deneste=—2,0,3 !

Stellen Sie in einer Tabelle die exakten FunktionswertediadVerte auf den 4 Parabeln an
den Stellerk=-3,—2,—1,0,1,2, 3 gegentber! Stellen Sie aul3erdem die gegebene Funktion
und die Parabel aus d) grafisch dar!

Aufgabe 18.135 Lésung
Bei den Aufgaberl8.135 11.62 14.19und 12.174soll die Funktion f(t) =2 sin7—6Tt auf
verschiedene Weise approximiert bzw. interpoliert werden

Es seien nur die Funktionswerte vé(t) an den Stelleh=—3,t=—1,t=1 undt=3 bekannt.
Approximieren Sie die Funktion aus diesen Werten mit derhiideéé der kleinsten Quadrate
mit einem quadratischen Ansatz! Kommentieren Sie das BigeW¥/elchen Wert hat das Ap-
proximationspolynom an der Stelle=3 ?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_132-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_132-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_133-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_133-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_134-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_134-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_135-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/18_135-0.pdf

19 Vektorwertige Funktionen von Vektoren

Funktionsbegriff und Darstellung

Aufgabe 19.1 Ldsung
Vektorwertige Funktionen von Vektoren werden auch\vaktorfelder bezeichnet.

a) Veranschaulichen Sie das Vektorfel{X) = (3&’;’;) = (%) indem Sie sich in je-

dem PunkiX einen Pfeil, der die Richtung(X) reprasentiert, mit seinem Anfangspunkt
angeheftet denken, und einige dieser Pfeile zeichnen!
b) Zeichnen Sie das Feldlinienbild!

Aufgabe 19.2 Lésung
Veranschaulichen Sie das VektorfelifX) = 21 5 G), %+ 0 durch Pfeile und skizzie-
ren Sie sein Feldlinienbild! VXY
Aufgabe 19.3 Ldsung
1 cosd

. (rcosp\ _. : _(ure)\_ |2 2 i-
SeiX= <rsin¢> > Firr > 1 sei das Vektorfeldt(X) = (V(UP)) =1 " sin2p defi
niert. 2r2

a) Veranschaulichen Sie das Vektorfeld durch Pfeile!

b) Zeigen Sie, dass der Einheitskreis Feldlinie ist!

c) Skizzieren Sie das Feldlinienbild!

d) Welcher physikalische Sachverhalt wird durch das Vd&tdieschrieben?

Differenziation

Aufgabe 19.4 Lésung
Ein Produkt wird in unterschiedlichen Qualitaten von 2 Haltern produziert. Hersteller 1
muss fur die Herstellung von einem StlickE4 Hersteller 2 muss &€ aufwenden. Die von
den Preisemp; fur ein Stlck des Herstellers 1 umd fur ein Stick des Herstellers 2 abhan-
gige Nachfrage betrageN;(p1, p2) =40000-20000p;+10000p, Stiick fur das Produkt
des Herstellers 1 undN,(p1, p2) =60000+10000p; —10000p, Stiick fur das Produkt des
Herstellers 2.

a) Stellen Sie den Gewinn der beiden Hersteller als vektdigeeFunktionG des Preise§
dar!
b) Berechnen Sie fip; = 6, p, = 9 den GewinrG(p) und die JacobimatriG’ () !
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c) Ermitteln Sie mithilfe der Jacobimatrix ndherungsweigie sich der Gewinn entwickelt,
wenn der Preip; von 600 auf §10<€ erhdht und der Preip; gleichzeitig von 00 auf
8,90€ gesenkt wird!

d) Geben Si& g’é exakt an! Vergleichen Sie die tatsachliche Gewinnentwicglmit

der mithilfe der Jacobimatrix vorausgesagten!

Newtonverfahren

Aufgabe 19.5 Ldsung
Zeigen Sie, dass man bei der Anwendung des Newtonverfahudmse Losung

a) einer linearen Gleichung,
b) eines eindeutig lI6sbaren linearen Gleichungssystems

in einem Schritt unabhangig von der Startnaherung die exaksung erhalt!

Aufgabe 19.6 Losung

8 mit dem Newtonverfahren!

3 . L . 2y3 —x2—1
Ldsen Sie das nichtlineare Glelchungssyst()-:'( 0 _x —4

Aufgabe 19.7 Losung
Geben Sie die Iterationsvorschrift des Newtonverfahrems.@sung des Gleichungssystems
X2 +4y =13
X +3°= 6

an und fuhren Sie einen Iterationsschritt mit dem Start@ertt/) = (2,2) aus!

Aufgabe 19.8 Lésung
Lésen Sie iterativ das nichtlineare Gleichungssystenx® 42 y° =3
x2+2y2=3,05 !
Aufgabe 19.9 Ldsung
Auf das nichtlineare Gleichungssystemx* +2xy?=3,1
xy+ y3 =21

soll das Newtonverfahren angewendet werden.

a) Geben Sie die Iterationsvorschrift des Newtonverfahmm Losung des Gleichungssys-
tems an!

b) Ermitteln Sie Gberschlagig eine geeignete Startnalgérun

c) Fuhren Sie fur diese Startndherung einen Iterationgsahs!

Aufgabe 19.10 Ldsung

Ldsen Sie das Gleichungssyste)sr(ﬁnx_y: 0

mit dem Newtonverfahren fir das System!
—cosy=0
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Aufgabe 19.11 Ldsung
Geben Sie die Iterationsvorschrift des Newtonverfahremg.ésung des Gleichungssystems
—2/X+3y*=0,23
4x\/x — By =0,824
2-7z2 =7

an und fuhren Sie einen Iterationsschritt mit dem Start(ett/o, z0) = (1,1, 3) aus!

Aufgabe 19.12 Ldsung
Loésen Sie das Gleichungssystem2,/X + 3y? = 0,23
4Ax\/X — 5y = 0,824
2 + 62 + 5z = 14,091
mit dem Newtonverfahren und dem Startwed, Yo, 2) = (1,1,1) !

Vektoranalysis

Aufgabe 19.13 Ldsung
Ein Vektorfeldt(X) hei3tPotenzialfeld wenn es Gradient eines Skalarfeltls&) (d.h. einer
skalarwertigen Funktion eines Vektors) ist, dih—= gradJ = U gilt.
2Xy+ 2XZ + 3x?
Das Vektorfeldt(X) = X2+ 2242y ist ein Potenzialfeld. Ermitteln Sie ein Potenzial
( 2yz+2x%z+1 )
durch sukzessive Integration nack(d.h.U (x,y, 2) :/g—gdquC(y? 2)), dyund dz!

Aufgabe 19.14 Ldsung
Das Potenzidll (X) eines konservativen Feldé$xX) hange nur vom Abstand vom Koordian-
tenursprung alJ (X) = f(||X||), wobei f (r) eine differenzierbare Funktion sei. Bestimmen Sie
F(R) !

Aufgabe 19.15 Ldsung
Berechnen Sie die Divergenz und Rotation folgender Vekidefel
X X 2Xy+ 2xZ + 3x2
a) ¥ =1yl b) U(X)=| x|, c) UX)=| xP+Z2+2y !
z ~z 2yz+2x%z+1

Welche der Felder sind quellen- bzw. wirbelfrei?

Aufgabe 19.16 Ldsung

sinx
Berechnen Sie Divergenz und Rotation des Vektorfeldesy, z) = siny !
sinx - siny

Aufgabe 19.17 Ldsung

Sei X € R3. Berechnen Sie divgr i !
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Aufgabe 19.18 Lésung
X?yz
Untersuchen Sie das Vektorfeld(X) = xy?z | auf Quellen- und Wirbelfreiheit!
—2xyZ
Aufgabe 19.19 Lésung

cosx siny sinz

Untersuchen Sie das Vektorfeld(X) = [ sinxcosysinz | auf Quellen- und Wirbelfreiheit!
sinx siny cosz

Handelt es sich um ein Potenzialfeld? Bestimmen Sie ggf.Retenzial!

Aufgabe 19.20 Lésung
yzZ— 2xz
Untersuchen Sie das Vektorfeld(X) = Xz— 72 auf Quellen- und Wirbelfreiheit
( Xy — X2 — 2yz )
und berechnen Sie im Falle der Existenz sein Potenzial!

Aufgabe 19.21 Lésung

X

+/1+y2 -z
V1+x2 y

Zeigen Sie, dass das Feli{x) = XY | zcosyz | wirbelfreiistund berechnen Sie

V 1+y?
sein Potenzial! ycosyz—Xx
Aufgabe 19.22 Ldsung

In einem Rohr, dessen Achse gieAchse und dessen DurchmessBrig, strome eine Flis-
sigkeit nachv = (R? —x? — 7%) j. Veranschaulichen Sie die Strémung durch Pfeile und zeigen
Sie, dass sie quellen-, aber nicht wirbelfrei ist!

Aufgabe 19.23 Ldsung
uxy2)\ [ 1THR8) /034y

Betrachtet wird das Vektorfeldi(X) = [ v(x,y,2) | =| —2xy/(@+y?)? |, ¥+y*>1.
W(X,Y,2) 0

Zeigen Sie, dass es sich dabei bis auf einen konstantenrkaktalie in Aufgabel9.3 be-
schriebene Kreiszylinderumstréomung handelt und dass djesllen- und wirbelfrei ist!

Aufgabe 19.24 Lésung
y

V2

Berechnen Sie die Divergenz und Rotation des Vektorfeldggx,y,z) = X :

V2ty?

0

veranschaulichen Sie es durch Pfeile und zeichnen Sie didsmienbild!
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Aufgabe 19.25 Ldsung
Sei f(x,y,z) = x%y?z. Berechnen Sie grad div gradf und rot grad !

Aufgabe 19.26 Losung
Sei f(x,y,z) = 1—2x>— 3y. Berechnen Sie grad divgradf und rotgrad !

Aufgabe 19.27 Ldsung
SeiU ein Skalar- und/ ein Vektorfeld. Beweisen Sie die ,,Produktregel”
div(UV) = gradJ -v+U divv !
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20 Integralrechnung in mehreren Veranderlichen

Ebene Bereichsintegrale

Aufgabe 20.1 Ldsung
SeiB={(x,y) ¢ R?: 1<x<2 0<y<2}. Berechnen Si§f(x+y3) db!
B

Aufgabe 20.2 Ldsung
a) Skizzieren Sie den BereicB= {(x,y): 0<x<1 0<y<3-—2x}!
b) Berechnen Siefszydb !

B

Aufgabe 20.3 Ldsung

Berechnen Sie die Masse und den Schwerpunkt der mit Masseidde2 belegten Flache,
die vony= /X, y=0 undx+y=2 begrenzt wird!

Aufgabe 20.4 Losung
Ermitteln Sie den Schwerpunkt der gleichmaRig mit Massedieh Flache, die von der Para-
bely=x? und der Geradg=4x begrenzt wird!

Aufgabe 20.5 Ldsung

Berechnen Sie den Inhalt und den Schwerpunkt denwer? undy = 1+cosgx begrenzten

Flachel

L L 1 ot .
Hinweis: Zur Ausfilhrung der Integration ist die Formel ces22co$a—1 — cosza:%% nutzlich.

Aufgabe 20.6 Ldsung
Integrieren Sief (x,y) = xy?

a) Uber dem Rechteck mit den Eckpunkterl, —2), (3,-2), (3,2) und(—1,2),

b) Uber der von der Parabgl= x?, der Geradex = 2 und derx-Achse begrenzten Flache

sowie
c) Uber der von der Parabel= y?, der Geradg = 2 und dery-Achse begrenzten Flache!

Aufgabe 20.7 Ldsung
Integrieren Sief (x,y) = x+y? Uber dem Gebiet,

a) das von der Parabek4 y? und von der Gerade=4 begrenzt wird!
b) das von der Parabek4 y? und von der Geradg=2x—12 begrenzt wird!
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Aufgabe 20.8 Ldsung
Berechnen Si{f}—);dB, wobei das GebigB durchy=x? undx=y? begrenzt sei!
B

Aufgabe 20.9 Ldsung
B sei das Parallelogramm mit den Eckpunk#(i, 2), B(2,4), C(2,7) und D(1,5). Stellen

Sie das Integraff f(x,y)dxdy so dar, dass
B

a) zunachst nach bzw.
b) zun&chst nack

integriert wird!

Aufgabe 20.10 Lésung
1

1
Stellen Sie das Integrg[dx / f(x,y)dy so um, dass zunachst naxlund dann nacly
0

. - - - 2X_X2
integriert wird!

Aufgabe 20.11 Ldsung
Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der von den Elealrundy+z=2 sowie vom
parabolischen Zylindey=x? begrenzt wird!

Raumliche Bereichsintegrale

Aufgabe 20.12 Ldsung
Ermitteln Sie die Masse des mit Masse der Dightg y,z) = X+ y+ z versehenen Einheits-
wirfels{(x,y,2) e R3: 0 < x,y,z< 1} !

Aufgabe 20.13 Lésung

1/2/3
Berechnen Sie/ (/ (/sin(x+y+z) dz) dy) dx !
0o \o

0

Variablensubstitution in Bereichsintegralen

Aufgabe 20.14 Losung

Integrieren Sie die FunktioR/1— (x2+y?) Uber dem Einheitskreis, indem Sie zunachst die
kartesischen durch Polarkoordinaten substituieren!

Aufgabe 20.15 Ldsung

Die obere (d.h. oberhalb derAchse gelegene) Halbkreisflache mit Radius 4 um den Koor-
dinatenursprung sei mit Masse der Dichpéx,y) = 40— x> —y? — 3y belegt. Ermitteln Sie
seine Masse!
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Aufgabe 20.16 Ldsung
Berechnen Sieffsin\/xhryzdb, wobeiB durch die Kreisex’4-y? = 1> und x?+y? = 4112
B

begrenzt sei!

Aufgabe 20.17 Ldsung
Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der von der Einheigfiiche der kartesischen
x-y-Ebene, dem Kreiszylinde+y?=1 und vom Paraboloid= 3—x?—y? begrenzt wird!

Aufgabe 20.18 Lésung

Bekanntlich hat die Einheitskugel das Vqumfrr. Verifizieren Sie dies mit Hilfe eines Dop-
pelintegrals!

Aufgabe 20.19 Ldsung

Skizzieren Sie den von den Paraboloiden2x?®+2y? undz=27—x?—y? begrenzten Kérper

und berechnen Sie sein Volumen!

Aufgabe 20.20 Ldsung
Ein Rotationskdrper wird vom Parabolad= 24—x%—y? und vom Kegelz=2,/x2+y? be-
grenzt.

a) In welcher Hohe gegenlber dey-Ebene hat der Korper seinen maximalen Durchmesser,
wie grol3 ist dieser Durchmesser?

b) Skizzieren Sie den Korper!

c) Berechnen Sie das Volumen des Korpers!

Aufgabe 20.21 Ldsung
Berechnen Sie die Masse und den Schwerpunkt des gleichmatildasse der Dichte 1
belegten Kérpers, der von dem Parabolpid 3— x? —y? und der Ebene = 0 begrenzt wird!

J"kfjxp av fgjyp av J!jzp av )

Hinweis: Der Schwerpunkt des K(‘jrpeKsist( — ,

m m

Fur die Integration ist ein Ubergang zu ZylinderkoordimateveckmaRig.

Aufgabe 20.22 Losung
Der von den Flacherz=0, x?+y?=1 und z=2+cosm/x2+Yy2 begrenzte Kdrper bestehe

aus Material der Dichtep(x,y,z) = {21 % (1)5 ;E %+cosrr Aety2

Skizzieren Sie den Korper und berechnen Sie sein Volumerseing Masse!

Aufgabe 20.23 Lésung

Die obere (d.h. oberhalb dery—Ebene gelegene) Halbkugel (Korper) mit Radius 2 um den
Koordinatenursprung sei mit Masse der Dichiéx,y,z) = 3— /X2 +y2+ 72 belegt. Ermit-
teln Sie ihre Masse!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_023-0.pdf
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Aufgabe 20.24 Ldsung

Berechnen Sie die Masse der mit Material der Dichtg,y,z) = 30—x>—y?>— 7 belegten
Kugel (Korper) mit Radius 5 um den Koordinatenursprung!

Aufgabe 20.25 Ldsung

Berechnen Sie die Masse einer Kugel (Kérper) mit Radius 3 umKademndinatenursprung,
wenn deren Dichte vom Koordinatenursprung aus nach deréi@rxr,y, z) = 10— x? —y? — 72
fallt!

Aufgabe 20.26 Losung
SeiV der von x? 4+ y? + 7° = z begrenzte Korper.

a) Skizzieren Sie den Korper!
b) Geben Sie die Gleichung der Oberflache des Kdrpers in Kagedinaten an!

Hinweis: Die Kugelkoordinaten sind wie iblich auf den Koordinatespuuing des gegebenen karte-
sischen Koordinatensystems zu beziehen.

c) Beschreiben Sie den Koérper in Kugelkoordinaten!

d) Berechnen Sigff\/xz-l-yz—f—zzd\/ !
v

Aufgabe 20.27 Ldsung

Durch die Gleichung(x2+y2)2 = x? —y? wird in kartesischen Koordinaten eine ,Lemniska-
te” beschrieben.

a) Stellen Sie die Lemniskate durch eine Funktioa r(¢) in Polarkoordinaten dar!
Hinweis: cos2p = cos ¢ —sirf ¢

b) Skizzieren Sie die Lemniskate!

c) Berechnen Sie den Flacheninhalt der von der Lemniskageesamlossenen Flache!

Aufgabe 20.28 Ldsung
Seia> 0. Berechnen Sie den Flacheninhalt des im |. Quadranten eyedegTeils der von

der Astroide x3 +y% —as eingeschlossenen Flache mit Hilfe eines Doppelintegradsder
Substitutionx =rcos' ¢, y=rsin¢ !

Hinweis: Die Stammfunktion von c@% sir®¢ kann besseren Formelsammlungen entnommen werden.
Alternativ ist eine Rickfuihrung auf Grundintegrale unterWendung der Formeln
sin20 = 2sina cosa und cos2 = 1—2sirfa méglich!

Aufgabe 20.29 Ldsung

Berechnen Sie den Inhalt der V%Jrf/% =1 (@>0, b>0), x=0 undy=0 begrenzten
Flache mit Hilfe eines Doppelintegrals und der Substitutie-arco$ ¢, y=brsinf¢ !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_029-0.pdf
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Aufgabe 20.30 Lésung
Uber dem I. Quadranten wird die Variablensubstitutiorr cog ¢, y=rsir®¢ betrachtet.

a) Geben Sie die Vorschrift zur Berechnung vamd ¢ ausx undy an!

b) Aus welchem Bereich missemnd ¢ gewahlt werden, um den |. Quadranten einschliel3-
lich seiner Rander vollstandig und bis auf den Koordinatgmung eindeutig zu beschrei-
ben?

c) Geben Sie die Substitutionsformel fiir Bereichsintegfatediese Variablensubstitution
an!

d) Berechnen Sie mit dieser Formel den Flacheninhalt desyvef, x+y=1 undx=0
begrenzten Dreiecks!

Kurvenintegrale 1. Art

Aufgabe 20.31 Lésung
Sei C der Geradenabschnitt vof0,0) nach (1,2). Berechnen Sie das Kurvenintegral

1. Art /\/8x2-|—3y2dl !
C

Aufgabe 20.32 Ldsung

: : 1
Berechnen Sie das Kurvenintegral 1. Art vorix,y, z) = uber

(x—1)%+(y—2)°+(z—3)°+13
dem Geradenstiick vom Koordinatenursprung zum P(8)i8& —3) !

Aufgabe 20.33 Lésung
acost
SeiC der Abschnitt der Spiralg(t) = | asint | fur 0 <t < 2m. Berechnen Sie das Kurven-
bt

integral 1. Art/(x2+y2+22)dl !
C

Aufgabe 20.34 Ldsung
Berechnen Sie die Bogenlangen folgender Kurven:

a)x=t, y=t> z:§t3, 0<t<3,

b) y =V, Ostg,

. T
c) x=acos't, y=asinr’t, a>0, 0<t< 5

(im I. Quadranten gelegener Teil der Astrok§e+y% :a%) !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_034-0.pdf
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Aufgabe 20.35 Ldsung
Berechnen Sie die Lange von

a) y(x)=1—In cosx fur nggg und von

€ codt
b) X(t)= | €sint | fur 0<t<2!

e
Aufgabe 20.36 Lésung
t sint
Gegeben sei die Kurvé(t) = 2\/2t3 , 1<t<5.
2—t cost

a) Berechnen Sie die Lange der Kurve!
b) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve imke( ) !

Aufgabe 20.37 Lésung

2t

a) Bestimmen Sie die Lange des Kurvensegments firt & rr !
b) Geben Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve im Puvkt an!

t?cost
Gegeben sei die Kurv&(t) = | t?sint |.

Aufgabe 20.38 Ldsung
Bestimmen Sie die Lange der Kurve=t—sintcost, y=1—cogt, z=2sint fir 0<t §7—2T !

Aufgabe 20.39 Lésung

Berechnen Sie die Oberflache des Kdrpers, der bei der Rotatiohstroidex=acos’t, y=
asin’t, 0<t < mum diex-Achse entsteht!

Aufgabe 20.40 Ldsung

Die Einheitskreisliniex’+y?=1 sei mit Masse der Dicht@(x,y)=1+y? belegt. Berechnen
Sie die Masse der Kreislinie!

Aufgabe 20.41 Ldsung
Uber dem Intervall [0,2] = {x e R: 0<x< 2} y

sei die in der Abbildung dargestellte Funktib(x)

definiert, ihr Graph werde als Kuré&bezeichnet. 1 f(x)

Die Kurve C sei mit Masse der Dichte
p(x,y) = 1+x+y belegt. Berechnen Sie ihre
Masse!

=<V


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_035-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_036-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_037-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_038-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_039-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_039-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_040-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_041-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_041-0.pdf
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Aufgabe 20.42 Ldsung

Berechnen Sie den Schwerpunkt des im |. Quadranten liege®elaors des Einheitskreises
sowie den Schwerpunkt der Berandungskurve des Kreissgkesshlossene Kurve)!

Aufgabe 20.43 Ldsung
Uber dem Intervall[0,2] = {x € R : 0<x< 2} sei die in der y
Abbildung fett dargestellte Funktioh(x) definiert, ihnr Graph
werde als KurveC bezeichnet, die von ihr und derAchse 2
begrenzte Flache werde nidtbezeichnet.

a) Die KurveC sei mit Masse der Dichtp(x,y) =2—x+y
belegt. Berechnen Sie ihre Masse!

b) Die FlacheB sei mit Masse der Dichtp(x,y) =2—x+y
belegt. Berechnen Sie ihre Masse!

1

Aufgabe 20.44 Ldsung
2 \2
In einem Gelénde der Hohk(x,y) = 400— 25036 wird vom Berggipfel bei(x,y) = (0,0)
zum auf Hoéhenniveau 0 befindlichen Meer lan sx(t) = 100t C(.)St , t >0,
y(t) 100t sint

eine Stral3e gebaut. Beschreiben Sie den Stral3enverlauf dime dreidimensionale Vek-
torfunktion und berechnen Sie die Lange der Stral3e!

Hinweis: [vt2+a2dt kann Formelsammlungen entnommen werden.

Aufgabe 20.45 Ldsung
a) In einem Gelande der Hohe(x,y) = 400— Xty
V) = 500000

i} X(t) 7000y/2 cosrt .
langs (y(t)) (5000\/2 sinnt> , 0<t<1 eine Stral3e (vgl. AufgabE5.18. No

tieren Sie das bestimmte Integral, das zur Berechnung ihiagé ausgewertet werden
muss!

(x, y undh in Meter) befindet sich

Hinweis: Dieses Integral ist analytisch nicht auswertbar. Wer kélittsmittel zur numerischen Integration
zur Verfagung hat, kann es deshalb bei der Notation desraiteewenden lassen.

X(t) 6000v/2 cosrit
b) Berechnen Sie die Lange der StralRe langg(t) | = | 6000v/2 sinmt |, 0<t<1!
2(t) 396— 192

Kurvenintegrale 2. Art

Aufgabe 20.46 Ldsung
Gegeben seien die Puni&¢4,2), B(2,0) undO(0,0) sowie die geradlinigen Wed& von O
nachA undC, von O iUiberB nachA. Berechnen Sie fiir die Kraftfelder

a) F(x,y) = < Xty > und b) F(x,y) = ( i)

—X


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_042-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_043-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_044-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_045-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_046-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_046-0.pdf
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welche Arbeit erforderlich ist, um einen Punkt der Masse flds@sen Wegen vo® nachA
zu bewegen! Welches der Felder ist konservativ? Geben Bididdes auch die potenzielle
Energie an!

Aufgabe 20.47 Ldsung
Uber dem Intervall[0,2] = {xe R: 0<x<2} sei

die in der Abbildung dargestellte Funktiof(x)

definiert, ihnr Graph werde als Kur@bezeichnet. 1 f(x)

Berechnen Sie fur die Kraftfelder

a) F(x,y) = < Xty > und b) F(x,y) = ( y)

—X X

welche Arbeit erforderlich ist, um einen Punkt der Masserig&der KurveC von (0,0)
nach(2,1) zu bewegen! Welches der Felder ist konservativ? Geben Bididdes auch die
potenzielle Energie an!

Aufgabe 20.48 Lésung

Vor einiger Zeit lag in der Mensa ein Magazin aus, JNERER Cl e Rl te it oo
dessen Rucktitel eine Firmengruppe mit nebenstehq

$2 —>
Darstellung warb. Kommentieren Sie diese Darstell . —
und erlautern Sie sie jemandem, der von Mathematikj== F (S)d s
S1

niger versteht als Sie!

Aufgabe 20.49 Ldsung

1+yz (x+1)yz
a) Untersuchen Sie die Vektorfeldet; (X) = (1+zx) und ty(X) = ((y—i—l) zx) auf
1+xy (z+1)xy
Quellen- und Wirbelfreiheit! Handelt es sich um Potenzgiaér? Bestimmen Sie im Falle
der Existenz das Potenzial!
b) Berechnen Sie fir die beiden Felder das Kurvenintegrakvén t; Gber dem Geraden-
stiick vom Koordinatenursprung zum Purikt1,1). Sind diese Kurvenintegrale wegun-
abhangig?

Aufgabe 20.50 Ldsung

zsin(y—x)
Gegeben sei das Vektorfeld(X) = | —zsin(y—x) |.
7> cogy—X)
a) Untersuchen Sie das Vektorfei(X) auf Quellen- und Wirbelfreiheit! Handelt es sich um
ein Potenzialfeld?

b) Berechnen Sie das Kurvenintegral 2. Art des Vektorfellfrgy, z) Uber dem Geradenstick
vom Koordinatenursprung zum Purdt 1,1) ! Ist das Kurvenintegral wegunabhéngig?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_047-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_048-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_049-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_050-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_050-0.pdf
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Aufgabe 20.51 Ldsung

SeienC; bzw.Cy die in der oberen Halbebene gelegene Bogenstiicke des KnetsRadius
v/2 um den Koordinatenursprung véa 1, 1) nach(1,1) bzw. von(1,1) nach(—1,1).

a) Berechnen Sief ydl und [ydl !
C1 G

b) Berechnen Sie[ dx+ydy und | dx+ydy!
C1 G

c) Welche Arbeit ist erforderlich, um einen Punkt der Massa dlem Kraftfeldlf(x,y) =

( ; ) aufCy von (—1,1) nach(1,1) bzw. aufC, von (1,1) nach(—1,1) zu bewegen?

Argumentieren Sie, wenn das mdglich ist, sowohl mit dem kKnmtegral aus auch mit
dem Potenzial des Kraftfeldes!

d) Berechnen Sie die Masse und den Schwerpunkt des mit Masd@ialdge p(x,y) =y
belegten Bogensticky bzw.C, !

Aufgabe 20.52 Ldsung
X+y—2z
a) Zeigen Sie, dask (x,y,2) = ( X—y+ z) ein Potenzialfeld ist!
—X+Yy+z

b) Berechnen Sie das Potenzial des Feldes!

c) Das gegebene Fefl(x,y,z) sei ein Kraftfeld. Berechnen Sie die Arbeit, die erfordérlic
ist, einen Punkt der Masse 1 in diesem Feld (@1®,0) nach(1,2,3) zu bewegen!

Aufgabe 20.53 Ldsung

3yz+ Y2 +1
Ein Vektorfeld sei durclr (x,y,z) = X3Z+2Xy2 +2 gegeben.
X3y 43Xy +y+ 2z

a) Zeigen Sie, dass es sich um ein Potenzialfeld handelt!
b) Berechnen Sie das Potenzial des Feldes!

c) F(x,y,2) sei ein Kraftfeld. Berechnen Sie die Arbeit, die erforddrlist, einen Punkt der
Masse 1 in diesem Feld vdi, 1,1) nach(1,—2,2) zu bewegen!

Aufgabe 20.54 Ldsung

Die Kurve C verbinde die Punkt¢0,0) und (0,2). Sie verlaufe vom Koordinatenursprung

zunachst langs dexAchse bis zum Punk®,0) und dann langs des Kreises mit Radius 2 um
den Koordinatenursprung zum Purtkt 2).

a) Die Kurve sei mit Masse der Dichpgx, y) = 1++/X%+Yy? belegt. Berechnen Sie die Masse
und den Schwerpunkt!

b) Welche Arbeit ist erforderlich, um einen Punkt der Masse @em KraftfeldFy(x,y) =
(yfi‘é) aufC von (0,0) nach(0,2) zu bewegen? Argumentieren Sie, wenn das mdglich
ist, sowohl mit dem Kurvenintegral als auch mit dem Potdrdga Kraftfeldes!

c) Beantworten Sie die bei b) gestellte Frage firr das Fele y) = (Xg)_?;) !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_051-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_052-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_053-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_054-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_054-0.pdf
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Aufgabe 20.55 Ldsung

Berechnen Sie die Arbeit, die erforderlich ist, um einen Pdek Masse 1 in einem Kraftfeld

F(xy)= (gii) langs des entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufenen ESkiegses vom

Punkt(—1,0) zum Punkt(1,0) zu bewegen!

Aufgabe 20.56 Ldsung
Berechnen Sie die Arbeit, die erforderlich ist, um einen Pdek Masse 1 in einem Kraftfeld

a) Fi(x,y) = (;jo b) Fo(xy) = <§ii> 2

langs der entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufenen Elkﬁ&yz =1 vom Punkt0, —2)

zum Punkt(0,2) zu bewegen! Fuhren Sie die Berechnung, wenn es mdoglich vgghdaiber
das Potenzial als auch mit einem Kurvenintegral aus! Lieggdabhangigkeit vor?

Hinweis: Fur die Integration empfiehlt sich die Verwendung einer Patardarstellung der Ellipse und der
Formel cod¢ —sir’ ¢ = cos2p.

Aufgabe 20.57 Lésung
Berechnen Sie die Arbeit, die erforderlich ist, um einen Pude Masse 1 im Kraftfeld

2Xy+ 2XZ + 3x?
F(x,y,2)=| xX+Z2+2y von (0,0,0) nach(1,2,3) zu bewegen!

2yz+2x°z+1

Oberflachenintegrale 1. und 2. Art

Aufgabe 20.58 Ldsung
Berechnen Sie die Integrale

a) [[z\/x*+y?+1ds und
S

b) [[xdydz-+ xydzdx+ yzdxdy
S

uber der Flach&= {(x,y,2) : z=xy,0<y<x,0<x<1} !

Aufgabe 20.59 Lésung
Berechnen Sie die Integrale

a) ﬂ 11 2zdS und
S

b) jjxdydz+ ydzadx -+ (4x+3y-+27) dxdy
S
X2 1 y2
uber der Flaches= {(x,y,2) : z= >

, —X<y<x 0<x<1}!

Aufgabe 20.60 Lésung
SeiB die Vierecksflache mit den Eckpunkté® 0), (1,0), (1,1) und(0,2) in derx-y-Ebene.
Berechnen Sie den Inhalt der FlacHg,y,z) cR3: z=8-x—4y, (x,y)€B} !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_055-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_056-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_057-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_060-0.pdf
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Aufgabe 20.61
Uber dem Intervall[0,2] = {x e R: 0<x<2} sei die in der y
Abbildung fett dargestellte Funktiof(x) definiert, die von ihr

und derx—Achse begrenzte Flache werde Bibezeichnet. 2

UberB sei durchS={(x,y,2): z=$(X,y) =2—x+Y, (X,y) €B}
die FlacheSbeschrieben. Berechnen Sie den Inhalt der Flache
Smit Hilfe eines Oberflachenintegrals! 1

Losung

Aufgabe 20.62 Ldsung
SeiB die Flache des Kreises mit Radiug’'2 um den Koordinatenursprung in defy—Ebene

undSdie dariiber durclz = 12—x°—y?, (x,y) € B beschriebene Flache.
a) Berechnen Sig[ dS !

S
b) Berechnen Sie den Oberflacheninhalt des durch die Fl&&hedB begrenzten Korpers!

Aufgabe 20.63 Ldsung
SeiF der im |. Oktanten gelegene Teil der Ebeaey+z=1 undSdie Oberseite voF.

a) F sei mit Masse der chhte<l—)2 belegt. Berechnen Sie die Masse der Flache!
+X+Z

b) Berechnen Sie das Oberflachenintegral 2. fftxdydzqL ydzdx+ zdxdy !
s

Aufgabe 20.64

Losung
Betrachtet wird der von den Flachen=0 (xX*+y?><4), z=18-2x—2y? und x°4+y*=4
begrenzte Korper.

a) Skizzieren Sie den Korper!
b) Berechnen Sie sein Volumen!
c) Berechnen Sie seine Oberflache!

1 1
d) Der Korper bestehe aus Material der Dichpéx,y,z) = - —————. Berechnen Sie
seine Masse! 2 34/x2+y2

Aufgabe 20.65 Ldsung
Betrachtet wird der von der Flache=x?+y?—16 und dex-y—Ebene begrenzte Kérper.

a) Skizzieren Sie den Korper!
b) Berechnen Sie sein Volumen!

c) Der Korper bestehe aus Material der Diclgéx, y, z) = -————. Berechnen Sie seine
Masse! 16-x"—y

d) Berechnen Sie die Oberflache des Korpers!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_063-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_063-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_064-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_064-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_065-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_065-0.pdf
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Aufgabe 20.66 Ldsung
Betrachtet wird der von der Flactze- 2 — eV***¥* und von dex-y-Ebene begrenzte Korper.

a) Skizzieren Sie den Korper!
b) Berechnen Sie sein Volumen!

c) Bei dem Kdorper handele es sich um einen Hohlkorper, desa@emhaut aus Material der
1

, z>0
Dichte p(x,y,z)={ V 1+eiv ey besteht. Berechnen Sie seine Masse!
—, z=0
V5
Aufgabe 20.67 Ldsung
V3 dm
Eine Flussigkeit flie3e mit einer Geschwindigkeitve@d.5| 0 | —
1

a) durch die Flach&;: z=¢(x,y) =0, 0<x <3, 0<y < 2 (jeweils in dm),
b) durch die Flach&: z= ¢ (x,y) = (Xx— 3)2, 0<x<3,0<y<2(jeweilsindm).

Berechnen Sie mit Hilfe des Oberflachenintegrals 2. Art, welElissigkeitsmenge pro Se-
kunde durch die Flachg (i = 1,2) stromt!

Aufgabe 20.68 Lésung

durch die Flache

»l|3

0.2
Eine Flissigkeit flielBe mit einer Geschwindigkeit vo( 0 )

-1
1 T/ X2+ Y2
7 cos VXY

5 5 x°+y? <1, alle Koordinaten in m.

a) Veranschaulichen Sie die Situation zeichnerisch!
b) Wieviel Liter flieRen pro Sekunde durch die Flache?

Aufgabe 20.69 Ldsung
Berechnen Sie das Integraf[ xdydz+ ydzdx + Z2dxdy Uber die Oberseite des Teils des
S

Paraboloidsx? +y? +z =1, fiir denz>0 gilt!

Aufgabe 20.70 Ldsung

Gegeben sei die Kugek? +y? + 72 = a®. Als obere bzw. untere Halbkugel sollen die Tei-
le der Kugel bezeichnet werden, fur die> 0 bzw. z < 0 gilt. Berechnen Sie das Integral
[ xdydz+ ydzdx+ zdxdy

S

a) Uber der Oberseite der oberen Halbkugel,

b) Uber der Oberseite der unteren Halbkugel,
c) Uber der Unterseite der unteren Halbkugel,
d) Uber der AuRRenseite der Kugel!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_066-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_066-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_067-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_067-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_068-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_068-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_069-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_069-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_070-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_070-0.pdf
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Integralsatze

Aufgabe 20.71 Ldsung
Berechnen Sie das Integrag;ﬁxdydznL ydzdx + zdxdy Uber der AulRenseite der Kugel
S

X?+y?+ 72 =a? (vgl. Aufgabe20.70 mit Hilfe des GauRRschen Integralsatzes!

Aufgabe 20.72 Ldsung

SeiSdie Oberflache des Kérpers, der wiry?+z=1 und derx-y-Ebene begrenzt wird. Be-
rechnen Sie das Integrgf xdydz+ydzdx+z2dxdy mit Hilfe des GauRschen Integralsatzes!
S

Wieso stimmt das Ergebnis mit dem von Aufg&tie69uberein?

Aufgabe 20.73 Ldsung
Ermitteln Sie den Wert des Integralﬁ(3y+ 2z)dxdy Uber der Aul3enseite des Zylinders
S

{(xy,2) eR3: 0<x2+y? <4, ~1<z<2}!

Aufgabe 20.74 Ldsung
X—2z7
Berechnen Sie den Fluss des Vektorfelde8z— 4x | durch die Oberflache des Tetraeders
SX+ Y

mit den Eckpunktert0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und(0,0,1) !

Aufgabe 20.75 Lésung

x3 +xz
Berechnen Sie den Fluss des Vektorfel<6363+yz> durch die Kugel mit dem Radius 3 um
den Koordinatenursprung! Z+7

Aufgabe 20.76 Ldsung

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Substitution=arcosg, y=brsing das Integral (| zdxdy
S

2 2

Uber der Oberseite des oberen Halbellipsozre}s+§+? =11

b) Wenden Sie auf das berechnete Integral den Gau3schgralstdz an und geben Sie mit

2 2

. . . X
Hilfe des Ergebnisses das Volumen des Elllpsmae}s+ é + 2= 1 an!

Aufgabe 20.77 Lésung
=y

Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfeldgsx—z | (ber dem Dreieck mit den Eck-
y—X

punkten(a,0,0), (0,a,0) und(0,0,a) mit Hilfe des Stokesschen Integralsatzes!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_071-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_071-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_072-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_072-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_073-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_073-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_074-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_074-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_075-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_075-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_076-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_076-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_077-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_077-0.pdf
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Aufgabe 20.78 Ldsung
y—X
Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfeldex—y | Uber dem Rand des im I. Qua-
z
dranten liegenden Sektors der Kreisflache mit Radius 3 um dendihatenursprung in der
x-y—Ebene!

Aufgabe 20.79 Ldsung
SeiC eine geschlossene Kurve. Zeigen Sie, dass das Integyaldx + xzdy + xydz gleich
Null ist! C

Aufgabe 20.80 Lésung
y

Berechnen Sie die Zirkulation des Vektorfeldeg | Uber dem in der RichtungBCAdurch-
X

laufenen Dreieck mit den Eckpunktél,2,1), B(3,10,—2) undC(1,5,2)

a) durch Integration langs des Randes,
b) mit Hilfe des Stokesschen Integralsatzes!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_078-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_078-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_079-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_079-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_080-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/20_080-0.pdf

21 Differenzialgleichungen

Begriff und Richtungsfelder

Aufgabe 21.1 Ldsung
Ein Fahrzeug hat nach 3 Stunden 250 km zurlckgelegt undridhdiner Geschwindigkeit
von 120 km/h. Welche Strecke hat es nach 3 Stunden 15 Minutéickzgelegt, wenn es die
angegebene Geschwindigkeit beibehalt.

Aufgabe 21.2 Lésung
Skizzieren Sie die Richtungsfelder der Differenzialgleicheny (x) =1 und y'(x)=x und
stellen Sie in diesen die Losungsmengen dieser Differ&gieiahungen dar!

Aufgabe 21.3 Ldsung

Skizzieren Sie das Richtungsfeld der Differenzialgleichyi(x) = = und stellen Sie in die-
sem die Losungsmenge dieser Differenzialgleichung dar!

Trennung der Veranderlichen

Aufgabe 21.4 Ldsung

a) Beschreiben Sie die Kurye=y(x), fur die der durch die Schnitt-
punkteA undB mit den Koordinatenachsen begrenzte Abschnitt
einer beliebigen Kurventangente vom jeweiligen BerlUhrungs
punktM(x,y) halbiert wird, durch eine Differenzialgleichung! B

b) Skizzieren Sie das Richtungsfeld dieser Differenziadpieng! vyl

c) Losen Sie die Differenzialgleichung durch Trennung derayi-
derlichen!

d) Bestimmen Sie die Kurve mit der in a) beschriebenen Eidgeisadie durch den Punkt
(2,2) geht!

Aufgabe 21.5 Lésung
Losen Sie die Anfangswertaufgalygx) = 2xy, y(0) = 3!

Aufgabe 21.6 Lésung
Losen Sie die Randwertaufgaly(x) = 1, y(0) = 1, y(1) = 3!

Aufgabe 21.7 Lésung

In welcher Zeit kiihlt sich ein Kérper, der auf 1@erhitzt wurde, bei einer Aul3entemperatur
von 20°C auf 25C ab, wenn er sich in 10 Minuten auf 8D abkuhlt und die Abkihlgeschwin-
digkeit proportional der Temperaturdifferenz von KérpadwuRentemperatur ist?


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_007-0.pdf
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Aufgabe 21.8 Ldsung

An einer bestimmten Stelle wurde nach der Reaktorkatastreph Tschernobyl eine Fla-
chenbelastung durch ein radioaktives Isotop von 200 kBgemessen. Ein Jahr spater wurde
an der gleichen Stelle eine Belastung von noch 195,43 kBgemessen. Bekannt ist, dass
die Anderungsgeschwindigkeit der Radioaktivitat promoral zu ihrer Hohe ist. Ermitteln
Sie, nach welcher Zeit die Belastung auf 150 kBgfafallen sein wird!

Aufgabe 21.9 Lésung
Losen Sie die Differenzialgleichungen des exponentiellet logistischen Wachstums

a)y(x)=ay(x) und b)Yy (x)=ayx)(b-y(x))
durch Trennung der Veranderlichen!

Lo 1 1 <1 1 >
Hinweis: =—|\-+—
X(c—=X) c\Xx c€—Xx

Aufgabe 21.10 Ldsung
Ein Kapital, das am Jahresende 2004 einen Stand von 1€0tite, entwickelt sich nach
K(t)=0,035K(t), wobeit die Zeit in Jahren sei. Ermitteln Sie die Funktikiit) sowie den
effektiven Jahreszins!

Aufgabe 21.11 Ldsung
Zur Untersuchung der zeitlichen Entwicklung des Ausstaiteon Haushalten mit Fernsehern
soll der Einfachheit halber angenommen werden, dass destéttisngsgrad maximal 96 %
erreichen kann, 1965 48 % betrug und damals jahrlich um 4,8.&hs:

Das jahrliche Wachstum der prozentualen Ausstatyungchst mit steigendem Ausstattungs-
grad (je mehr Nachbarn einen Fernseher haben, desto sahwéliman auch einen haben)
und fallt mit zunehmender Sattigung. Deshalb soll angenemwerden, dass es proportional
zuy(96—y) ist. Bestimmen Sie die zeitliche Entwicklung vgmnind skizzieren Sie diese!

Aufgabe 21.12 Ldsung
Gesucht ist die Kurvg = f(x), die durch den Punki2, 16) geht und fur die in jedem Punkt
(%, f (X)) das von den Koordinatenachsen und den Geradstundy= f (X) begrenzte Recht-
eck viermal so grol3 ist wie die von den KoordinatenachsenGeeadex=Xx und der Kurve
begrenzte Flache.

X
Hinweis: Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechrgjhg%( / f(&)dé =f(x).
a

Aufgabe 21.13 LOsung
Ldsen Sie die Differenzialgleichungen

a)y =y,

b) y = (y—5) cosx,

c) Y = (2y+1)cotx

d) Xy +y>=0!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_010-0.pdf
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Aufgabe 21.14 Ldsung
2

Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der Differenzialglenchy = % !

Aufgabe 21.15 Losung
. 1

Losen Sie die Anfangswertaufgalys/ + 2= 0, y(1) = —4!

Aufgabe 21.16 Ldsung

Lésen Sie die Differenzialgleichungl + y?) dx+ xydy = 0 !

Aufgabe 21.17 Ldsung

Losen Sie die Differenzialgleichung/ (x) = &;) + LX)X !

Aufgabe 21.18 Ldsung

Gesucht ist die Kurve, die durch den Pufiktl, —1) geht und deren Tangenten in allen Beruh-
rungspunkten folgende Eigenschaft haben:bikoordinate des Schnittpunkts der Tangente
mit derx—Achse ist gleich dem Quadrat der Abszisse des BerUhrungtgsun

Aufgabe 21.19 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Lésung der Differenzialgheing y = (cosx?)xy !

Aufgabe 21.20 Ldsung
Losen Sie die Differenzialgleichung = 3—): <1+ In y> !

X
Hinweis: Substitution1(x) = &:)

Aufgabe 21.21 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differenzialgheing y = w !
X2 +3x—28
Aufgabe 21.22 Ldsung
: . : ) : : : (x—-2)y
Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differenzialgheing y = 26 !
Aufgabe 21.23 Ldsung

Fur die Geschwindigkeit des freien Falls eines Kérpers dasdédm gilt unter Berlcksichti-

gung des Luftwiderstandes die Differenzialgleichung) = g — mv(t), wobeig die Erdbe-

schleunigung un# die Reibungskonstante bezeichnet. Zum Zeitpuakd werde ein Korper
fallengelassen.

a) Geben Sie die Geschwindigkeit des Korpers als FunktioZ ei¢ an!
b) Welchen Wert kann die Geschwindigkeit nicht tberschrgitvennm=50kg undk =
10kg/s betragt?
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Aufgabe 21.24 Ldsung
Gegeben sei die Differenzialgleichungy” +xy —y = 0.

a) Zeigen Sie, dassg (x) = x eine spezielle Losung dieser Differenzialgleichung ist!

b) Losen Sie davon ausgehend die Differenzialgleichumgaikin durch Reduktion der Ord-
nung mit der Substitutiog(x) = y1(X)u(x) und Losung der sich dadurch ergebenden Dif-
ferenzialgleichung fuu' !

Lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung

Aufgabe 21.25 Lésung
Losen Sie die folgenden inhomogenen linearen Differeglealhungen 1. Ordnung:

ay — 3% =X,

b) y + 2xy = 2x2e™,

C) Y —ytanx = cosx !

Aufgabe 21.26 Lésung

Ermitteln Sie fur die inhomogene lineare Differenzialghaing 1. Ordnungy +y = xe* die
allgemeine Losung sowie die spezielle Losung, fundi =0 gilt!

Aufgabe 21.27 Ldsung
Losen Sie die Differenzialgleichung/ (x) — y(x) cosx = sinxcosx !

Aufgabe 21.28 Lésung
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialglenchy + 2xy = 4x e’ |

Aufgabe 21.29 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differenzialgheing y' + X

X
= !
x2+3y VX243

Aufgabe 21.30 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Lésung der Differenzialgheing y — 2+ssi)r(1xy: 2+sinx !
Aufgabe 21.31 Ldsung
Losen Sie die Anfangswertaufgalye— 2% =x%, y(1) =4 !

Aufgabe 21.32 Ldsung
Losen Sie die Anfangswertaufgalyé— Y _ 1, y(12) =50 !

2X+1
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Aufgabe 21.33 Ldsung
Losen Sie die Anfangswertaufgalye— x2:5y = (X*45) sinx, y(0) =0 !
Aufgabe 21.34 Ldsung

Ermitteln Sie fur die Differenzialgleichungy +y = xsinx die allgemeine Losung sowie die
spezielle Losung, fiir dig(m) =0 gilt!

Homogene lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffiziemn

Aufgabe 21.35 Ldsung

Loésen Sie mithilfe des Ansatzegx) =Ce* folgende linearen homogenen Differenzialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten:

a) y - 2y = 0’

b) y' -5y +6y=0,

C)Y'+wy=0 (w>0) !

Hinweis: Wie bei der Losung homogener linearer Gleichungssystenjeds Linearkombination, speziell also
auch die Summe von Ldsungen einer homogenen linearen &iffaigleichung wieder Lésung die-

ser Differenzialgleichung. Nutzen Sie dies im Falle c), wallwertige Losungen der Differenzial-
gleichung anzugeben!

Aufgabe 21.36 Lésung
Ldsen Sie die folgenden homogenen Differenzialgleichangé konstanten Koeffizienten:
a)y'—4y +3y=0,

b) y'—4y +13y=0,

c)y’—6y'+12/ —8y=0,

d) y¥ —16y=0,

e)y® -8y’ +16y=0!

Aufgabe 21.37 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Lésung der Differenzialgheingy(® (x)—5y(4) (x)—36y” (x)=0 !

Aufgabe 21.38 Ldsung
Ldsen Sie die Differenzialgleichungen

a) y(® —5y(5 4334 —29¢” =0 und
b) y® +12y*4) + 48y’ + 64y =0 |

Aufgabe 21.39 Losung
Losen Sie die Anfangswertaufgaben

) y"—3y"+4y=0, y(0) =0, y(0) =1, y'(0) =4,
b) §+25+2s=0, s(0)=5(0)=1!
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Aufgabe 21.40 Ldsung
Losen Sie die Randwertaufgalse+ 25+ 2s=0, s(0) = s<7—21> =1

Aufgabe 21.41 Ldsung
Losen Sie die Anfangswertaufgalyé — 8y’ + 15y =0, y(0) = -2, y(0) = —14 !

Aufgabe 21.42 Ldsung
Ldsen Sie die Anfangswertaufgabe

y"(x) = 7y"(x) —18y'(x) =0, y(0) = —29, y'(0) =49, y'(0)=1

Aufgabe 21.43 Losung
Ermitteln Sie die Losungen folgender Randwertaufgabemyeafiese existieren:

a)y'+2y +5y=0, y(0)=y(5) =0,

b) y'+2y +5y=0, y(0)=y(7) =1,

c)Y'+2y+5y=0, y(0) Zy(g) =0,

d) y'+2y +5y=0, y(0) Zy(g) =1,

e)y'+2y +5y=0, y(0)=—ez?, y(%) =1

Aufgabe 21.44 Ldsung

Losen Sie die Randwertaufgalyé(x) + 14y’ (x) +53y(x) =0, y(0) =0, y(m) =1 !

Aufgabe 21.45 Ldsung

Losen Sie die Randwertaufgabe(t)— 2x(t) + 10x(t) =0, x(0) =3, x<g> =2

Inhomogene lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung mit konstante
Koeffizienten

Aufgabe 21.46 Ldsung

Lésen Sie die folgenden inhomogenen linearen Differegigalhungen 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten:

ay-y=3,

b) ¥ +3y =9x*+7,

C) Y — 2y = 3sinXx—4Co,
dy—-2y=cosx !

Verwenden Sie dabei zur Bestimmung einer speziellen Losenghdomogenen Differenzi-
algleichung den Lésungsansatz in Form der rechten Seitérgl&dansatz”)!
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Aufgabe 21.47 Ldsung

Lésen Sie die inhomogenen linearen Differenzialgleiclamiy. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten a)y =-2y+3, b)y =-2y+3cos« !

Verwenden Sie dabei zur Bestimmung einer speziellen Losenghilomogenen Differenzi-
algleichung den Lésungsansatz in Form der rechten Seitérgl&dansatz”)!

Aufgabe 21.48 Ldsung

Ldsen Sie die inhomogenen linearen Differenzialgleiclamgy. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten a)y =y+2sinX—cos%, b)y =y-+sin !

Verwenden Sie dabei zur Bestimmung einer speziellen Losenghlomogenen Differenzi-
algleichung den Lésungsansatz in Form der rechten Seitérgl&dansatz”)!

Aufgabe 21.49 Ldsung
In einem elektrischen Stromkreis befinden sich in Reihensotgeine Spule mit der Selbst-
induktionsspannung, (t) = LI’(t) und ein Widerstand mit dem Spannungsabtii(t) =
RI(t). Zum Zeitpunkt = 0 werde

a) eine Gleichspannung bzw.
b) eine Wechselspannuhsinwt

angelegt. Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf des Strdftggeweils

(i) (aufwéandig) mit Variation der Konstanten und
(i) (weniger aufwandig) mit Losungsansatz in Form der tenlSeite!

Aufgabe 21.50 Ldsung
Wir betrachten eine Volkswirtschaft. Sei> 0 die Zeit,y(t) das Volkseinkommeng(t) der
Konsum und(t) die Investitionen. Dann lautet das Wachstumsmodell fir\idisseinkom-
men nach Boulding:

y(t) = c(t) +i(t)

ct)=a+Bylt) a>00<p<1

y(t) = yi(t) y>0

y(0) = Yo

a) Welche Bedeutung haben die Paramete, y undyg ?
b) Ermitteln Siey(t) !
¢) Unter welchen Bedingungen wéchst, unter welchen Bedirgusinkty(t) ?
a _ y0)—c(0)
1-B 1-p
d) Ermitteln Sie fur den Fall, dag$t) sinkt, wann uberhaupt nichts mehr konsumiert werden
kann!

Hinweis: yo—

(nach Nollau, V.: Mathematik fur WirtschaftswissenscleaftTeubner. 3. Aufl. 1999, S. 190f.)
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Inhomogene lineare Differenzialgleichungen hoherer Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Aufgabe 21.51 Ldsung
Ldsen Sie die folgenden inhomogenen Differenzialgleigammit konstanten Koeffizienten:
a)y’ — 4y + 3y = xe¥,

b) y' — 4y + 3y = 2¢,

C) Y —2y +y=xe,

d) y' —3y +2y=2¢,

e)y —4y =283,

0y -2y =x—x!

Aufgabe 21.52 LOsung
Losen Sie die Randwertaufgaige+ 9y = sinx, y(0) = 2, y(g =1

Aufgabe 21.53 Losung
Ldsen Sie die folgenden inhomogenen Differenzialgleigfammit konstanten Koeffizienten:
a)y’ -3y +2y=¢e¥,

b) y' —3y +2y=¢

Oy -2y +y=¢,

d)y' -2y +y=e*,

e)y’+ 16y =3sinX !

Aufgabe 21.54 Ldsung
Lésen Sie die inhomogenen linearen Differenzialgleicamiit konstanten Koeffizienten
a)y’'+5y+6y=e€e,

b) Yy +y — 182 = —140&e?,

c) Y +9y =7cos4,

d) y"+y’'+18%/ — 17y = 10€,

e)y# —2y" 45y =51

Aufgabe 21.55 Ldsung
Losen Sie die Differenzialgleichung’(x) — 5y (x) — 24y(x) = 9e * |

Aufgabe 21.56 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differenzialgheing y”’ +Yy — 56y = 56 !

Aufgabe 21.57 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differenzialgheing y”’ +y’ — 56y’ = 56 !

Aufgabe 21.58 Ldsung
Losen Sie die Differenzialgleichung” (x) — 3y"(x) — 28y (x) = 112 !
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http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_058-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_058-0.pdf
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Aufgabe 21.59 Ldsung
Losen Sie die Anfangswertaufgalyé — 6y — 7y = 24¢€, y(0) =y'(0) =0 !

Aufgabe 21.60 Losung
Lésen Sie die inhomogenen linearen Differenzialgleictamiit konstanten Koeffizienten

a) y’ + 4y = sinx und
b) y' +4y =sin2 !

Handelt es sich bei den Losungen um beschrankte Funktionen?

Aufgabe 21.61 Ldsung
(vgl. Aufgabe21.60

a) An einen an einer Feder aufgehangten Massepunkt greifembZeitpunkt = O eine
periodisch wirkende &uf3ere Krdftsint an, die bei Vernachlassigung der Dampfung eine
Schwingung nach der Gleichungt)+ 4x(t) = F sint auslost. Ermitteln Sie die Auslen-
kung des Massepunktes gegentber der Gleichgewichtslage!

b) Bei welcher &uReren Kraft wirde es fur die Gleichuxt) + 4x(t) = F(t) zur Resonanz
kommen? Wieso wiurde es in diesem Falle zur Zerstérung desrBgkommen?

Aufgabe 21.62 Lésung

a) An einen an einer Feder aufgehangten Massepunkt greiflembZeitpunkt = 0 eine
periodisch wirkende aul3ere Krdtsing an, die bei Vernachlassigung der Dampfung ei-
ne Schwingung nach der Gleichumg(t)4 16x(t) = Fsin& auslost. Ermitteln Sie die
Auslenkung des Massepunktes gegentber der Gleichgelaigats

b) Bei welcher &uBerer Kraft wiirde es fir die Gleichux{y) + 16x(t) = F(t) zur Resonanz
kommen? Begrunden Sie mit Hilfe des zur Bestimmung einer sppeziL6sung der in-
homogenen Differenzialgleichung zu verwendenden Ansatiass es in diesem Falle zur
Zerstorung des Systems kommen wuirde! (Die Lésung muss audgerechnet werden.)


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_059-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_060-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_061-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_062-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/21_062-0.pdf

22 Differenzialgleichungssysteme

Homogene lineare Differenzialgleichungssysteme 1. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Aufgabe 22.1 Lésung
Ldsen Sie das Differenzialgleichungssystem = 2x+8y

y =3x—8y
a) direkt,

b) durch Ruckfihrung auf eine Differenzialgleichung zwe@ednung firx,
c¢) durch Ruckfiihrung auf eine Differenzialgleichung zwe@ednung firy !

Aufgabe 22.2 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Losung des Differenzialgieicgssystems x=2x+ y

y=6x—3y !
Aufgabe 22.3 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Lésung des Differenzialdieicgssystemsx= 8x— 6y

y=—6x+17y !
Aufgabe 22.4 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine Losung des Differenzialdieicgssystemsx = 3x+ y

y=6x—2y !
Aufgabe 22.5 Lésung
Ermitteln Sie die allgemeine Losung des Differenzialdleicgssystemsx = x-+ 15y

y=2x+ 2y !
Aufgabe 22.6 Lésung
Ermitteln Sie die allgemeine Losung des Differenzialdieicgssystemsx= 2x +2y

: 3

=—=-X+6y !

y 2X+ y
Aufgabe 22.7 Ldsung
a) Ermitteln Sie die allgemeine reelle L6sung des Systems- —7x + Yy

y=—-2x—5y !

b) Bestimmen Sie die spezielle Losung, fur di@) =y(0) =1 gilt!


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_005-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_006-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_007-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_007-0.pdf
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Aufgabe 22.8 Ldsung
a) Ermitteln Sie die allgemeine reelle Losung des Systems= —x + 4y

y=—-2x+3y !
b) Bestimmen Sie die spezielle Lésung, fir #{®) =3 undy(0) =5 gilt!

Aufgabe 22.9 Lésung

Ermitteln Sie fur das Differenzialgleichungssysterti Mty

y=—25x+4y die allgemeine reelle

e . /T T .
i} ) LT\ TN |
Losung sowie die spezielle Lésung, fiir d>re<12> = y<12> = /2 gilt!

Aufgabe 22.10 Ldsung
Ermitteln Sie die Losung des Differenzialgleichungs eXZ ax—3y
g g gssyst y— 10+ 6y’
fur die x(0) = 10 undx{(0) = 50 gilt!
Aufgabe 22.11 Ldsung

(t)=— 2x(t)+ y(t)
(t)=—40x(t)+2y(t)

Ermitteln Sie die Losung des Differenzialgleichungssuysie;
fur die x(0) = 2 undx(0) = 6 gilt!

Aufgabe 22.12 Ldsung

Ermitteln Sie die allgemeine reelle Losung des Differdgt@achungssystemx=x+5y
y=—x-3y !

Aufgabe 22.13 Ldsung

Ldsen Sie die folgenden Systeme linearer homogener Difggagleichungen erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten:

X= X-2y-z X= y+z X = y
a) y=—X+ y+z, b) y=x +4z Cc) y= z !
Z= X -z z=X+y Z= —X+y+z
Aufgabe 22.14 Lésung
Losen Sie das Differenzialgleichungssystenx = "x+2y+4z
y= y
z=2x —1z !
Aufgabe 22.15 Ldsung
X=2X+ y-3z

Losen Sie das Differenzialgleichungssysteny = x+2y—3z !
z="5x+ y—6z


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_008-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_009-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_010-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_011-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_012-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_013-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_014-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_015-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_015-0.pdf

22. Differenzialgleichungssysteme 17. Oktober 2014 301

Aufgabe 22.16 Ldsung
X=X
Ldsen Sie das Differenzialgleichungssysteny = 3x+3y—4z !
2= —-2X+ y—2z
Aufgabe 22.17 Lésung
Ermitteln Sie die allgemeine reelle Loésung des Differelgggachungssystems = —y
y= x !
Aufgabe 22.18 Losung
Ermitteln Sie die allgemeine reelle Lésung des Differelgggachungssystems =y
y=—-4x !
Aufgabe 22.19 Ldsung
Losen Sie die Anfangswertaufgabex(t) = y(t) +z(t), x(0)=2
y(t) = x(t) +2zt), y0)=1
Z(t) = x(t) + y(1) , 20)=6 !
Aufgabe 22.20 Losung
Losen Sie die Anfangswertaufgabe=" 2y
y=23x—5y
Z=2X—4y+z

x(0)=3, y(0)=-2, z0)=-1 !

Aufgabe 22.21 Lésung
_ -1 11 4
Losen Sie die Anfangswertaufgabg(t) = 1 -1 1|Xt), X(0)=12] !
Aufgabe 22.22 Ldsung
0 1 O 4
Lésen Sie die Anfangswertaufgalyg(x) = | O 0 1]|¥x), yoy=1 7|
(6 -11 6) (15)
Aufgabe 22.23 Ldsung
Lésen Sie die Anfangswertaufgalbbe=2x—2y— z
y=3x—5y—3z
z2=2Xx—4y— z

x(0)=2, y(0)=-2, z(0)=-1 !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_016-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_017-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_018-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_019-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_020-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_021-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_022-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_023-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_023-0.pdf
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Inhomogene lineare Differenzialgleichungssysteme 1. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Aufgabe 22.24 Lésung
Lésen Sie das inhomogene Systerm = —2y+ e
y=—2x+4et |
Aufgabe 22.25 Ldsung
Ldsen Sie das inhomogene Differenzialgleichungssystem= —2y
y=—2x+2e% |
Aufgabe 22.26 Ldsung

Losen Sie das inhomogene System—2x—8y=  5¢
y —3x+8y=-18¢ !

Aufgabe 22.27 Lésung
Ldsen Sie die inhomogenen linearen Differenzialgleictlssygteme 1. Ordnung mit konstan-
=4Xx—T7y+6 b) X=4x—7y—3sin2

=2x—b5y ' y=2x—5y+ sin2

ten Koeffizienten a)

Aufgabe 22.28 Ldsung
Wenden Sie die Methode des Losungsansatzes in Form deemne8bite auf die Differenzial-

gleichungssysteme 592 _¥+sin2t und b) ;z _¥+sint an! Was stellen Sie fest?

Aufgabe 22.29 Lésung
Wenden Sie die Methode des Ansatzes vom Typ der rechten &ditie Differenzialglei-

chungssysteme {=2X+2y— 4 4 b) =2X+2y- 4

X :
—3x+ y—10 y— x4+ y—10 an! Was stellen Sie fest?

Aufgabe 22.30 Lésung
Losen Sie das Differenzialgleichungssyster= —4x—9y—1

y= 3Xx+8y+2 |
Aufgabe 22.31 Ldsung
Losen Sie das Differenzialgleichungssyster= 2x+ vy -2

y= x— 3y+ z+1
z=13x—-12y+6z—-1 !

Aufgabe 22.32 Ldsung
Ermitteln Sie die allgemeine reelle Losung des Differelgggachungssystems

X=— 4x+ y+ 10!

y=—25x+4y— 6e* !


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_024-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_025-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_026-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_027-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_028-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_029-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_030-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_031-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_032-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_032-0.pdf
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Aufgabe 22.33 Ldsung

0
Lésen Sie die Anfangswertaufgabt) = AX(t)+F sint, X(0)= %o fur A= ( 0
6 3 —2
F=[5], %= 1] !
)+

Aufgabe 22.34 Ldsung

In einem Transformator sollen fir den Primarstrog(t) und den Sekundéarstrom(t) die
Differenzialgleichungen

Lal;(t) + MI,(t) + Ryl1(t) = U sinet und
L2|2(t) + M|1(t) +Rola(t) =0
erflllt sein, wobeiL; und L, die Selbstinduktivitdten der Spulell, die Wechselinduktivitat

der SpulenR; und R, Ohmsche Widerstande sowiesinwt die angelegte Primarspannung

sei. Stellen Sie das Problem in der Forht) = Al(t)+¢(t) dar und formulieren Sie eine
geeignete Anfangswertaufgabe!

(nach Dallmann, H. und Elster, K.-H.: Einfihrung in die hdh®lathematik fir Naturwissen-
schaftler und Ingenieure. Band lll. Jena: Gustav FischeB198193f. und 605: Ubungsauf-
gabe 8 zu Abschnitt 5.4, dort auch Skizze und LAsung)


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_033-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_034-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/22_034-0.pdf

23 Laplacetransformation mit Anwendung bei
Differenzialgleichungen

Laplacetransformation

Aufgabe 23.1 Lésung
Berechnen Sie die Laplacetransformationen von

a) f(t) =sint und b) f(t) = sinht
und geben Sie die Konvergenzhalbebenen an!

Aufgabe 23.2 Ldsung
Berechnen Sie die Laplacetransformatioh€p) = L[f(t)] folgender Funktionen mit Hilfe
der Eigenschaften der Laplacetransformation:

a) f(t) =sinat (a>0),

b) f(t) = e¥sint,
c) f(t) =t2sint,
d) f(t)= (iost = %smt
e) f(t) = [€¥ sintdr,
0
t
f) f(t)=Je' sint—r1)dr !
0
Aufgabe 23.3 Lésung
Gegeben sei die in der Abbildung dargestellte Funksion

y
2

i

12
a) Geben Sie die Vorschrift zur Berechnung &) an!

b) Ermitteln SieL(p) = /e‘pts(t)dt durch Berechnung des Integrals!

0
c) Seif(t) = { ,?’ tig . Berechnen Sie die Laplacetransformation &), indem Sie

S(t) in der Forms(t) = a1 f(t) +axf(t—1) +azf(t—2) mit geeigneten Parametean, a,
. . 1
undagz darstellen und nur die Beziehungénf (t)] = I


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/23_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/23_001-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/23_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/23_002-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/23_003-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/23_003-0.pdf
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Liksf1(t) +kofa(t)] = kaL[f1(t)] + koL [f2(t)] (Additionssatz) und
L[f(t—b)] = e PPL[f(t)] (Verschiebungssatz) ausnutzen!

Aufgabe 23.4 Lésung
Uber dem Interval[0,2] = {x € R : 0<x<2} sei y

die in der Abbildung dargestellte Funktiof(x)

definiert, aul3erhalb dieses Intervalls werde sie 1 f(x)

durch 0 auf die gesamte reelle Achse fortgesetzt.
Berechnen Sie die Laplacetransformation dieser
Funktion!

<Y

Aufgabe 23.5 Ldsung

Berechnen Sie die Laplace-Riicktransformatioh@h= L~[L(p)] folgender Funktionen mit
Hilfe der Eigenschaften der Laplacetransformation:

1
a)L(p)=————
) L(P) (p_ 121
1
b) L(p) = ————,
P = (-2
1
L == 1
IO = iy a)
1
dLp)=——3"
(P2 +4)°
Aufgabe 23.6 Ldsung
Berechnen Sie die Laplace-Riicktransformatioh@i = L~1[L(p)] von
3p?—10p+21
L(p) = o =

- pd-2p2+9p-18

Anwendung der Laplacetransformation zur L6sung von
Differenzialgleichungen

Aufgabe 23.7 Ldsung
Ldsen Sie die Anfangswertaufgaben (vgl. Aufga@iec0

a) y' +4y = sinx, y(0) =y(0) =0,
b) y’ +4y=sin2x, y(0) =y (0) =0

mit Hilfe der Laplacetransformation!

Aufgabe 23.8 Lésung
Ldsen Sie die inhomogenen Differenzialgleichungen mitstanten Koeffizienten

a)y' -3y +2y=e*,


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/23_004-0.pdf
http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Einzelaufgaben/23_004-0.pdf
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b) y' — 3y +2y = &
Yy -2y +y=¢,
d) yl/_2y_|_y:eZX’

e) Y’ +16y = 3sin X
(vgl. Aufgabe21.53 mit Hilfe der Laplacetransformation!

Aufgabe 23.9 Ldsung
Losen Sie die Anfangswertaufgaly&(x)+36y(x) = 6, y(0) =y'(0) =0 mit Hilfe der Lapla-
cetransformation!

Aufgabe 23.10 Lésung
Losen Sie die Anfangswertaufgalyé + 49 = 130X, y(0) =y'(0) =0 !

Aufgabe 23.11 Ldsung
Losen Sie die Anfangswertaufgalyé + 64y = 96 cos 4, y(0) =y (0) =0 !
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24 Numerische Mathematik

Fixpunktiteration

Aufgabe 24.1 Ldsung

Zur numerischen Losung der Gleichuxg arccox wird auf dem Taschenrechner ausgehend
vom Startwert 0.7

(1) fortlaufend die arccos-Taste bzw.
(I) fortlaufend die cos-Taste

gedrickt.

a) Wieso konvergiert das eine Verfahren und das anderemicht

b) Berechnen Sie mit dem konvergenten Verfahren die Losuhg &tellen nach dem Kom-
ma! Wie viele Iterationsschritte sind erforderlich?

c) Geben Sie ein schnelleres Iterationsverfahren an! Ve Wierationsschritte sind bei die-
sem erforderlich?

Aufgabe 24.2 Ldsung
Die Gleichung f (x) =x—sinx—0.25=0 soll numerisch geldst werden.

a) Zeigen Sie, dass die bei der Picarditeration verwendeiktfon F (x) =x— f (x) tber dem
Intervall [1.1,1.3] eine Selbstabbildung ist, die der Kontraktionsbedingusrgigt!

b) Ldsen Sie die Gleichung durch Picarditeration ausgekiermdStartwerixg = 1.2 !

c) Losen Sie die Gleichung mit dem Newtonverfahren ausgefiem Startwerkg=1.2!

Aufgabe 24.3 Lésung
Die Gleichung &= 3x soll numerisch geldst werden.

a) Zeigen Sie, dass die Funktibiix) = % uber dem Intervall0.5,0.7] eine Selbstabbildung

ist, die der Kontraktionsbedingung genugt!

b) Ermitteln Sie durch Picarditeration nfi{x) ausgehend vom Startweg = 0.6 die Losung
auf 4 Stellen nach dem Komma genau! Welcher Aufwand ist éefdich?

c) Geben Sie ein schnelleres Iterationsverfahren an! Viéie Wierationsschritte sind bei die-
sem beim Startwerty = 0.6 fir eine Genauigkeit von 4 Stellen nach dem Komma erfor-
derlich?

d) Warum funktioniert eine Picarditeration nfi{x) = In 3x nicht?

Bisektion

Aufgabe 24.4 Lésung

Losen Sie die Gleichung®—3x?+2x+3=0, die in Aufgabel2.67mit dem Newtonverfahren
geldst wurde, mit der Intervallhalbierungsmethode fir ldéesrvall [—1,1] !
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Gesamt- und Einzelschrittverfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme

Aufgabe 24.5 Lésung

. . 7 —4 6
Gegeben sei das GIemhungssyste{rn_2 5) X= (0,6> .

a) Stellen Sie die Iterationsvorschriften des Gesamt- wsdidnzelschrittverfahrens auf!
b) Prifen Sie die Konvergenz der Verfahren!

c) Fuhren Sie je funf Iterationsschritte mit dem Startvekie= (i) durch und vergleichen
Sie mit der exakten Losung des Gleichungssystems!

Aufgabe 24.6 Lésung
10 1 1 18

Gegeben sei das Gleichungssystgm2 10 1 |X=| 24
2 2 10 17

a) Stellen Sie die Iterationsvorschriften des Gesamt- wsdiinzelschrittverfahrens auf!

b) Prufen Sie die Konvergenz der Verfahren! 1

c) Fuhren Sie je zwei Iterationsschritte mit dem Startvekfe- | 1 | durch und vergleichen

Sie mit der exakten Losung des Gleichungssystems! 1

Aufgabe 24.7 Ldsung
8 0 1 11

Gegeben sei das Gleichungssystgn2 8 —1 | X= [ 15
11 8 27

a) Stellen Sie die Iterationsvorschriften des Gesamt- wsdiinzelschrittverfahrens auf!

b) Prufen Sie die Konvergenz der Verfahren!

c) Bestimmen Sie eine Startndherung fur die Iteration, in8erdie Nichtdiagonalelemente
vernachlassigen!

d) Fuhren Sie mit diesem Startvektor je zwei Iterationgiehdurch und vergleichen Sie die
Ergebnisse mit der exakten Losung des Gleichungssystems!

Aufgabe 24.8 Ldsung
Das lineare Gleichungssystem

100q+ X+ X3+  Xat+  Xst+ X+ X+  Xgt+ Xo= 96
X1 +100+ X3+ X4+ X5+ Xe+ X7+ Xg+  Xo= 97
X1+ X+10k3+  Xa+ X5+ X+ Xz+  Xg+ Xg= 98
X1+ X+  X3+1004+ X5+ Xe+ X7+ Xg+  Xg= 99
X1+ X+ X3+ X+100G+  Xg+ X7+ Xg+ X9 =100
X1+ X+ X3+ Xu+ X5+10kg+ X7+ Xg+ X9 =101
X1+ X+ X3+  Xu+ X5+  Xe+10k7+  Xg+ X9 =102
X1+ X+ X3+ Xa+ X5+ X+ Xz+100g+ X9 =103
X1+ X+ X3+ Xa+ X5+ X+ X7+  Xg+10Qxg =104

soll mit dem Jacobischen Gesamtschrittverfahren itergtech der Vorschrift
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geldst werden.

a) Begriinden Sie die Konvergenz dieses Verfahrens!
b) Wahlen Sie einen geeigneten Startvektor und fuhren Siedigsem einen Schritt des Ite-
rationsverfahrens aus!

Aufgabe 24.9 Ldsung

In einer Stadt gibt es 100 BackBr (i = 1,...,100). Jeder von ihnen verkauft in seinem Laden
X; Brétchen, von denen er 102 selbst herstellt, wahrend er jé12 von seinen Nachbarkol-
legenB;_; undB;. 1 bezieht. Dabei habe der Back&y die NachbarrBioo und B, sowie der
BackerB1go die NachbarmBgg undB;.

Die BackerB; bis Bsg stellen je 1000 Brétchen, die Backes, bis B1gg stellen je 2000 Brot-
chen her. Es wird angenommen, dass alle hergestellten Rritolf die beschriebene Weise
auch verkauft werden.

a) Stellen Sie das Gleichungssystem zur Bestimmungj; daif!

b) Geben Sie fur dieses Gleichungssystem die Iteratiosshaft des Jacobischen Gesamt-
schrittverfahrens an!

c) Begrunden Sie die Konvergenz dieses Verfahrens!

d) Um eine Startnaherung fir die Jacobiiteration zu erhaitérd angenommen, dass jeder
Backer seine Produktion vollstdndig im eigenen Laden vdtk&iihren Sie von dieser
Startnaherung ausgehend einen Jacobiiterationssalsitt a

e) Berechnen Sie fiksg undxs; auch das Ergebnis des zweiten Jacobiiterationsschritts!
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25 Einstieg in MATLAB/Octave

Aufgabe 25.1 Losung
Arbeiten Sie sich (z.B. mithilfe der beigefligten Einfuhrymgdas Computernumeriksystem
MATLAB ein und I6sen Sie damit dann die folgenden Aufgaben. Prdieten Sie Ihr Vorge-
hen in einedi ar y-Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1. Berechnen Sie sig, V42 (also 42) und & (also expm)).

2. Plotten Sie die Funktiofi(x) = —x3 +3x? +x— 2 im Intervall[-1.2, 3.4]. Geben Sie
dem Plot einen Titel und beschriften Sie auch die Achserpesthend.

3. Bestimmen Sie unter Verwendung des Befetd®t s (siehe>> hel p r oot s) die
Nullstellen des Polynom§(x) = —x3 4 3x? + x— 2. Vergleichen Sie mit dem Plot von
oben.

Hinweis:> root s([ 1, - 2, - 3]) bestimmt die Nullstellen vori(x) = x* — 2x — 3.

4. Plotten Sie die Funktiog(x) = 2sin(5x) in dasselbe Fenster wig(x). Verwenden
Sie dabei eine andere Farbe. Passen Sie den Titel an untleer§e eine Legende
(> hel p | egend).

Offnen Sie die erstelltdi ar y-Datei (vorher mit> di ary of f die Protokollierung ab-
schlieRen) und entfernen Sie ggf. Gberflissige Zeilen (zéBldingaben). Drucken Sie an-
schlieBend die bearbeitetie ar y-Datei und eventuell angefertigte Plots mdglichst sparsam
(d.h. nach Mdglichkeit duplex, mehrere Seiten pro BlattindeSchriftgro3e) aus.

Aufgabe 25.2 Lésung
Losen Sie die folgenden Aufgaben nNATLAB. Protokollieren Sie Ihr Vorgehen in einer
di ar y-Datei und speichern Sie erstellte Plots ab. Hinweise zuvexrdung vorvVATLAB fur
komplexe Zahlen und fur Logikaufgaben sind beigefigt.

1. L6sen Sie die Aufgabé.2() mit Hilfe von MATLAB. Zeichnen Sie dazu die Funktion
Ix+4| 4 |9—5x| und die konstante Funktion 7 in einem geeigneten Bereicmienege-
meinsamen Plot. Geben Sie dem Plot einen Titel, besch&itedie Koordinatenachsen
und erstellen Sie eine Legende. Markieren Sie (nach demrAcisein) diex, welche der
Bedingung|x+ 4| + |9 — 5x| < 7 genligen.

. . . . [z
2. Essei3 :=4-+2iundz := 3—i. Berechnen Sie; + 25, 1 x 2, z:l (Z—1> Im(z1+2),
2 2

IM(z1) +1m(z2), Im(z1 % 22), IM(z1) *IM(22), |z1| * |22|, |21 % 22].

3. Bestimmen Sie mit dem Befehbot s alle Nullstellen des Polynoms(x) = x3+x2 —
X+15.

4. Geben Sie die Wahrheitswerttabelle zur Aussage (BVC) an.

5. Es wird eine Party veranstaltet. Leider gibt es Unstinkeiign in einer Gruppe mit den
Personen A, B, C und D. Sie knupfen den Besuch der Party an vedscie Bedingun-
gen. Insgesamt sind die folgenden Aussagen als wahr bekannt
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a) Mindestens einer geht zur Party.

b) Wenn A zur Party geht, dann gehen auch B und D.

c) Wenn A nicht zur Party geht, dann gehen B und C zur Party.
d) Wenn B oder C oder D zur Party geht, dann geht auch A.

e) C geht genau dann zur Party, wenn D geht und A nicht geht.
Hinweis: Es gilt:( X & Y) < (X =Y)A(Y = X))

Bestimmen Sie mit einer Wahrheitstabelle, wer zur Party.geht

Offnen Sie die erstellteli ar y-Datei (vorher mit> di ary of f die Protokollierung ab-
schlieBen) und entfernen Sie ggf. Gberflissige Zeilen (zéBldingaben). Drucken Sie an-
schlie3end die bearbeitetke ar y-Datei und eventuell angefertigte Plots moéglichst sparsam
(d.h. nach Mdglichkeit duplex, mehrere Seiten pro BlattindeSchriftgro3e) aus.

Aufgabe 25.3 Lésung
Losen Sie die folgenden Aufgaben nMATLAB. Protokollieren Sie lhr Vorgehen in einer
di ar y-Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1. Esse

[
1 2 0 -2\ . (1 B
a=(2 2).o= (2 2)w= (2 wnda=s.

a) Berechnen Si&+ B, A—B, aA, AW, AB&, W', AT, BT, ATwund (A7) ".
b) Berechnen SidB, BA (A+B)', AT +BT, (aA)', aAT, (AB)", BTAT sowie
ATB'. Uberzeugen Sie sich fur dieses Beispiel von der Nichtkorativiéit der

Multiplikation und den Rechenregeln fir das Transponieren.
2. Losen Sie Aufgabé.64 mit Hilfe von MATLAB. Geben Sie dabei alle Ausdriicke von

a) bis h) ein.
3. Essel 3 1 8 0 100 01 0
c=|-4 3 9| p=(1].E=(0 1 o]l undP={1 0 o0
5 _2 _6 0 00 1 00 -1

Berechnen Si&€C, CE, Ep, Cp, p' C, CPundPC. (Uberlegen Sie sich vor der Befehls-
eingabe, welche Ergebnisse zu erwarten sind.)
4. Weiter sei

15\ . -8
= (5) = (10)
a) Berechnen Siés||, |[T]], |[S+T]|, ||S]| + |[f]|. Uberzeugen Sie sich davon, dass die
Dreiecksungleichung erfullt ist.
b) Berechnen Sie den Winkel Zwisch8undf. Geben Sie den Winkel sowohl in

Bogenmal als auch in Grad an.
Hinweis: Die ar ccos-Funktion heifl3t inVATLAB acos.

5. Essei 1 o
= 2 |,v=| 3 ].
-1 0

Stellen Sie die lineare Hulle grafisch dar. Plotten Sie dagundun Linearkombinatio-
nen at+ BV fur a,B € {—1,0, 1} in einen Plot. Drehen Sie die Ansicht so, dass zu
erkennen ist, dass alle Vektoren in einer Ebene liegen. 8eedem Plot einen Titel,
der Ihren Namen enthalt.
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Offnen Sie die erstellteli ar y-Datei (vorher mit> di ary of f die Protokollierung ab-
schlieen) und entfernen Sie ggf. Uberflissige Zeilen (zeBldingaben). Drucken Sie an-
schlieRend die bearbeitetie ar y-Datei und eventuell angefertigte Plots mdglichst sparsam
(d.h. nach Mdglichkeit duplex, mehrere Seiten pro BlattindeSchriftgréRe) aus.

Aufgabe 25.4 Ldsung

Losen Sie die folgenden Aufgaben nNATLAB. Protokollieren Sie Ihr Vorgehen in einer
di ar y-Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1. Es sei

1 -2 3 4 1 2 3
A=[3 1 5] ,b=(5|,vui={4],%=| 3 | undvz= [ —10
2 -3 3 8 5 -3 1

(vgl. Aufgabe6.1031a) und Aufgabes.1517).
a) Bestimmen Sie den Rang der MatAx

b) Finden Sie mithilfe der ank-Funktion heraus, ob die Vektoren, Vo, V3 linear
unabhangig sind und welche Dimension ihre lineare Hiille hat

c) Lésen Sie das lineare Gleichungssys#eta= b.

2. Lésen Sie das i6.167) auftretende lineare Gleichungssystem MNTLAB. Stellen
Sie anschlie3end das berechnete Polynom vierten Gradas\men mit den vorgege-
benen Werten und einem von Ihnen ausgewahlten Polynom) (@ctiten Grades aus
Aufgabenteil a) in einem gemeinsamen Plot dar. Beschrifterdi® Achsen und fligen
Sie eine Legende hinzu.

Hinweis: Der Plotfunktion kann ein weiterer Parameter tbergebede&emit dem die
Farbe und der Stil der Verbindungslinien eingestellt warkenn. Zum Beispiel wird
mit’ r x’ an jedem Punkt ein roter ,x-Marker" gezeichnet (siehenel p pl ot und
> doc pl ot). Dies eignet sich, um die vorgegebenen Werte als einzelnkt® dar-
zustellen und um mehrere Funktionen durch verschiedete/égichter unterscheiden
zu kénnen.

3. Stellen Sie die drei Ebenen
X1 — 2% +3X3 =4, 3X1 + X —5x3 =5, 2X1 —3Xp+3x3 =8

(vgl. Aufgabe6.101a)) in einem gemeinsamen Plot dar. Wahlen Sie Ihre Darstellun
so, dass die Schnitte der Ebenen zu erkennen sind.

Offnen Sie die erstelltdi ar y-Datei (vorher mit> di ary of f die Protokollierung ab-
schlie3en) und entfernen Sie ggf. Gberflissige Zeilen (zdBldingaben). Drucken Sie an-
schlie3end die bearbeitet ar y-Datei und eventuell angefertigte Plots mdglichst sparsam
(d.h. nach Moglichkeit duplex, mehrere Seiten pro BlattindeSchriftgrof3e) aus.

Aufgabe 25.5 Lésung
Losen Sie die folgenden Aufgaben nMATLAB. Protokollieren Sie lhr Vorgehen in einer
di ar y-Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.
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4.

1 3 2
.EsseiA=[1 -1 2 | (vgl. Aufgabe6.173. Bestimmen Sie die inverse Matrix
1 2 -1
vonA.
. Bestimmen Sie die Determinante der Matrix aus Aufgabe &loég.185fur
a)a=1b=1c=1d=1
b) a=5b=4,c=3d=2
c)a=-2,b=0,c=2,d=4
d) a=6,b=4,c=4,d=6.

1 2
. Zeichnen Sie die Kanten des von den drei Vektcfien( 0 ),B( 1 ) und ax

-3 -1
b aufgespannten Parallelepipedes. Versuchen Sie, die Hreiczu wahlen, dass die
Orthogonalitat vord zu d x b und vonb zu d x b zu erkennen ist.

a) Stellen Sie die Ebene aus Aufgab&05 die drei gegebenen PunkteB, C sowie
das von diesen erzeugte Dreieck in einem Plot geeignet dar.

b) Projizieren Sie die Vektoreﬁ undﬁin die Ebene (d.h., berechenen Sie die zum
Normalenvektor senkrechte Komponente). Zeichnen Sierdigjerten Vektoren
in die Ebene ein (angesetzt am PuAkizw. B).

c) Berechnen Sie den Lotful3punkt v@rbzgl. der gegebenen Ebene. Zeichnen Sie
den Lotfu3punkt und die Strecke vom Punkt zum Lotful3punkteBenen Sie
auch den Abstand des Punktes zur Ebene.

d) Bestimmen Sie den in Aufgabel05gefragten Flacheninhalt.

Offnen Sie die erstellteli ar y-Datei (vorher mit> di ary of f die Protokollierung ab-
schliel3en) und entfernen Sie ggf. Uberflissige Zeilen (zeéBldingaben). Drucken Sie an-
schlie3end die bearbeitete ar y-Datei und eventuell angefertigte Plots mdglichst sparsam
(d.h. nach Mdglichkeit duplex, mehrere Seiten pro BlattindeSchriftgréf3e) aus.

Aufgabe 25.6 Ldsung
Losen Sie die folgenden Aufgaben nNATLAB. Protokollieren Sie Ihr Vorgehen in einer
di ar y-Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1.

2.

Ldsen Sie die Interpolationsaufgabe aus Aufgab&g indem Sie ein lineares Glei-
chungssystem fur die Koeffizienten aufstellen und I6seh @Augfgabel1.53und Auf-

gabe 2 aus Aufgab25.4). Zeichnen Sie die gegeben Punkte und das berechnete Inter-
polationspolynom in einen gemeinsamen Plot.

a) Erstellen Sie eim Fi | e fiir die Funktionf (x) = In(x+ 1) sin(x?). Bestimmen
Sie (analytisch) die Ableitung der Funktion und erstellenf8r diese ein weiteres
mFile.

Hinweis: Die Funktionl og istin MATLAB der naturliche Logarithmus.

b) Plotten Sie die Funktio im Intervall [—0.5, 5] und zeichnen Sie an den Stellen
x1 = 1.4 undx, = 3.75 die Tangente an den Graphen der Funktion ein.
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3. Manchmal ist es zu aufwendig, fur eine komplizierte Fiorkeine analytische Ablei-
tung anzugeben. In diesem Fall kann man die Ableitéitigy) an der Stelley durch
den Differenzenquotienten

fépprox(XO; h) == Toxo+ hl?]_ fxo)

fur einen geeigneten (kleinen) Wert voannahern, denn die Ableitung ist ja der Grenz-
wert dieser Differenzenquotienten:

fI(Xo) — ruﬂ,‘o f(XO"‘hgl_ f<XO)

Es soll untersucht werden, wie gut die Annéherdifjg,,.(xo; h) in Abhangigkeit vorh
ist. Dafur soll die Funktiorf aus Aufgabe 2 an der Steltg = 1,85 verwendet werden.

Berechnen Sie zunéchst die exakte Ableittif{go) und vergleichen Sie diese mit der N&-
herungfoproxX0; h) fir h=0.1,h=0.001,h=10">h=10"',h=10"° undh=10"*,
indem Sie jeweils die Different;,,o(xo;h) — f'(xo) angeben.

Zeichnen Sie nun den Fehler der Annaherung, df.0.(%0; h) — f'(xo)| in Abhé&n-
gigkeit vonh im Intervall (0, 10-6]. Was kénnen Sie beobachten?

Offnen Sie die erstelltéli ar y-Datei (vorher mit> di ary of f die Protokollierung ab-
schlie3en) und entfernen Sie ggf. Gberflliissige Zeilen (zedBldingaben). Drucken Sie an-
schlie3end die bearbeitade ar y-Datei und die angefertigten Plots umeFi | es moglichst
sparsam (d.h. nach Méglichkeit duplex, mehrere Seiten patt,Bdleine Schriftgrof3e) aus.

Aufgabe 25.7 Ldsung
Losen Sie die folgenden Aufgaben nMATLAB. Protokollieren Sie lhr Vorgehen in einer
di ar y-Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1. Zeichnen Sie die Funktioh(x) = sin(x) und die Taylor-Polynome ungeraden Grades
bis zur 11ten Ordnung mit der Entwicklungsstette= 0 im Intervall [—47T, 477 in
einen gemeinsamen Plot. Beschriften Sie die Achsen undlerstgie eine Legende.
Verwenden Sie den Befebki s, um einen angemessenen Bildausschnitt auszuwahlen.

2. a) Implementieren Sie das Newton-Verfahren. Ersteliend&zu ein extrat Fi | e
und arbeiten Sie mftunct i on- handl es. Ihrer Funktion werden die folgenden
Parameter Ubergeben

¢ die FunktionF, auf die das Verfahren angewandt werden soll (in Form eines
functi on- handl es),

e die Ableitung der Funktioiir (in Form eined unct i on- handl es),
e der Startwerkp.

Zuruckgegeben werden soll ein Vektor= (xg, X1, ..., Xn), welcher die gesamte
lterationsfolge enthalt. Verwenden Sie= 108 als Parameter fiir das Abbruch-
Kriterium.

b) Wenden Sie Inm Fi | e zum Newton-Verfahren auf die Funktion aus Aufgabe
2a) aus Aufgab@5.6(f(x) = In(x+ 1) sin(x?)) mit den Startwerten

i. Xo=1.50
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il. Xp=1.43
iii. xo=1.40
an. Zeichnen Sie jeweils die Funktidrund den Verlauf der Iterierten.

c) Setzen Sie nun das Newton-Verfahren einpumit f/(x) = 0 zu finden. Verwen-
den Sie die Startwerte

i. Xo=1.70
il. Xp=3.17
jii. %0=0.70
und zeichnen Sie die Funktiohund f’ sowie jeweils den Verlauf der Iterierten.
Bestatigen Sie anhand der zweiten Ableitung, dass es siafebgeweils letzten

Iterierten um ein lokales Maximum, ein lokales Minimum banen Sattelpunkt
handelt.

Offnen Sie die erstelltdi ar y-Datei (vorher mits> di ary of f die Protokollierung ab-
schlieen) und entfernen Sie ggf. Uberflissige Zeilen (zeBldingaben). Drucken Sie an-
schlieBend die bearbeitede ar y-Datei und eventuell angefertigte Plots undFi | es mog-
lichst sparsam (d.h. nach Mdglichkeit duplex, mehrereedqiro Blatt, kleine SchriftgréRe)
aus.

Aufgabe 25.8 Ldsung

Losen Sie die folgenden Aufgaben nMATLAB. Protokollieren Sie lhr Vorgehen in einer
di ar y-Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1. Zeichnen Sie die in Aufgalies.9gegebene Kurvi(t) int = [—2, 2] zusammen mit der
in Aufgabel15.%) gefragten Tangente in einen gemeinsamen Plot. Besch8feedie
Achsen und erstellen Sie eine Legende.

Hinweis: Verwenden Sie den Befepl ot 3.

2. Auf Computern kann man bestimmte Integrale bequem durahd&ia-Summen appro-
Ximieren.

a) Implementieren Sie eine Funktion, welche die RiemannsBem
n—1
Zl f(%) (Xir1—X)
i=

mit x; = a+ (b—a) 1=% berechnet. Erstellen Sie dazu ein extreFi | e und ar-
beiten Sie mif unct i on- handl es. lhrer Funktion werden die folgenden Pa-
rameter Ubergeben:

e die Funktionf, fir die das bestimmte Integral berechnet werden soll (nmFo
einesf unct i on- handl es),

e die untere Integrationsgrenage
e die obere Integrationsgrenbe
e die Anzahl der;, d.h.n.

Zuruckgegeben werden soll die obige Riemann-Summe.
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b) Benutzen Sie lhre Funktion, um das bestimmte Integral au®bigen Aufgabe
2a) furn=2,n =32 undn = 512 anzunahern und vergleichen Sie die Ergebnisse
mit der exakten Losung.

c) Plotten Sie nun den Fehler in Abhangigkeit vofm € [21, 219)) in einen normalen
und in einen doppelt-logarithmischen Plot (Plot, bei dendééchsen logartih-
misch geteilt sind). Was kénnen Sie beobachten?

Hinweis: Verwenden Sie den Befehbgl og zum zeichnen eines doppelt-logarith-
mischen Plots.

Offnen Sie die erstellteli ar y-Datei (vorher mit> di ary of f die Protokollierung ab-
schliel3en) und entfernen Sie ggf. Uberflissige Zeilen (zeéBldingaben). Drucken Sie an-
schliel3end die bearbeitede ar y-Datei und eventuell angefertigte Plots undFi | es mog-
lichst sparsam (d.h. nach Mdglichkeit duplex, mehrereeBeiro Blatt, kleine Schriftgré3e)
aus.

Aufgabe 25.9 Ldsung
Losen Sie die folgenden Aufgaben nMATLAB. Protokollieren Sie lhr Vorgehen in einer
di ar y-Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1. Zeichnen Sie das Richtungsfeld der Differenzialgleichans Aufgab@1.3zusammen
mit einigen ausgewahlten Lésungen der Gleichungen in ejeemeinsamen Plot und
beschriften Sie die Achsen. Beachten Sie, dass sich diesRfeil im Anstieg, nicht
aber in ihrer L&nge unterscheiden sollen.

2. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der in dégaden22.8und22.20
auftretenden Systemmatrizen und vergleichen Sie dieskrait Ergebnissen.

3. Zeichnen Sie die Punkte, y), welche die Gleichung in Aufgatier.36erfillen, unter
Verwendung desont our -Befehls und beschriften Sie die Achsen.

Offnen Sie die erstellteli ar y-Datei (vorher mit> di ary of f die Protokollierung ab-
schlie3en) und entfernen Sie ggf. Gberfllissige Zeilen (zedBléingaben). Drucken Sie an-
schlie3end die bearbeitede ar y-Datei und eventuell angefertigte Plots undFi | es mdg-
lichst sparsam (d.h. nach Mdglichkeit duplex, mehrereeBepro Blatt, kleine Schriftgré3e)
aus.

Aufgabe 25.10 Ldsung
Losen Sie die folgende Aufgabe nMATLAB. Protokollieren Sie Ihr Vorgehen in einér ar y-
Datei und speichern Sie erstellte Plots ab.

1. a) Bestimmen Sie (ohrdATLAB) die reelle L6sung von

(G- (5 HG-(5) = 63)-0)

(vgl. Aufgabe22.28 fur w # +1 in Abhéangigkeit vorw.

b) Zeichnen Sie die-Komponente der Lsung fiio = 2, 3, 8 uber dem Intervall

[0,10r1). In Aufgabe22.28wird fur w = 1 als Lésung des Differenzialgleichungs-
systems

cost sint 1 tsint
Xt)=C (—sint) +D (cosi) 5 (t cost — sint)
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ermittelt. Ermitteln Sie auch hierzu die Lésung der Anfamgdaufgabe und zeich-
nen Sie derem-Komponente ein.

c) Wie lautet die Periodenlange der unter (a) bestimmtemnhgdgiir rationalew (in
Abhé&ngigkeit vorw)?

Offnen Sie die erstellteli ar y-Datei (vorher mit> di ary of f die Protokollierung ab-
schlie3en) und entfernen Sie ggf. Gberflliissige Zeilen (zdBldingaben). Drucken Sie an-
schlieRend die bearbeitede ar y-Datei und eventuell angefertigte Plots undFi | es mdg-
lichst sparsam (d.h. nach Mdglichkeit duplex, mehrereeBepiro Blatt, kleine Schriftgré3e)
aus.
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