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1 Einleitung

Die Grundlage der Funktionalanalysis bilden Vektorrdume, in denen wir Folgen oder Funk-
tionen als Punkte auffassen. Dabei bieten uns Folgenrdume die Moglichkeit, geometrische
Probleme zu modellieren. Wir werden verschiedene Folgenrdume daraufhin untersuchen,
ob sich das Volumen ihrer Einheitskugel durch eine einfache und geschlossene Formel be-
schreiben lasst.

Zunachst beginnen wir mit einigen ausgewéhlten funktionalanalytischen Grundlagen.
Dabei werden wir auch die Begriffe der p-Norm und quasi-Norm kennenlernen, die wir mit
Hilfe eines Satzes von T. Aoki und S. Rolewicz in einen Zusammenhang bringen. Mit Hilfe
der quasi-Norm konnen wir insbesondere /,-Rédume auch fiir 0 < p < 1 definieren und auf
ihre Vollstindigkeit untersuchen.

Anschlieflend verallgemeinern wir den Begriff des ¢,-Folgenraumes mit der Definition
der ¢, ,-Raume, den sogenannten Lorentz-Rdumen, die von George G. Lorentz Anfang der
1950er eingefiithrt wurden. Die Besonderheit dieser Rdume ist, dass die Normen mit Hilfe
der nicht wachsenden Umordnung einer Folge definiert werden. Dies hat zur Folge, dass
wir einige zusétzliche Ungleichungen einfithren miissen, bevor wir auf Einbettungs- und
Vollstéandigkeitsaussagen eingehen kénnen.

Danach wenden wir uns den Einheitskugeln dieser Rdume zu. Die Volumenformel des
m-dimensionalen ¢;'-Einheitsballes

B (R) = {ZL‘ e K™: Zm: |z |? < 1}

k=1

fir 0 < p < oo (mit einer Anpassung fiir p = oo), geht auf Dirichlet [10] zuriick und lautet
1 m
r(t+1)

P(%H)'

Mit der sogenannten anisotropen Einheitskugel werden wir diese Formel sogar noch ver-
allgemeinern konnen. Ebenso werden wir das Volumen der komplexen £'-Einheitskugel
herleiten. Es sei zumindest erwidhnt, dass sogar fiir die sogenannten gemischt normierten
Folgenrdume £ (£7) inzwischen geschlossene Volumenformeln bewiesen werden konnten [7].

Dagegen gestaltet sich die Suche nach Volumenformeln fiir Lorentz-Rdume immer noch
als schwierig. Wir werden feststellen, dass die Einheitskugeln prinzipiell nur zusammenge-
setzte Ellipsoide sind, die sich jedoch stets nur lokal konkret beschreiben lassen, wodurch
viele Beweistechniken nicht mehr anwendbar sind. Wir konnen zumindest fiir die schwach
(;'-Einheitskugeln

vol(B™(R)) = 2™

P

B (R) = {x e R™: |, nax :L‘;;k% < 1}
eine rekursive Methode zur Ermittlung der Volumina herleiten.
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2 Folgenridume und ihre Eigenschaften

2.1 Quasi-normierte Riume
2.1.1 Der Satz von Aoki-Rolewicz

Definition 2.1 Sei X ein K-Vektorraum mit K € {R,C}. || - || : X — [0,00) sei eine
Abbildung, so dass fiir alle a € K, x € X die Norm-Axiome

(N1) 2] =0 2 =0,
(N2) [lazl| = |a]le]]

erfiillt sind. Als drittes Axiom soll eine Dreiecksgleichung gelten. Dabei unterscheiden wir
drei Varianten:

(N3a) || - || ist eine Norm, falls ||z + y|| < ||z|| + ||y|| fiir alle 2,y € X erfiillt ist.

(N3b) || - || ist eine quasi-Norm, falls eine Konstante C' > 1 existiert, so dass ||z + y|| <
C (||| + |lyl]) fur alle z,y € X gilt. Diese Eigenschaft bezeichnen wir als quasi-
Dreicksungleichung.

(N3c) | - || ist eine p-Norm, falls ein 0 < p < 1 existiert, so dass ||z + y||P < ||z||P + ||y
fiir alle z,y € X gilt.

Je nachdem, welche dieser Normen vorliegt, bezeichnen wir das Paar (X, || - ||) als quasi-
normierten, p-normierten oder normierten Raum.

Definition 2.2 Sei (X, || - ||) ein quasi-normierter, p-normierter oder normierter Raum.

(i) Eine Folge (x,)nen aus X konvergiert gegen ein Element x € X, falls fiir alle ¢ > 0
ein N, € N existiert, so dass ||z, — z|| < ¢ fiir alle n > N, gilt. Wir schreiben dann
lim z, = z.

n—oo

(ii) Eine Folge (2,,)nen aus X heifit Cauchyfolge, falls fiir alle ¢ > 0 ein N, € N existiert,

so dass ||z, — z,|| < e fir alle m,n > N gilt.

(iii) X ist vollstandig, wenn jede Cauchyfolge in diesem Raum konvergiert.

(iv) Ein vollsténdiger quasi-normierter, p-normierter oder normierter Raum heifit quasi-
Banachraum, p-Banachraum oder Banachraum.

Offensichtlich sind quasi-Normen fiir C' = 1 und p-Normen fiir p = 1 wieder Normen.
Es ist einfach zu zeigen, dass jede p-Norm auch eine quasi-Norm ist.



Satz 2.3 Jede p-Norm auf X ist eine quasi-Norm mit C' = 21,

Beweis. Sei (X, || -|) ein p-normierter Raum, das heifit, es existiert ein 0 < p < 1, so dass
1

|z +yl|P < ||z||P+||y||P fiir alle z,y € X gilt. Wir nutzen aus, dass f(t) = t» fiir 1 < }D < oo

konvex ist. Fiir a := ||z||P, b := ||y||* gilt insbesondere f(3a+ 3b) < 1f(a)+ 3/ (b). Es folgt

B =

Iz +yll < (ll=[|” + [ly[”)

1
1 1 P

— (o Z1zlP + ZiylP

(2 (3ot + 31007)

1 (1 1 1 1
< 9p | — PY\p — P\p
<2 (F(1el? + 5 (1ui?)
=25 (||l + [lyll)

fiir alle x,y € X, was mit C' = 27! gerade die quasi-Dreiecksungleichung ist. [

Im Folgenden kénnen wir uns also auf die Betrachtung von quasi-Normen beschrénken.
Ein Resultat von T. Aoki [1] und S. Rolewicz [11] zeigt, dass (bis auf Aquivalenz) auch die
Umkehrung des letzten Satzes gilt.

Definition 2.4 Zwei quasi-Normen || - [|1, || - ||z sind &quivalent, wenn es Konstanten
Dy, Dy > 0 gibt, so dass D1||z][1 < [|z]la < Dsol|z||; fiir alle z € X gilt.

Satz 2.5 (Satz von Aoki-Rolewicz)

Sei (X, - ||) ein quasi-normierter Raum. Dann existieren 0 < p < 1 und eine zu || - ||
dquivalente quasi-Norm ||| - ||| auf X, so dass ||z + y|I” < llz||” + ||yl fir alle x,y € X

gilt. Dabei ergibt sich p fiir ein vorgegebenes C' durch C' = 251,

Beweis. Wir orientieren uns am Beweis von Proposition H.2. in [2].
Sei (X, - ||) ein quasi-normierter Raum. Es existiert somit eine Konstante C' > 1, so
dass ||z + y|| < C (J|lz|| + |ly||) fir alle z,y € X gilt. Den Wert 0 < p < 1 erhalten wir fiir

dieses C aus C = 2%_1. Wir definieren mit

n n
Il := inf (Z IISL’iIIp) =) 1
i=1 i=1

eine weitere quasi-Norm, fiir die offensichtlich ||tz|| = [¢]||zl, lz]l < ||=]| und ||z + y]|||” <
||| + [ly[||” fiir alle z,y € X gilt.

. 1
Fiir die Aquivalenz wollen wir ||z|| < 47||z|| zeigen. Dies folgt unmittelbar, wenn wir
zeigen konnen, dass mit x =y +--- + z,

n
D
i=1

3=

] =

1 (e g
< (znxiup)
=1
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fiir alle Zerlegungen (x;)!, von z gilt.
m m—1 m
Zu jedem z € X wihlen wir m € Z und N(z) := 27» so, dass 2 » < |[jz| < 2»
1
beziehungsweise 27 » N(z) < ||z|| < N(z) gilt. Dabei setzen wir N(x) := 0, falls ||z|| = 0.
Wir werden zeigen, dass daraus
p

Zx <2» (Z N(xi)p> (1)

folgt. Zunédchst sind aber zusétzliche Annahmen iiber die Werte N(x;) moglich. Die x;
kénnen wir beliebig umnummerieren, so dass wir ohne Einschréinkung N(z;) > N(z;) fiir
1 <i < j < n annehmen, das heifit die Folge (N (x;));_, sei monoton fallend. Fiir ein Paar
;o mit N(z;) = N(zg) = 27 und ||2;]| < 27, [Jax]| < 27 gilt

1

|z + 2|l < Cllz; ]| + ael)) <2-C-2% =225 2% = 2%
und somit auch
N(l’j —|— .’L’k)p S 2m+1 = N([L’j)p ‘l‘ N(l’k)p

Dadurch kénnen wir im Beweis von (1) z;, x5 auch durch ihre Summe ersetzen, so dass
wir ohne Einschrénkung annehmen, dass die Werte N (x;) paarweise verschieden sind und
(N (x;));_, streng monoton fillt. Daraus folgt

2] < N(z3) <277 N(x1)

fir 1 < i < n. Damit und durch wiederholte Anwendung der quasi-Dreiecksungleichung
erhalten wir

3 ail| < Cllaall + CPlaa]l + ... + C™la|

=1

< zn:Ciz‘iplN(xl),

=1

1
. . 1_q . ..
was wir durch Einsetzen von C' = 27~ schreiben konnen als

AN
o)
=
R
I'Mz
=
&
=
~_—
LS



womit wir (1) gezeigt haben. Aus der anfanglichen Bedingung 27v N () < ||z|| bezichungs-
weise N(z) < 2% ||| folgt schlielich

S| <2 (Z Nm)p)p <2} (i ||xi||p)p — 4} (Z ||xi||p)p
=1 =1 =1 =1

fir alle Zerlegungen (z;)?_, von x und damit die Behauptung. O

]l =

2.1.2 Eigenschaften klassischer Folgenrdume

Bevor wir uns den Folgenrdumen als fiir uns zentrale Vertreter der quasi-Banachrdume zu-
wenden, erkldren wir noch den Begriff der Einbettung. Wir werden anschlieffend feststellen,
dass die Folgenrdume ineinander eingebettet sind, was auch als lexikografische Ordnung
bezeichnet wird.

Definition 2.6 Seien (X, || - |x), (Y, | - |ly) quasi-normierte Rdume mit X C Y. X ist in
Y eingebettet, wenn es eine Konstante C' gibt, so dass ||z|ly < C||z|x fiir alle z € X
gilt. Wir schreiben dann X — Y.

Beispiel 2.7 (Folgenrdume)

(i) Die Vektorrdume

%)
()
I
—

T = (Tp)nen : T, € K lim z,, = O} ,

n—oo

o
I

(Tn)nen © Ty, € K,z konvergiert}

xr =
T = (Tp)nen : Tn, € K,z beschrankt}

= e

loo

versehen mit der Supremumsnorm ||z||. = sup |z,| sind Banachrdume.
neN

(ii) Fir0 <p < oo setzen wir

l, = {x = (Tn)nen  Tn €KY |zl < oo} ozl = <Z \xn\p>

n=1 n=1

D=

(111) Fir 0 <p<gq < oo gilt die Inklusionskette
Uy = Ly — cop— ¢l

FEzemplarisch zeigen wir £, — {g:

Sei x € L, und ||z||, = 1. Es gilt > 07| |x,P < 00, |z,|P — 0, sowie |z,|P < 1 und
|z,| <1 fiir alle n € N. Fiir p < q folgt |x,|? < |z,|P fir alle n € N. Aufsummieren
iber n liefert Y o0 |x,|9 <D 07 |z =1 und ||z, < 1=z,



Betrachten wir nun ein y € £,. Aus [lyll, = 0 folgt |lyll, = |lyll, = 0. Wenden wir
unsere anfinglichen Uberlegungen fir ||y||, > 0 auf z = ”ypr mit ||z|[, =1 an, dann
qgilt

y
yllg = HHpr = llyllp lzlly < lyllp 2], = Nyl
1yl {1

Im Folgenden werden wir zeigen, dass (¢, | - ||,) quasi-Banachrdume sind. Dazu benoti-

gen wir jedoch die Youngsche Ungleichung, sowie die Hélder- und Minkowski-Ungleichung
in ihren Versionen fiir Folgen [12]. Dabei setzen wir 210 = 0, falls p = oo und % = 0, falls
q = o0.

Lemma 2.8 (Youngsche Ungleichung)
Firz,ye R, und1 <p,qg< o0 mit%—i—éz 1 gilt

Beweis. Aus der Konkavitiat des Logarithmus folgt
1 1 p q
In (zy) = In (&) +In (y) =  In (a”) + ~In (4) < In (‘”— s y_)
p q p q

und da der Logarithmus fiir positive Argumente monoton wachst, ist diese Ungleichung
dquivalent zur urspriinglichen Behauptung. O

Lemma 2.9 (Hélder-Ungleichung)
Esseil <p,qg<oo mit%+$:1. Fiir x € £,,y € £, gilt
eyl < lzllpllyllq-

Beweis. Wir setzen A := ||z||?, B := ||z||¢ und nehmen ohne Einschrénkung A, B > 0 an.
Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung erhalten wir

1 1
P\ » a\ q p q
A B p A qg B

Summieren wir beiden Seiten iiber n auf, dann ist

0 nUn 157 nlP 15 a2 1 1
Zn:{ ‘xly | S _Zn:l ’.flf ’ + _Zn—l ‘.T ‘ _ + i 1
Av B P A q B P q

und es folgt

- 11
lzylh = ) lenynl < A¥Bs = ||z, /lyll,-

n=1



Lemma 2.10 (Minkowski-Ungleichung)
Firx,y € £, mit 1 < p < oo gilt

12+ yllp < ll2llp + [[yllp-

Beweis. Fiir p =1 und p = oo folgt die Aussage trivialerweise aus der Dreiecksungleichung.
Sei 1 < p < oo. Wir zeigen die zur Minkowskischen dquivalente Ungleichung

Iz +wlly < (lzlly + lyllo) =+l

Fiir z,y € ¢, gilt mit % + % = 1 nach der Hoélder-Ungleichung

lz+yllp =D |z + yal®

n=1

< Z |22 4y [P+ Z (Yl + ynlP~
n=1 n=1

. <§;$np>; (ni (xn+yn|p1)q>; + (i yn”); (n

= (l=llp + lyll) |z + 5",

1
q

WE

(|xn + yn|p_1)q>

—_

Q=

denn (p—l)q:pund%:p;l. O
Satz 2.11 (¢,,] - ||,) ist fir 1 < p < oo ein Banachraum und fir 0 < p < 1 ein quasi-
Banachraum.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir endliche p, da sich die drei Beweisschritte fiir p = oo
jeweils analog zeigen lassen.

Sei 0 < p < oo. Es ist klar, dass mit A € Kund « € ¢, auch Az € /, ist. Fiir z,y € {,
gilt

> 12+ yal” <Y (@l + )
n=1 n=1

(2max{|z,|, |y.|})”

NE

3
Il
—

= 20> " max{|a, [, [ya["}
n=1

<27 (Janl” + |yal”)

n=1
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: (z s |yn|p) |
n=1 n=1

also z +y € ¢, und somit ist ¢, ein Vektorraum.

Offensichtlich gilt ||Az||, = |A|||z]|, und ||z], = 0 genau dann, wenn = = 0. Fir 1 <
p < oo impliziert die Minkowski-Ungleichung die Dreiecksungleichung, so dass (¢, | - [,)
ein normierter Raum ist. Sei 0 < p < 1. Wir betrachten zunéchst ohne Einschrankung
r,y € Ry mit y <z <x+y. Esgilt

o () e () + (5)) - ow

Fiir z,y € ¢, folgt

lz+ylly = Z [0+ ynl” < Z zl” + lynl?) = [l + NIyl

n=1

Somit ist || - ||, eine p-Norm und nach Satz 2.3 auch eine quasi-Norm, so dass (¢, | - [,)
ein quasi-normierter Raum ist.

Sei 0 < p < oo und (x,)pen eine Cauchy-Folge in ¢, mit z,, = (t%k))keN. Fire > 0
existiert ein N € N, so dass

68— 9] <l — 2l <&

fir alle m,n > N und alle £ € N. Fixieren wir ein beliebiges k£ € N, so ist die Folge

(tgf))neN eine skalare Cauchyfolge in K und somit existiert der Grenzwert t*) = lim ¢,
n—oo

Wir setzen z := (t*)),cn als Folge dieser Grenzwerte. Es bleibt noch zu zeigen, dass = € ¢,
und ||z, — z||, = 0. Fiir alle M € N gilt

M 1
p
(Z ’t;k) - tgi)‘p> < lzn — 2wl <e,
k=1

so dass wir durch den Grenziibergang m — oo

1
p
(Dt’“) ) ) <<

fiir alle n > N erhalten. Da M beliebig gewahlt war, impliziert dies

1
P
<Z|tk _t(k ) <lzw -zl <e

fir alle n > N, woraus x — xy € £, folgt. Weiterhin folgt * = (x — zx) + x5 € ¢, und
|z, — x||, = 0, was schliellich die Vollstandigkeit zeigt. O



2.2 Lorentz-Riaume

Im Folgenden werden wir den Begriff des /)-Folgenraumes verallgemeinern, indem wir
Normen fiir Umordnungen von Folgen definieren. Zunéchst erkldren wir, was die nicht
wachsende Umordnung einer Folge ist und diskutieren einige wichtige Eigenschaften.

Definition 2.12 (i) Es sei (z,),en eine Folge und 7 : N — N eine Permutation so, dass

|:E,T(1)| Z |$ﬂ-(2)| Z ...>0.

Die Folge z* = (2} )neny mit 2} := |2, | ist nicht wachsend und wird die nicht
wachsende Umordnung genannt.

(ii) Fiir n € N setzen wir

n
1
kok *
X = — X
n n E k
k=1

und bezeichnen die Folge z** = (2}*),cn als maximale Umordnung.

Bemerkung 2.13 (i) Zu einer beliebigen Folge gibt es stets genau eine nicht wachsende
Umordnung. Die Wahl der Permutation ist jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig.

. o . 1 2 3
Betrachten wir beispielsweise © = (1,0,—1) und © = (7?(1) (2) ﬂ(3)>, dann

. L (1 23 L (1 23 ,
kann x* = (1,1,0) sowohl mit m = (1 3 2) als auch mit m = (2 3 1) gebildet

werden.

(i) Der Begriff der mazimalen Umordnung ist motiviert durch die Tatsache, dass die
Elemente einer nicht wachsenden Umordnung mit steigendem Index hochstens kleiner
werden und folglich

1 1
(x’{+x§+...+x;)2E(mi}—i—x;—l—...—kx;):ﬁ(nx’;):xz

8
I
SEES

fiir alle n € N gilt.

Lemma 2.14 Seien x,y zwei Nullfolgen und ¢, v, w Permutationen der natiirlichen Zahlen.

Seien auferdem x* = (|4(n)nen, ¥ = ([Yypm))nen und (z +y)* = ([Tum) + Yu(n))nen die
nicht wachsenden Umordnungen von z,y und x +y. Dann gilt

| Tw2k) F Yoier)] < [Tw@e-1) + Yok-1)] < [Tu@) | + Vo)

fiir alle k € N.



Beweis. Die linke Ungleichung ist offensichtlich. Bei der rechten Ungleichung halten wir
uns an das Vorgehen von Lemma 1 in [6].

Sei k € N beliebig. Nehmen wir an, es géibe ein n € N mit [z, + yn| > |To@)| + |Yom)|,
fir das gleichzeitig auch |z, | < |zgw| und |y,| < [yp@| gilt. Dann wére

was ein Widerspruch ist. Somit ist
{n € N:|zn +ynl > |Zow)| + lyww |} C{n € Nt [zn] > |zgm[} U{n € N |yn] > [ypwl}-
Fiir die Kardinalitéiten dieser Mengen folgt
#{n € Nt |zn + ynl > |Toml + g} < #{n € Nt |za] > w40 [}
+ #{n € N: |yn| > |ypu}
<k -1+ (k-1)
=2k — 2.

Dies impliziert |Ty(2r-1) + Yuw(@e-1)] < [Twr)| + [Yww)| fir alle & € N.

Definition 2.15 Fiir 0 < p, ¢ < oo und Folgen = = (z,,),en ist durch

1

o0 a_1\? 1_1 .
> (xk)iney = ‘ x*nr a fiir ¢ < oo,
2llpq = n=1 a
sup z;nr fiir ¢ = oo,

neN

eine quasi-Norm erkldrt. Der Lorentz-(Folgen-)Raum /,, ist die Menge aller Folgen
x € ¢o mit ||z[,, < co. Der Raum ¢, , wird auch als schwach /,-Raum bezeichnet.

Bevor wir weitere Eigenschaften dieser Rdume untersuchen, etablieren wir zwei Abschitzun-
gen fiir allgemeine harmonische Reihen.

Lemma 2.16 Sein e NNO< A< 1 und1l <~y <oo. Es gilt
(1) k< () '™
(i) 0 k< (1 + ﬁ) ni=r |

Beweis. Firn e Nund 0 < A < 1 gilt

n n k n 1-X 1-X 1-A
n -1 n - A n
<1+ / QZ_AdéE:l—F/ rAde =1+ = <

und somit (7). In analoger Weise erhalten wir (i) fiir n € N und 1 < v < oo durch

o) 0o 1y
Skras [ om0 ] :<1+;)n1_7§(1+ ! )
n

— n et 71 71

]
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Im néchsten Satz untersuchen wir Aussagen hinsichtlich der Einbettung von Lorentz-
Réumen und warum wir die Lorentz-Réume als eine Verfeinerung der klassischen /-
Folgenrdume auffassen konnen. Zunéchst stellen wir fest, dass ¢,, und ¢, fiir p = ¢ zu-
sammenfallen. Zudem vergroflern wir einen Lorentz-Raum, wenn wir p fixieren und den
Wert ¢ erhohen. Den selben Effekt erzielen wir aber auch dann, wenn wir p erhéhen, wobei
sich dabei der Wert von ¢ beliebig verdndern darf.

Zum Fall p = oo ist zu bemerken, dass der Funktionenraum L, , nur aus der Nullfunk-
tion besteht, sein diskretes Gegenstiick { , jedoch nicht leer ist, da er unter anderem alle
Folgen enthélt, die nur endlich viele Nicht-Null Glieder besitzen.

Satz 2.17 Sei 0 < p1,p2 < 00,0 < q1,q2 < 00. Es gilt
(1) - llpp = I - lp und £y, = €, fiir 0 <p < oo,
(i1) Lpg = lpg, fiir @ < gz und p=py = pa,

(111) Cpy g = Lpy.go flir p1 < po.

Beweis. Aussage (i) folgt unmittelbar aus der Definition der nicht wachsenden Umordnung,
denn fiir 0 < p < oo ist

ey = (Zmp)p - (Z |xn|p)p = |zl

n=1 n=1

und fiir p = oo erhalten wir

Hx”oo,oo =sup z;, = sup |Zn| = [|[|cc-
neN neN

Bei den Beweisen von (ii) und (iii) orientieren wir uns an [8], Proposition 1.c.10. In (%)
zeigen wir zunéchst £, , — {,  und folgern anschlieend ¢, , — £, 4, fiir ¢1 < g2 < o0.
Sei 0 < p,q1 <00,q2 =00 und = € {,,,. Es gilt

1 1
- * a4 " * a a._ " * 4a_q % * 1
E (z5)n > Ty ne > Cxy (Np ) > CayNv

n=1 n=1

mit einer Konstanten C' = C(p, ¢;) > 0 fiir alle N € N. Daraus folgt C~H|z|lp.q > |20
und £y, 4, C €poo-
Sei nun ¢; < gz < oo und x € £, ,4,. Dann ist

1

°© 1 1 q2 E
ol = | D (wins )

n=1
1
_ (i (x*n%_é>q2iql (;p*n;_éyh) a2
n n
n=1
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1

00 a2
« L q2—q1 191 « 1_1\q1
= E (:L’nnp) n 92 (xnnp 92 ) .

n=1

Wir stellen fest, dass 1 — Z—; < 0 und damit nl_% < 1. Schétzen wir zusétzlich den {ibrigen
linken Faktor durch sein Supremum ab, so erhalten wir

o1 g2—q1 . 1_1\®@ a2
sup z;k» E (:L’nnp q2)
keEN

n=1
a1

IN

[ P

1—-94
= (lzllpoe)™ o= (Izllp.g) =

und mit ||z|p00 < C7H|2||pq folgt schlieBlich

_ 1—91 a1
< (C M 2llpg) = (1#]pgr)
= CH:’CHIMH

mit einer Konstanten C' > 0, so dass €,,4, C £, gilt.

Fiir (zii) ist wegen (i) beziehungsweise £y, 5, <> {p, .00, nUr noch ¢, o < £, , fiir
p1 < po und endliche g zu zeigen. Sei also 0 < p; < ps < 00,0 < ¢ < 0o und = € ¥}, .,
dann ist

e 1_1\¢ %
l@lpe.a = Z(x;;nm‘q))

[\
[~
VR
> N
m &
z3
&
*
ol
3=
~~
2
S
S
SH
|
Q|
|
|-
N—
=2
N~
Q=

1
a1 1na)\!
=l [ 3 <np2 o q> )
n=1
1
oo 14+ 9\ g
1 P11 P2
el (2 () )
n
n=1
1
1 q
S ||'I||P17OO 1+ q i) .
p1 p2
Dabei konnten wir fiir die letzte Abschétzung Lemma 2.16 (i) mit n = lund v = 1+ L — 1
verwenden, da nach Voraussetzung pil - p% > 0 gilt. Somit folgt ||z p,.q < C||%]|p 0 fiir ein
C>0und €, 00 C lp, 4 O
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Bevor wir die Vollstéandigkeit der Lorentz-Réume untersuchen, befassen wir uns noch
mit Hardys Ungleichung. Die klassische diskrete Variante besagt, dass wir fiir p > 1 und
eine Folge (ay)reny mit ax € R, die folgende Abschitzung vornehmen konnen:

) 1 n p P p 00
S (hg) = ) B

Die Urspriinge dieser Ungleichung und eine Vielzahl verschiedener Beweise finden wir zum
Beispiel in [9]. Einige Verallgemeinerungen werden auch in [3], Lemma 1.5.3 aufgefiihrt.
Wir benotigen jedoch nur den folgenden Spezialfall:

Satz 2.18 Firl <p < 00,1 < g < oo und eine Folge (ay)ren mit ax € Ry gilt

oo 1 n q p q
qa_1 a_1
- a ne < [14+—— an,)inr™ .
;<”;k) _< p—1> ;( )

Beweis. Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung und schéitzen anschliefend die linke Seite
nach oben ab. Mit der Holder-Ungleichung erhalten wir zunéchst

k=1 k=1
1 1
I, 1\ (1< 4 4\
<{ =D k) |2 Dk
k=1 k=1

I
VRS
—_
|
| =
~

|
3|
-BM‘H
3
|
Q=
VR
ol
ngh
ol
'Bzo\ﬁ
S
kel
~_

=

l ag nrt = n%l a | n7t
EDS >
1

n=1



> p ! (- h-1+1)e-1 .
:Z(—) n p2qpq kaak
no1 \P T 1 k=1
B (L)ql 00 n;,?ik;qplaq
= k
p—1 n=1 k=1

Vertauschen wir die Summationsreihenfolge und wenden Lemma 2.16 (ii) mit v = 2 — ;
an, dann gilt

g—1 oo
()" S o

Folgerung 2.19 Sei 1 <p <o00,1 <qg<oo undx € l,,. Es gilt

||x||pq < ||5U**||pq (1+p)||93||pq

mit p' = - 1

Beweis. Die linke Ungleichung ist offensichtlich, wegen x} < x7* fiir alle n € N.
Fiir die rechte Ungleichung sei zunéchst ¢ < oo. Mit dem letzten Satz folgt unmittelbar

g )

<(1 : %) i(x?%)q”“); = (1+7)|

n=1

Sei ¢ = 0o. Durch Lemma 2.16 (i) mit A = % erhalten wir fiir alle n € N die Abschétzung

( Zxk> nr =nr! i (a:}';k%) kv <npy! (Suprkzl’) ik_;

k=1

1—1
1 1\ n @ 1
< ni! <supx2k’zl’) T = ( e )supa:,’;k:;,
keN -2 p—1) ken

so dass sogar [|2™||p00 < P/l

oo Zilt. ]
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Satz 2.20 (i) Fir0<p < 00,0 <q <00 ist (lpg | - |lpg) €in quasi-Banachraum.
(i1) Firl <p<oo,1<q<pist(lpg| -|pq) ein Banachraum.

i) Firl <p<oo,1<q<oo gibtesint,, eine zu dquivalente Norm , S0
P, Py P
dass (Lpq, || - ||p7q) ein Banachraum ist.

Beweis. Fiur Aussage (i) zeigen wir zunéchst, dass ¢, , ein quasi-normierter Raum ist. Seien
x,y € Ly mit 0 < p < 00,0 <q < oo. Seien weiterhin 2* = (|Z¢m) | )nen, ¥ = ([Yuwm)|)nen
und (z +y)* = (|Twn) + Yum)| )nen die nicht wachsenden Umordnungen von z,y und z + .
Mit Lemma 2.14 ist

q_
|2+ yllpg = { > _nv 1|wa(n)+yw<n>|q>
n=1

q

1
o q
< Z(QTL - 1)%_1‘1@(211—1) + yw(Qn—l)‘q + (ZH)%_1’$N(2n) + yW(Z”)’q>
n=1
1
q
q
< Z 2n — 1 |x¢(n |+ [Ypn |) + (2n) (|5L"<z> )|+ Yo |) )

Die Koeffizienten kénnen wir nach oben abschétzen, denn es gilt

a_ (2n)p~" fiir g > p,
(2n — 1) < { -1 .
ne fiir ¢ < p,

= max(1,2» nr ",

Damit erhalten wir

Q=

|2+ yllpg < (2 max(1, 25~ an |$¢(n |+ [Ypn |) )
=2 max(1, 25~ q (an’ (|zsm)] + 1Ywn |)q)

Kombinieren wir die Minkowski-Ungleichung und die quasi-Dreiecksungleichung, dann gilt
1
(|Zgm)| + ) < max(1,25 ") (|2 |7 + [Yym|?) fiir alle 0 < ¢ < co. Wenden wir dies

q

auf die rechte Seite an und setzen C = maX(Q%, 2%) max(1, 2%_1), dann folgt schlieflich

1
) f
q_
oty < © (zm oatn ) (zm . )
n=1
< C(l|z]lpg + 1¥llp.q)-

15



Hinsichtlich der Vollstdndigkeit verweisen wir an dieser Stelle auf den Beweis von
Theorem 1 in [6]. Wie bei den ¢,-Folgenrdumen werden dabei die Grenzwerte einer £, ,-
Cauchyfolge koordinatenweise konstruiert.

Fiir den Beweis von (i) seien z,y € {,, und 1 < p < 00,1 < ¢ < p. Es ist nur noch
zu zeigen, dass || - ||, die Dreiecksungleichung erfiillt, so dass (€4, || - ||p,q) €in normierter

Raum ist. Zunéchst bemerken wir, dass die Folge z := (n%_l)neN fiir ¢ < p nicht wachsend
ist, das heiflt es gilt 2} = z, fiir alle n € N. Es existiert eine Permutation 7 der natiirlichen
Zahlen so, dass

1 1
o0 q oo q
Hl‘ + y“}m = (Z Tp + yn n) = <Z |xn + yn|qzw(n)>
n=1

AN
R
(]
B
s
N
A
S
N~
Q=
_|_
VR
(]2
=3
s
N
A
S
~_—
Q|

< (Z (1) ) L (Z ()" ) q

= qup,q + Hpr,qv

wobei wir fiir die letzte Abschitzung benutzt haben, dass > |zrze] < >, 2;2; fir
alle n € N gilt (siehe [5], Theorem 368).

Den Beweis von (ii7) fithren wir nur fiir endliches ¢, da der iibrige Fall analog ist. Sei
also 1 < p <o0,1 <g<oound z,y € {,, Zundchst zeigen wir die Dreiecksungleichung

von || - ||, fiir maximale Umordnungen. Wir stellen fest, dass
o L
Kk - 1 & * 1_1 !
1+ 9) = D2 || = Do+ we)” o
n=1 k=1

11
= [z +y)"nra,
und da Y (zr +ye)* < Do xn + > p—, vy fiir alle n € N gilt, erhalten wir
11 11
< fla*ni i + g ni i,
und mit der Dreiecksungleichung fiir /,-Normen folgt

< I sk L1
< [lzne s llg + fly™ne el

= [l llp.g + 1™ [Ip.q-

Folgerung 2.19 liefert uns schlielich die Norméquivalenz von [|z**[|,, und ||z||,.4- O
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3 Volumenformeln

3.1 Einheitskugeln im (7

Nachdem wir verschiedene Arten von Folgenrdumen kennengelernt haben, untersuchen wir
im Folgenden ihre jeweiligen Einheitskugeln und deren Volumenformeln. Fiir méglichst ein-
fache Darstellungen der Volumina definieren wir zunéchst die Gamma- und Beta-Funktion
und ergénzen die Notation der Einheitskugeln endlicher Dimension.

Definition 3.1 Fir ¢ > 0 ist die Gamma-Funktion definiert als
['(t) ::/ v le " dx
0

und fiir s, > 0 bezeichnen wir

T(s)T(t)

B(s,t) := /0 M1 —2) tde = TG1h)

als Beta-Funktion.

Bemerkung 3.2 Fiir bestimmte Argumente kinnen wir den Wert der Gamma-Funktion
konkret angeben. So ist beispielsweise T'(1) = 1,I'(3) = /7 und T'(n) = (n —1)! fir n € N.
Integriert man die Gamma-Funktion partiell, so entsteht die Rechenregel I'(t + 1) =t I'(t)
fiirt > 0, die wir im Folgenden an vielen Stellen verwenden werden.

Definition 3.3 Sei m € N,0 < p < oo und K € {R,C}. Die Menge

B;”(K):{xeKm:Z|xk|p§1} fiir 0 < p < o0,

k=1
B2 (K) = {x e K™: sup |z < 1} :
bezeichnen wir als m-dimensionale Einheitskugel des ¢;'(K), das heifit des m-dimensionalen
¢,-Folgenraumes.

Bevor wir die Volumenformeln dieser Kugeln beweisen, wollen wir noch auf eine Ver-
allgemeinerung von Einheitskugeln im R eingehen und betrachten die Menge

B o pm(]R) ={z eR" |1 + ... + |z, < 1}
mit p; > 0 fiir ¢« = 1,...,m. Diese wird auch als anisotrope Einheitskugel bezeichnet.
Offensichtlich erhalten wir fiir p; = ps = ... = p,, = p gerade wieder die Menge B?(R). In

Abbildung 1 kénnen wir an einigen Beispielen im R3 erkennen, wie stark sich diese Kugeln
fiir verschiedene Werte p; deformieren.
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i
%

0.5

Abbildung 1: Beispiele fiir anisotrope Einheitskugeln B> (R)

P1,P2,P3

Satz 3.4 Seien p1,pa,...,pm > 0. Es gilt

r(i+2)..r(1+4)
vol(By; ,, . (R)) = 2" )
F(l +...+$+1>

Py

Beweis. Wir orientieren uns an den Abschnitten 3.2 und 3.3 aus [7] und beginnen mit einer
Vorbetrachtung aus der konvexen Geometrie.

Es sei (R™, ]| - ||) ein normierter Raum, K C R™ ein symmetrischer, konvexer Korper
mit nichtleerem Inneren und || - ||x : K — [0, 00) das dazugehorige Minkowski-Funktional.
Fiir eine auf [0, 00) definierte Funktion f, die glatt, nicht-negativ und schnell fallend ist,

18



erhalten wir

/f(||:c||K)d //f pdtdr = — / / Ldzf(t

R™ [l ¢ 0 {a:l|lzl|x <t}

—/vol(tK)f(t) dt = — vol(K )/tmf (t)dt (2)

0
= vol(K) /mtm_lf(t) dt

wobei wir fiir die letzte Gleichheit partiell integriert haben.
Diese Uberlegung wollen wir auf K = B™ (R) anwenden. Zunéichst beobachten
wir

P1,P2;.- Pm

vol({x € R™ : ||z,

-----

om <t} =vol({z € R™ : |21 |" 4+ ... + |z |P™ < t})
-Tl

p1 Pm
:vol({xERm' Sl})
tpl

Tm
+ ...+
= vol (Dt Bpl D20 sDrm (R))

1

tpm

= T vl (B, (R)
fiir alle ¢ > 0, wobei D; die Diagonalmatrix ist, die auf der Hauptdiagonalen die Eintrége
1 1
ter, ... tem besitzt. Mit den selben Voraussetzungen an f wie in (2) gilt
/ F(1l..) / / 70 dtde = / / 1dxf’<t> at
"z llpy ..., 0 {z:llzllpy,...om <t
= OB (B)) / (e () )
0

y4! Pm

1 1N [ i o
—vol(B"  (R)) (—+...+—)/tpg+...+pin ) at
0

Nun setzen wir f(t) = e~ in (3) ein. Mit der Definition der Gamma-Funktion und ¢t T'(t) =
['(t + 1) vereinfacht sich die rechte Seite zu

1 1
vol(BT . (R))T (1+—+...+—).

Auf der linken Seite erhalten wir

R™ Rm™
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=1

— H 2/exp(—xfi)dxi
‘ 0

und substituieren wir s = 2% fiir t = 1,...,m, so gilt

Damit erhalten wir in (3) insgesamt die Gleichung

1 1 1 1
2mr(1+—)...r<1+—) = vol(B™ (R))F(1+—+...+—),
Rl =R AR m p

D1 Pm 1 Pm
was umgestellt gerade die gewiinschte Volumenformel ist. O
Satz 3.5 Seim € N und 0 < p < oo. Die Einheitskugel in (7'(K) hat fir K = R das
Volumen
1 m
r(i+1)

vol(B™(R)) = 2™

g r (% n 1) ’
und fir K = C das Volumen

wiey ol BT mym
vol(B,'(C)) = W = <§> vol <IB%

Beweis. Die Volumenformel mit K = R ist lediglich ein Spezialfall von Satz 3.4. Fiir den
komplexen Fall orientieren wir uns an [4], Proposition 3.2.1.
Es sei 0 < p < oo und K = C, so dass zunéchst gilt

vol(B)'(C)) = / 1dz.

p
. 2 2 2
{eeremye, (3,1 403,) B 1

SRR

(R)).

Substituieren wir xo;_1 = 7;sin@;, x9; = r;cos @, fiir j =1,...,m, dann ist

vol(B,"(C)) = (2m)™ / H ridry ... dry,.

rer...Jrrf)ngl i=1
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1

1
Durch die Substitution 7’? =t;,dr; = %tjp dt; fiir j = 1,...,m, erhalten wir

2\ " o2
vol(B(C)) = [ — It au... dt.. (4)
p i
{637, <10} =
Im Folgenden vereinfachen wir das Integral
I T
= It at... a
{27, t<1,t,>0} =t

mit Hilfe des in [13], 12.5 beschriebenen Vorgehens. Dazu betrachten wir zunéchst

1-A1—to—A
2_1 234
JZ:/ / tlp tg dtl dtg
0 0

mit A :=t3+t4+...1,,. Setzen wir t; := tg(lv_v) und vertauschen anschlieflend die Integra-
tionsreihenfolge, dann ergibt sich fiir A # 0

1-x 1 1 (1=
2 4_q
J:/ /(1—v)§1v§1t5 dvdtzz/ / (1—v)r ' dtydo.
0 ) 0 0

1-x)

Mit t5 := v7 und der Definition der Beta-Funktion erhalten wir

1 1-2 1-A
2 INESINE
://(1—U)P vr e 1d7’d1}:—(p)4(p)/7'21d7'
I'(5)
0 0 0
und fiir das urspriingliche Integral folgt
INEIINE 2_ 2_
[ = (p)4(”) el drdty. .. d
r'e)
Pl gt At <1
Wiederholen wir dies fiir die iibrigen ¢;, so gilt
2 m 1 2\m
;2,) /T;n _ I;(;) ‘
(=) / L= +1)
Durch Einsetzen in (4) und (%)F(f—)) = I'(2 + 1) entsteht schliefllich die gewiinschte Volu-
menformel. ]
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3.2 Einheitskugeln im £,
3.2.1 Der allgemeine Fall

Schlieflich wollen wir noch einige Uberlegungen zu den Einheitskugeln in endlich-dimensionalen
Lorentz-Raumen anstellen. Dabei betrachten wir nur den Fall K = R. Eine geschlossene
Darstellung wie bei den ¢,-Raumen scheint es bislang nicht zu geben. Wir wollen zumindest
einige Ansétze zur Ermittelung der Volumina diskutieren. Dabei beginnen wir wieder mit
der Notation der Einheitskugeln.

Definition 3.6 Sei m € N und 0 < p,q < co. Die Menge

m

B (R) = {JJ e R™: Z(m,’i)qk%_l < 1} fiir ¢ < o0,
k=1

B (R):{xERm: max x;kll’gl},

pyoo =1,....,m

beschreibt die m-dimensionale Einheitskugel im ' (R).

Die Schwierigkeit bei der Berechnung der Volumina dieser Einheitskugeln liegt darin,
dass die Norm mit Hilfe der nicht wachsenden Umordnung einer Folge definiert ist. Fiir
den Wert der Norm ist somit entscheidend, wie die Betrége der einzelnen Koordinaten
geordnet sind, so dass wir die Einheitskugeln immer nur lokal konkret beschreiben koénnen.
Betrachten wir beispielsweise die Menge

{xeRm;|x1| > o] > > || e 4220 4 alme T < 1}

1 1
und substituieren i =kr « fir k=1,...,m, dann wird durch

z1\? 29\ ! T \ !
{xeRm;|x1|z|x2|z...z|zm|,(—1> +<—2> +...+(—) g1}
C1 Co Cm

ein Teilstiick eines m-dimensionalen Ellipsoids im £;(R) beschrieben. Im R™ kénnen wir
insgesamt m! verschiedene Anordnungen der |z;| finden. Dabei werden die Halbachsen je-
weils anders permutiert, sind aber stets gleich grof3, da sie nur von p und ¢ abhéngen. Die
resultierenden Ellipsoide unterscheiden sich folglich nur in ihrer Lage zueinander. Schlief3-
lich erhalten wir B}’ (R), indem wir alle diese Teilstiicke vereinigen, wie wir in Abbildung 2
sehen. Auf Grund der Ahnlichkeit der einzelnen Ellipsoide und ihrer Symmetrieeigenschaf-
ten kénnen wir uns bei Volumenberechnungen sogar auf einen der 2™ Orthanten und eine
bestimmte Anordnung der Koordinatenbetrige einschrénken.

Dies hat jedoch insbesondere fiir ¢ < oo zur Folge, dass die bisherigen Beweistechniken
nicht mehr funktionieren. Fiir das Vorgehen aus dem Beweis von Satz 3.4 fehlt eine Funk-
tion f, mit der wir f(||-|/,,) hinreichend vereinfachen kénnen. Auch eine Parametrisierung
mit beispielsweise verallgemeinerten Kugelkoordinaten resultiert fiir viele Werte von ¢ in
einer Funktionaldeterminanten, die keine elementare Stammfunktion besitzt.
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0.6 §
0.4+
0.2 4
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-0.2 +
-0.4
-0.6 -

-0.8 -

p=14%,q=3

Abbildung 2: Beispiele fiir Einheitskugeln ]B%f)’q(R)

3.2.2 Einheitskugeln im ('

Fiir ¢ = oo beziehungsweise B (R) kénnen wir zumindest eine rekursive Beschreibung
des Volumens angeben. Zunéchst beobachten wir

zeR™: max x}ikégl :{xERm:ngk_% fiirk;zl,...,m}.

k=1,....m

Das Volumen von B} (R) kénnen wir nun darstellen als

vol(B(R)) = / lda = / 1dg =2 / 1da

z€Bl (R) {z:llzllp,00<1} {z:220,[@[lp,00 <1}

= 2"m) / 1dzx

1
{$1$12$2Z---Z$m20,k max kP §1}
=1, m

yees

1
1 >w0>.. >, >0, 2, <k P fiir k:l,...,m}
_1 _1
1 min(2 P,ml) min(m P,mmfl)
:2mm!/ / / 1dx,, ... dzsday,
0 0

0

—

wobei die oberen Grenzen dadurch entstehen, dass 0 < z, < z,_; und z;, < k_% fir alle
k=2, ...,m gilt.

Zur Berechnung dieses iterierten Integrals miissen wir die Integrationsbereiche zerle-
gen, so dass die Integrationsgrenzen explizit dargestellt werden. Damit allein miissten wir
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allerdings bis zu 2™ verschiedene solcher Integrale auswerten. Vertauschen wir zusétzlich
noch die Integrationsreihenfolge, dann kénnen wir das Volumen immer noch als ein einziges
Integral darstellen.

Satz 3.7 Fir alle 0 < p < oo gilt

Bl
N
D=
—

1dxyday ... dz,—1 do,,.

\
—

vol(BI. (R)) = 2 m /

Tm T3 T2

Beweis. Essei 0 < p < oo und m € N. Im Folgenden verwenden wir fiir das Minimum eine
alternative Notation in Form von (x A y) := min(x,y). AuBerdem setzen wir

1 (27%/\11) (mi%/\zm_l)
1 m
Im = Qmml VOI(Bp,ooOR)) = / / e / 1 dxm Ce dl’g dl’l.
0 0 0

Zerlegen wir den Integrationsbereich von x; € [0, 2_%] U [2_%, 1], vertauschen anschliefend
die Integrationsreihenfolge von x; und x5 und ziehen danach die Integration beziiglich x,
soweit wie moglich nach innen, dann ist

2 2, (m P Amm_1) 1 2% (m P Azm1)
:// / 1dxm...dx2dx1+/ / / ldz,, ... deoday
0 0 0 ,5 0 0
2’% 2’% (mfé/\:pm_l) 2 -3 1 (m~ P/\:vm 1)
:// / 1dxm...dx1dx2+// / ldz,, ... dz; dx,
0 o 0 0 -1 0
2*% 1 (m’%/\zm,l)
:// / l1dz,, ... dz;dx,
0 w2 0
97 (m PAzm_1) 1
:/ / /1dx1dxm...dx2.
0 0 o

Wiederholen wir dieses Vorgehen zunéchst nur fiir x5 € [0, 3_%] U [3_%, 2_%], dann gilt

3 (m P/\a:m 1)2° p 1

Im:/. / //1dx1dx2d$m .. dzs

0 T3 T2

D=
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Setzen wir dies fiir die Paare xy,zy, 1 mit x, € [0, (k + 1)_%] U [(k + 1)_%, k_%] fiir alle
k=3,...,m— 1 fort, dann folgt schliefflich

1 1
mpmlp

/ / / /ldxl dzsy ... dz,,—1 dz,,

3 T2

‘:’h—‘

und damit die Behauptung. ]

Aus der Struktur des iterierten Integrals [,,, konnen wir nun eine rekursive Darstellung
ableiten.

Folgerung 3.8 Es sei m € N. Wir setzen aj, = kv firk=1,...,m, so dass

Am Am—1 a2 ai
I = ILn(a, a0, ... Gyt an) :/ / //1d331dx2 . dz,, 1 dz,,.
T3 T2

Fiir alle m > 2 gilt

am

[m(alu s 7am> = Qm - [m71<a17 s 7am71) - /Iml(aly s 7am727xm> dxm
0

Diese Gleichung gilt auch fiir Integrale der Form I, (a1, ag,. .., Gmn-1,Tm+1)-

Beweis. Sei m € N und m > 2. Zerlegen wir I,,, wieder in zwei iterierte Integrale, dann ist

In(ag,.. / / /ldarl . dx,,—1 dz,,
Am Am—1 Am Tm al
:/ / .../1dx1...dxm_ldxm—//.../ldxl...dxm_ldmm
0 ) 0 x2

0
am

- /]m—1<a17 <oy m—2, CLm—l) dxm - /Im—l(ab sy 2, xm) dxm
0 0

= Qm - Im—l(ala vy A2, am—l) - /Im—l(ala coey A2, xm) dmm
0

Dies funktioniert analog, wenn wir a,, durch x,,,; ersetzen. O

In dieser Darstellung konnen wir I,,, beziehungsweise vol(B]", (R)) fiir hinreichend klei-
ne m in einer vertretbaren Zeit ermitteln. Exemplarisch wollen wir die Werte bis m = 4
angeben.
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Beispiel 3.9 Wir bleiben in der Notation der letzten Folgerung und erhalten

L =a, =1,

I, =ay — %a%,

I3 = asas — %a%ag — %ag—i-gag,

I, = asazay — %agagcu -3 azay + %a%% — %agai + 1 asa? + % a3 — iaj

Dieses Beispiel zeigt, dass sich die Zahl der Summanden mit jeder Dimension verdop-

pelt. Diese lassen sich aber selbst nach dem Einsetzen der urspriingliche Werte k7 nur teil-
weise zusammenfassen. Des Weiteren zeigt die rekursive Darstellung aus Folgerung 3.8, dass
sich die bendtigte Rechenzeit zur Bestimmung von [, stark reduziert, sobald 1,,,_; bekannt
ist. Es fehlt jedoch ein Ansatz, um I, angeben zu koénnen, ohne vorher alle Iy,..., I,
berechnen zu miissen.

Dennoch zeigt sich auch an den wenigen Werten, die wir numerisch bestimmen kénnen,
eine Eigenschaft hinsichtlich der Einbettungen von Lorentz-Rdumen. Aus Satz 2.17 (i7)
wissen wir, dass insbesondere ¢,, = {, — {, fiir 0 < p < oo gilt. In der folgenden
Aussage untersuchen zunichst die Aquivalenz der dazugehérigen Normen.

AbschlieBend werden wir daraus das Verhiltnis der Volumina von BJ*(R) und B}’ (R)
ableiten und an einigen Werten von vol(B}', (R)) iiberpriifen.

Lemma 3.10 Sei 0 < p <oo,m € N und x € R™. Es gilt
1
[ ]lp.co < Nzl < (1 +logm)? |y
Beweis. Die linke Ungleichung ist offensichtlich. Fiir die rechte Ungleichung gilt zunéchst

m 5 ) m N 7
|z, = Z lzi|P | = sup kraj Z ( sup kpx};> |y |P
k=1

k=1,....m 1 k=1,....m

m N
= [zllpeo | Y (k sup kmk) P |
k—1 =1,....m

Wir nehmen ohne Einschrankung z; > z9 > ... > x,,, > 0 an und vergréflern die Summe,
indem wir im Nenner das Supremum weglassen. Es folgt

1 1
m b\ m P
Tk —
12y < [[]lpoc (E:( : )) = [|lp00 (Zk ) :
k=1 ke xy, k=1

Analog zu den Abschétzungen von harmonischen Reihen in Lemma 2.16 gilt

m m k m
Zk‘lgl—l—Z/ x_1d$:1+/ z tde =1+logm
k=1 k=2 v k-1 1

fiir alle m € N und es folgt die Behauptung. ]
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Abbildung 3: Vergleich der Volumina von B*(R) und B’  (R) fiir m = 1,...,10 gemaf
Folgerung 3.11

Folgerung 3.11 Se: 0 < p < 0o und m € N. Es gilt
vol(BI'(R)) < vol(BI(R)) < (1 +logm)* vol(B'(R)).
Beweis. Sei 0 < p <oo,m € Nund x € R™. Mit Lemma 3.10 gilt insbesondere
(1 +1logm) »lzll, < [[#]lpoo < [l
Die Einheitskugel B}' (R) haben wir definiert als die Menge
By (R) = {z € R™: ||z][poo < 1} U{z € R™: ||2][poo = 1}.
Aus ||2]|poo < ||z]], = 1 folgt unmittelbar
{z eR™: flzl, =1} C{z e R™ : [[z[lpo0 = 1},
so dass B)'(R) C B} (R) und damit die linke Ungleichung gilt.
Die rechte Ungleichung folgt analog aus (1 + log m)_% llzll, < ||z||p00, denn es gilt
{2 €R™: |lz]lpee = 1} C {x eR™: (1+logm) 7|z, = 1} ,
so dass By (R) C (1 + log m)ﬁ B (R) und zusétzlich ist
vol({z € R™ : (1+logm) 7 ||, < 1}) = vol(D,, BI'(R))

= (1+41logm)» vol(B,"(R)),

wobei D,,, die Diagonalmatrix ist, die auf der Hauptdiagonalen die Werte (1 + log m)%
besitzt.

O
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