THEMENANGEBOTE FUR DAS COMPUTERPRAKTIKUM
PROFESSUR STOCHASTIK

ZUSAMMENFASSUNG. Im Folgenden werden zwei Themen fiir das Computer-
praktikum vorgestellt, die an der Professur fiir Stochastik bearbeitet werden
koénnen. Die Betreuung erfolgt in Zusammenarbeit mit Dr. R. Unger. Alle Mitar-
beiter der Professur stehen gerne fiir Fragen zur Verfiigung. Es ist insbesondere
bei Thema 2 moglich, dass mehrere Studenten gemeinsam arbeiten.

1. GRUNDLEGENDES ZU PERKOLATION AUF Z?2

Wir schreiben Z? fiir die Menge aller Vektoren z = (x1,z3) mit x; € Z fiir
i = 1,2. Wir definieren den Abstand d(x,y) zweier Gitterpunkte iiber

0 d@.y) = >l ~ wl

Durch hinzunahme von Kanten zwischen allen Paaren x,y aus Z? mit d(z,y) = 1
zu Z2, wird Z? zu einem Graphen. Wir bezeichnen diesen Graphen mit G = (V, E),
wobei V = Z?2 die Knotenmenge und E die Menge aller Kanten bezeichnet.

Seien nun p und ¢ Zahlen mit 0 < p < 1 und p+¢ = 1. Unabhéngig fiir alle Kan-
ten erkldren wir eine Kante aus E aktiv mit Wahrscheinlichkeit p und anderenfalls
inaktiv/geloscht. Wir erhalten einen zufilligen Graphen G, = (Z%,V,,).

Etwas formaler betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). Dabei
ist

(2) 0 = [[{0,1} = {{we}eer mit w, € {0,1}}.

eck

Ein Element w = {w, : e € E} aus 2 nennt man Konfiguration. Eine Kante e € F
gilt als inaktiv/geloscht, falls w, = 0. Als aktiv wird sie bezeichnet, wenn w, = 1.
Sei F die o-Algebra von Teilmengen von 2, welche durch beliebige endlichdimen-
sionale Zylinder erzeugt wird. Schliellich wéhlen wir als Wahrscheinlichkeitsmafl
das Produktmafl

(3) ]P):sznluea

eceE

wobei pte(we = 0) = ¢ und pe(we = 1) = p. Abbildung 1 zeigt einen 15 x 15
Ausschnitt eines Perkolationsgraphen mit p = 0.42. Die Zusammenhangskompo-
nenten einer Realisierung eines Perkolationsgraphen bezeichnet man als Cluster.
Mit C(x) bezeichnen wir den Cluster, der den Knoten z € Z? enthilt. Eine
interessante Frage ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit unendlich grofle Cluster

auftreten. Dies und vieles mehr findet man in dem Buch [Gri99].
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ABBILDUNG 1. 15 x 15 Ausschnitt eines Perkolationsgraphen mit
p=0.42

2. THEMA 1: GRAPHISCHE SIMULATION VON PERKOLATIONSGRAPHEN

Wir betrachten einen Perkolationsproze§ mit Parameter p € [0, 1] auf einem
endlichen Ausschnitt von Z2. Es soll ein Java-Programm erstellt werden mit
folgenden Eigenschaften:

e Zu gegebenen p € [0, 1] gibt das Programm eine Realisierung des Perkola-
tionsgraphen graphisch aus.

e Nun soll p variiert werden. Die aktiven Kanten sollen dabei “monoton”
von p abhéngen.

Dazu definieren wir unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen X,., e € E,
welche gleichverteilt auf [0, 1] sind. Fiir ein gegebenes p € [0, 1] kann man eine
Realisierung des oben beschriebenen Perkolationsprozesses erzeugen, indem man
eine Kante e genau dann “aktiv” setzt, falls X, < p gilt. Erhoht man nun den
Parameter p so bleiben bereits aktive Kanten weiterhin aktiv. Das Programm soll
ebenfalls folgende Funktionen unterstiitzen:

e Fiarbungen der einzelnen Cluster,

e Berechnung der empirischen Verteilung der X,

e Berechnung der empirischen Verteilung der Ye , = 1{x.<p},

e Berechnung der empirischen Verteilung der Clustergrofe.

3. THEMA 2: IRRFAHRTEN AUF PERKOLATIONSCLUSTERN

Wir betrachten zunichst die symmetrische Irrfahrt auf Z2. Dazu seien X,
1 € N, unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen. Wir nehmen an, dass X;
gleichverteilt auf der Menge M = {(0, 1), (0,—1),(—1,0),(1,0)} ist. Fiir n € N
sei S, = Xy + ...+ X, der Ort des Irrldufers zur Zeit n. Dann gilt offenbar

E(S,) =Y E(X;)=0 firalenecN.
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Wir betrachten nun eine Irrfahrt auf Z? mit Drift 3 > 1. Dazu seien Z,,
n € N, unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in M. Fiir die
Verteilung P von Z; nehmen wir an, dass

s
P(Z,=(1,0) = —
und

P(Z1 = (=1,0)) = P(Z1 = (0,—1)) = P(Zy = (0,1)) = ﬁ

Wir nutzen wieder S,, = Z; + ...+ Z, fiir den Ort des Irrlaufers mit Drift zum
Zeitpunkt n. Nun wird der Irrldufer “tendenziell” nach rechts laufen, da die Wahr-
scheinlichkeit dafiir grofler ist als fiir die anderen Richtungen. Dementsprechend

gilt
_ (B
E(S,) —n(3+5,0>.

Insbesondere gilt fiir die mittlere Geschwindigkeit
E(Sn)

n
und nach dem Gesetz der grofien Zahlen erhalten wir

>0

lim & > (0 P-fast sicher.

n—oo M

Wir betrachten nun einen Perkolationsgraphen G, iiber Z? mit Parameter
p € [0,1]. Wir nehmen an, dass der Koordinatenursprung zu einem unendlich
grofen Cluster gehort. Dies ist fiir p > 1/2 moglich. Wir betrachten nun einen
symmetrischen Irrldufer auf diesem Perkolationsgraphen. Das heiBt, Uberginge
des Irrlaufers zu jedem moglichen Nachbar sind gleichverteilt. S, bezeichne den
Aufenthaltsort eines symmetrischen Irrlaufers auf diesem Cluster. Dann gilt wieder

lim E(S,) = 0.

Nun soll diesem Irrldufer auf dem unendlichen Perkolationscluster ein Drift 5 > 0
gegeben werden. Das heifit, sobald der Irrldufer die Moglichkeit hat nach rechts
zu laufen, bevorzugt er diese Richtung. Dies kann &hnlich zum Irrldufer mit Drift
auf Z? modelliert werden. Es ist bekannt, dass 1 < 3 < 8, < oo existieren, so
dass fiir g € (1, 5;)

Sy, .
lim — > 0 fast sicher
n—oo M

und fir g € (B, )
S

lim —= =0 fast sicher.
n—oo N

Hier ist fast sicher beziiglich der gemeinsamen Verteilung des Perkolationsprozesses
und des Irrldufers aufzufassen. Dieses Resultat wurde in [BGP03] bewiesen. Eine
anschauliche Darstellung findet man in dem Abschnitt 8.6 des Buches [Haeg06],
welches iiber die Bibliothek der TU Chemnitz online verfiigbar ist.

In einem fritheren Praktikum wurde ein C++ Programm erstellt, welches
einen Irrlaufer mit Drift einem gewissen Parameterregime (p, 8) € [0,1] x RT auf
einem Perkolationsgraphen modelliert. Aufgabe dieses Computerpraktikums ist es,
dieses C++ Programm weiterzuentwickeln, so dass das Parameterwerte (p, §) €
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[0,1] x RT per Eingabe variabel gewihlt werden kann, und die Ausgabedaten
graphisch dargestellt werden kénnen.
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