Thema:
Berechnung des Eigenvektors zum gréBten Eigenwert einer stochastischen blocktridiagonalen Matrix

Betreuer: M. Pester

Beschreibung:

Das Problem stammt aus der Teilchenphysik. Betrachtet werden bis zu 110 Teilchen mit jeweils bis zu
1000 moglichen Energiezustinden (bzw. Zustandsintervallen).

Mit Zufallszahlen wird der Ubergang von einem Zeitpunkt zum nichsten simuliert, wobei jeweils (héchs-
tens) ein Teilchen mehr oder weniger existiert. Die Matrix ,,z3hlt" zunichst die Uberginge von Ener-
giezustanden.

Bei n Teilchen im Zeitschritt ¢ und m Teilchen im Zeitschritt ¢ + 1, wobei max(0,n — 1) < m <
min(N,n + 1), wird im Block A,,,, ein Element um 1 erhdht, das dem Ubergang von einem Energie-
zustandsintervall zum anderen entspricht (/N ist die maximale Teilchenzahl).

Wegen |n—m/| < 1 ist diese Matrix blocktridiagonal. Die Simulation bewirkt auBerdem, dass jeder Block
schwachbesetzt und diagonaldominant ist. Da es bei dieser statistischen Zdhlung um die Bestimmung
von Wabhrscheinlichkeiten geht, werden am Ende die Spalten der Matrix auf Spaltensumme 1 normiert
und die Matrixelemente sind nichtnegativ (d.h. a;; > 0, > . a;; = 1). Folglich hat diese Matrix als
betragsgroBten Eigenwert A4, = 1. (— Perron-Frobenius-Theorem).

Da alle anderen Eigenwerte im Bereich |A| < 1 liegen, konvergiert bspw. die Potenzmethode sehr
schlecht.

Aufgabe:

Die Blocktridiagonalmatrix muss platzsparend gespeichert werden, d. h. bei N Blocken mit je NBxNB
Elementen bendtigt man nur ein (3:-NB)x(N-NB)-Array, in dem auch noch 2 unbenutzte , Reserve-
blocke” enthalten sind.
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Da der Eigenwert A = 1 bereits bekannt ist, kann der Eigenvektor als Losung des homogenen Glei-
chungssystems (A — I)z = 0 bestimmt werden durch eine QR-Zerlegung (oder QL): A — T = QR.

Die Lésung vereinfacht sich weiter (da @ orthogonal, also invertierbar):
(A—DNz=0 = QRz=0 = Rz=0 (=Q'0).

Die orthogonale Matrix Q muss also nicht gespeichert werden. Bei Betrachtung der QR-Zerlegung er-
kennt man, dass die Dreiecksmatrix R ebenfalls eine Blockstruktur besitzt (Diagonalblécke und zwei
dariiber liegende Blocke). Sie kann also im Speicher die urspriingliche Blocktridiagonalmatrix iiber-
schreiben, ggf. mit bis zu 3 , Hilfsblocken" als Zwischenspeicher.

Da (A — I) eine singuldre Matrix ist, muss das unterste Diagonalelement von R gleich Null sein (d.h.
praktisch r,,, ~ Maschinenepsilon). Beim Riickwartseinsetzen sollte man also z.B. mit 2,, = 1 beginnen,
um ein = # 0 zu erhalten (aber: Uberlaufrisiko !?)

Die Berechnung des Eigenvektors soll als Unterprogramm geschrieben werden, wobei die Matrix A,
deren Blockanzahl N und BlockgréBe NB als Input-Parameter iibergeben werden und der Eigenvektor
x als Output-Parameter zuriickgegeben wird.

Zum Testen muss in einem separaten Unterprogramm vorher eine Matrix mit den o.g. Eigenschaften
generiert werden (Zufallszahlen, Diagonaldominanz sichern, Spalten normieren).

Zur Beurteilung des Ergebnisses ware eine grafische Anzeige der Eigenvektorkomponenten geeignet
(Diagramm: ¢ — x;), bzw. dasselbe fiir den , Defekt" z = Az — x. Die grafische Anzeige kann auch
auBerhalb des Programms mit anderen Werkzeugen wie Gnuplot oder Matlab erfolgen, wenn das Test-
programm den Vektor in eine Datei schreibt.



Die QR-Zerlegung:

Die Elimination einer Spalte (unterhalb des Diagonalelementes) erfolgt durch eine Householdertrans-
formation (I — 2vv"), wobei sich der Spiegelungsvektor v aus der aktuellen (k-ten) Spalte von A
folgendermaBen berechnet:

s := —sign(ag)
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Die Spiegelungsmatrix Q; = @} = I —2vv ' wird nicht berechnet, sondern auf die restlichen Spalten
der Matrix A angewendet, d.h. Y/ > k:

aye = (I — 2va)a*g = Qyp — Z(UTa*z)v,

wobei jeweils Rechenoperationen eingespart werden kdnnen, weil der Vektor v erst ab Index k ungleich
Null ist.

»~Normalerweise” werden bei der QR-Zerlegung die Spiegelungsvektoren vi im unteren Dreieck der
Matrix A und der Faktor R im oberen Dreieck gespeichert. In diesem speziellen Fall kann man auf das
Aufheben der vy verzichten.

Bei der Festlegung der Datenstrukturen sollte auf einen moglichst effektiven Zugriff geachtet werden,
denn bei einer BlockgroBe NB= 1000 ergeben sich in den Spalten der Matrix Teilvektoren der Lange
3000, so dass sich die Verwendung von BLAS-Routinen fiir die Vektoroperationen durchaus lohnen
kann.



