Lineare Algebra und Analytische Geometrie II { Prof. Dr. Peter Benner ¢ SS07

Das Minimalpolynom

Sei V' K-Vektorraum, A : V' — V eine lineare Abbildung, also A ein
(Vektorraum-)Endomorphismus, A € End(V), und A € K"™" eine
Matrix(darstellung von \A).

Ideale:
Sei R kommutativer Ring, dann ist Z C R Ideal, wenn gilt:

() p,gel =p—qel.
2)pel,ge R—q-pel.

Ein Ideal heifit Hauptideal, falls da € R, so daf
I=a-R={a-r|reR}.
Einsetzungshomomorphismus:
Gy Klz] = End(V) = p(z) — p(A),

wobei fiir p(z) = ag+a1x + . . . + apx® der Endomorphismus p(.A)
durch

p(A) () = apldy (v) + arA(v) + ... + apA"(v)
mit A*(v) = (Ao .0 A)(v) definiert ist.

k-mal

Beachte:

— ® 4 ist ein Ring- und Vektorraumhomomorphismus.

— K[A] = Bild(®4) ist kommutativer Unterring von End(V).
— T4 = Kern(®y) ist ein Ideal in K|x].

—pa € L4



Lineare Algebra und Analytische Geometrie II { Prof. Dr. Peter Benner ¢ SS07

Minimalpolynom:
In jedem Ideal {0} # 7 C K|x] existiert ein eindeutiges Polynom
m(x) mit den Eigenschaften

(i) m ist normiert, d.h. m(x) = 29+ vy 12T 4+ .+ v+ 0.

(ii) Vp € 7 existiert ¢ € Klz], so dal p = ¢ - m, d.h. m ist
minimal (m hat minimalen Grad aller Polynome in Z'\ {0}).

Ist T = 74, dann heit m = m 4 das Minimalpolynom von A.

Beachte:

a) my teilt p4.
b) pa teilt m’y.

Daraus folgt z.B., dal m4 = py, falls A n verschiedene Eigenwerte
besitzt.



