Kapitel XIV

Quadriken

Wir wollen nun einen Bezug zur Geometrie herstellen und damit die Klassifikation von
geometrischen Objekten im R? und R?® vornehmen. Sei K ein Koérper. Ein quadratisches
Polynom in n Variablen ist ein Ausdruck der Form

P(l’l, . ,ZEn) = Z Qi3T5 + Z ble + C, (XIVl)

1<i<j<n 1<i<n

in dem nicht alle a;; verschwinden. P ist eine nichtlineare Abbildung

P: K" — K.

Definition XIV.2 FEine Teilmenge (Q C K™ heifit Quadrik oder Hyperflache zweiter Ordnung,
falls es ein quadratisches Polynom gibt, so dass

T
Q= | ek | P(xy,...,x,) =0

Tn

Beispiel XIV.3

a) K=R, n=3

2, 2, .2
P(x1, 29, 23) = 27 + 25 + 23 — 1,
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b)K:R,HIQ x1
P(xy,m9) = 2% + 219
Q—{lil €R2|x%+2x2—0}

c) K=R, n=3
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P(l’l, Ta, ZL‘3) = ZL‘% + 21’2

W

T
Q=1| 22 | ER |23 +21,=0
T3 Parabelzylinder

Im folgenden betrachten wir nur Koérper, in denen 1 4 1 # 0 ist.

Sei P(x1,...,x,) quadratisches Polynom wie in (XIV.1). Wir wollen nun alle Quadriken mit
Hilfe von Matrizen beschreiben. Dazu konstruieren wir aus A = [a;;] € K™, b € K", ¢ € K
die folgende Matrix

. b b by ]
2 2 2
by a a2 Ain
b2 11 2 2
_ a . . : — [a..
A= b ap . | = Jay). (XIV 4)
: : anfl,n
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Durch diese Erweiterung gehoren also zu den Punkten aus ) diejenigen erweiterten Vekto-
ren, fiir die die iiber A definierte Bilinearform

& - Kn+1 % KnJrl S K

ergibt a(z,2) = 2T Az = 0.
Wir wollen nun spezielle Abbildungen betrachten, die Absténde erhalten.

Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum mit einer Abstandsfunktion
d(v,w) = [lv—w .

Eine Abbildung f : V — V| fur die gilt d(v,w) = d(f(v), f(w)) VYv,w € V heifit
abstandserhaltend (wird manchmal auch Kongruenzabbildung genannt). (Erinnere: Ortho-
gonale bzw. unitdre Endomorphismen erhalten die induzierte Norm und sind somit Kongru-
enzabbildungen!)
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Betrachte nun die Abbildung

g: V-V
v g(v) = f(v) = f(0).
Es gilt natiirlich, dass g wieder abstandserhaltend ist und ¢g(0) = 0.

Also folgt aus Lemma (XII.3), dass g ein orthogonaler Endomorphismus ist. Es gibt also zu
jeder abstandserhaltenden Funktion f : V' — V einen orthogonalen Endomorphismus g, so
dass

flw)y=a+gv) YvevV, (a = £(0)).

Umgekehrt gilt natiirlich sofort, dass alle Abbildungen v — a + g(v), mit a € V und g
orthogonal, abstandserhaltend sind.

Was ist die Matrixdarstellung von f bzw. g7

Von g ist das natiirlich eine orthogonale Matrix und von f eine Matrix der Form

1‘0 e 0

G = (XIV.5)

3]
wobei GG die (orthogonale) Matrixdarstellung von ¢ ist und a =

Qn

Lemma XIV.6 Ist Q eine Quadrik in R™, beschrieben durch die Matriz A und f:R* - R"
eine abstandserhaltende Abbildung mit der Matrizdarstellung

1[0 - 0

GTAG™Y  (GTT=(G™H). (XIV.7)

Wir sehen, dass dies eine (spezielle) Kongruenztransformation mit G ist.

Beweis: Sei y = f(x), y= G4 mit
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(Aus G € O(n) folgt, dass G invertierbar ist.)

Also wird f(Q) gerade durch die Matrix G~TAG™ beschrieben und ist damit eine Quadrik,
denn G~! hat die gleiche Form wie G. O

Wir wollen noch einmal anschauen, was

JTGTAG Y5 =0 (XIV.8)
ist:
10 0
.1 R 1o A1 1 0
y_[yla G = a _[a G‘|7 G _[_Gla Gl]a
an
A= % an a% e 37
I R A
by ay
2 T2 nn,

B 1 ]T c+3b"GHy —a) ]

| Gy —a) W+ AG (y —a)

= et TGy — @)+ (G — ) 5h (G — ) AG (v - a)
—c+ <(y 5 %) GTb> + <(y 3 @) GW)) (Y —a) (G TAG Y (y - a).

Wir erhalten also, dass A durch eine orthogonale Kongruenztransformation mit G~ trans-
formiert wird.
Deswegen sprechen wir von einer Abbildung der Quadrik unter Kongruenz.



Quadriken 109

Satz XIV.9 (Klassifikation der Quadriken in R" unter Kongruenz)

Sei Q) eine Quadrik in R™. Dann gibt es eine Kongruenzabbildung f, natirliche Zahlen 7,0
und reelle Zahlen 3; > 0,1 <1 < 7T+, so dass die Quadrik f(Q) durch eine der folgenden
Gleichungen beschrieben wird:

2 X a?

M-

3 ? =0, F>7 (XIV.10)
i=1 1" i=7+1 M1
T x2 T+ .1;2
DR S A | (XIV.11)
i=1 57 i=+1 37
Fop2 AP 42
Z 712 — Z ﬁfg = ZTitp+1, T+ U <n. (XIV12)
i=1 1" i=7+1 M1

Beweis: Sei QQ = {x ER"| P(xy,...,x,) =3 Ak = O}, wobei #, A wie in (XIV.4) gebildet
sind,

1. Schritt: Diagonalisierung von A. Da A reell symmetrisch ist, so gibt es nach dem Tréigheits-
satz von Sylvester eine orthogonale Matrix P, so dass

Y -

)\7r+1

/\n )\7r+1/
0

¢ 7" - On
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2. Schritt: Verschiebung des Nullpunktes

1 -
T
—— 1
A1
Sei T'= | _Jmtv 1 ,
)\71'+1/
0 1
0 I
[ C o --- 0 ’}/W_A'_V_;'_l...”}/n-
0 A1
: - 0
Ay =T AT = 0 Arto
Vr+v+1
: 0 0
L n J

3. Schritt: Jetzt unterscheiden wir 3 Falle.

(a) c=0und Yryps1 =... =, =0.
1 ~ .
Mit der Setzung 3; = —— erhalten wir dann Rang A = Rang A und Teil (XIV.10).

VIn

(b) ¢#0und Yrpps1 = ... =y = 0, also Rang A = Rang A + 1.
<]

erhalten wir (XIV.11).

(¢c) c#O0undesgibt v, #0, r+v<j<n = Rang A = Rang A + 2.

Vr4v+1 1
Setze v = : und ¢ = ——.
171l
Tn
Ergénze ¢ durch oo, ..., v, »_, zu einer Orthonormalbasis von R"~""  setze
1 0 0
P und V= 0 | Ly |0 | mit V= (0102 - - - Pr—n—y]-
2|71l
5@1 0 |4
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Dann gilt
0 [0 o 0 [l 0 e 0
0 | M\
0
VTAQV — 0 )\7r+1/
171l
0
: 0 0
- 0 -
o 2lvlly . _ .
und mit §; = o i=1,...,m+ v erhalten wir (XIV.12).
Beachte, je nach Vorzeichen von ¢ wechseln die Rollen von 7 und v. ]

Beispiel XIV.13

p(x) = 22 4 922 — 62125 + 202, — 425 — 10

—10 220 _;1 10 10 -2
- 1 -3 . 20 N N
=A=| o | A=| T 1 -3|=| 10 1 -3
2 L 2 -3 9

- -

Rang A =1, Rang A = 3, da invertierbar. Also haben wir den Fall (XIV.12).
(1) Diagonalisierung von A:

Pi(A\) =X*—10\, =  Eigenwerte 0, 10

| c —s TP _n. | x 0
P—[S C],sodassP(A OI)P—[O 0]
.3 3 1
S VE+T VIO V10

~ 10 0
Tip_

P AP = 0 0

EEARIERIS P i
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(2) Verschiebung des Nullpunktes

1 |00 =340 4y10
T=| 810011 |, Ay =TT AT = 0 10 0
510
0 [0 1 Y10 0 0
14 314 157
= \/10}€R1, =[], ¢=—"—7==-—=V10
7 [5 er=U &= 5o nT = 70
1 00 0 0 £VI10
V= 101, VTAV = 0 10 0
BIV10 0 1 2V10 0 0
2-14+/10
Setze (1 = 10 Dann erhalten wir die transformierte Gleichung
vi 5
—12 =1 oder %\/ 10y? —y, =0, wobei
1
1 0 0 1
2=P-T-Vi=|%0 T vo||wn|  bzw
49 3 1
700 Ji0 V10 Y2
1 0 0 1
g=VvrtPla=| V10 S =2 || @
157 3 1
V10 U5 v 1L

N
<

p(z) = 22 + 922 — 62129 + 202, — 429 — 10 =0

T2y

14
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Wir kénnen damit alle Quadriken klassifizieren. Im R? erhalten wir die folgenden Moglich-

keiten:

Tabelle XIV.14 Quadriken in R?

—|6]

(XIV.10) v =0, 7=1, 2 =0
2
v=1, wm=1, 9%_ 320
1
T = £6179
2
v=0 m=2, %+x§:0
1
(XIV.11) v=1, m=0, —t=1
1
2
v=0, 7=1, I
1
—l‘z 1’2
v=2 m=0, —F—"2=1
s; B3
xf )

R

T Gerade
T
k . . .
T2 zwel sich schneidende
Geraden
Ty
T2 Punkt
X1
k .
T2 zwei parallele Geraden
T
131

X2

A

/ Hyperbel

|B1]

N

mlvl
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2 2 )
v=0, m=2, x_é+x_§:1 T Ellipse
i B
B2 \
\\y G
x% T
(XIV.12) v=0, 7m=1, —5 = T3 2 Parabel

T

Quadriken sind Schnitte von Ebenen mit einem doppelten Kreiskegel, sie werden daher auch

Kegelschnitte genannt.
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Tabelle XIV.15 Quadriken in R3
(XIV.10) v=0, 7=1, 3=0 eine Ebene

v=1 wm=1, 22 =0 zwei sich schnei-

dende Ebenen

x
v=0, m=2, —; +22=0 eine Gerade
1
\\
2 2
x x
v=1 m=2, —; + —g — .:c?,, =0 Ellipsenkegel
i 2
2 2
x x
v=0, m=3, —é—i—%—l—x%zO Punkt
1 2
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v =20,
v=2,
v=1,
v =20,
v=3,
v =2,
v=1,
v =20,

=1,
T =0,
=1,
=2,
=0,
T =1,
=2,
T=3,
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zwei parallele Ebe-
nen

Hyperbelzylinder

Ellipsenzylinder

zweischaliges  Hy-
perboloid

einschaliges Hyper-
boloid

Ellipsoid
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Quadriken
2
:E 1 .
(XIV.12) v=0, w=1, —5 = T / parabolischer
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Definition XIV.16 Sei V' ein Vektorraum diber K. Fine Abbildung f : V. — V heifit
affin linear, falls es a € V und lineare Abbildung g : V' — V gibt, so dass f(v) = a+ g(v).
Zwei Quadriken Q1,Qs heiflen affin dquivalent, wenn es eine bijektive affine Abbildung

Korollar XIV.17 Jede Quadrik in R™ ist affin dquivalent zu einer Quadrik in R™, die durch
eine der folgenden Gleichungen gegeben ist:

™ T+v
ri — xi =0 (XIV.18)

>
=1 i=m+1

™ T+v

2y P21 (XIV.19)
=1 i=m+1

™ T+v

Z 2 — Z TP = Trypng1 (XIV.20)

=1 i=m+1

Beweis: Wir konnen natiirlich annehmen, dass wir schon eine Beschreibung der Quadrik
@ in der Form (XIV.10-XIV.12) haben. Sei f : R" — R" die lineare Abbildung mit der
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Matrixdarstellung
s

—1
67r+u bzgl {61, R ,en},

1

so ist f natiirlich bijektiv und wir haben sofort, dass f(Q) einer der Gleichungen (XIV.18 -
XIV.20) geniigt, denn sei zum Beispiel (XIV.10) die Form von @), so gilt

y=f(x) mit yl_ﬁ i=1,...,m+v

Yi = T; t=nm+v+1,...,n
™ T+ 1’2
y € f(Q) <:>er<:>2 252:0
=1 Z i=m+1
™ T+v
= Y yi— > y=0.
i=1 i=m+1

Die anderen Fille sind analog.



