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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Orthogonalitit

Wir bezeichnen mit K[z] den linearen Raum aller Polynome der Gestalt
p(z) = apz™ + an_12" 1+ .+ az + ag, (1.1)

wobei a; € K Elemente eines Korpers (z.B. C oder R) sind und n € Ny = {0,1,2,...}. Die
Elemente von C[z] sind also Polynome mit komplexen Koeffizienten, die wir auch als Abbildun-
gen p: R — C, z — p(z) der Menge der reellen Zahlen in die Menge der komplexen Zahlen
auffassen werden. Die unabhiéingige Veréinderliche x sei also eine beliebige reelle Zahl. Ist in (1.1)
der Koeffizient a,, von Null verschieden, so nennen wir degp = n den Grad des Polynoms p(z)
und a,, den Leitkoeffizienten dieses Polynoms. Den linearen Teilraum von C[z] der Polynome,
deren Grad kleiner als n ist, bezeichnen wir mit C,[z], n € N={1,2,...}.

Fiir jedes n € N ist bekanntlich das System My (z) = z*, k = 0,1,...,n — 1, eine Basis in
C,|[x], was nichts anderes bedeutet, als dass die Darstellung des Polynoms p(x) aus C,,41[x] in
(1.1) eindeutig ist. Das heifit aber auch, dass jedes endliche Teilsystem des Systems (M), =,
linear unabhéngig ist, weshalb man dieses unendliche System selbst linear unabhéngig nennt.

Als Beispiel definieren wir nun auf C[z] ein Skalarprodukt, auch inneres Produkt genannt,

b P
(p,q) = / p(x)q@) dx, p,q € Cla]. (1.2)

Dabei halten wir —oco < a < b < oo fest. Wiirden wir nun das aus der linearen Algebra bekannte
Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren auf das System (M,,), >, anwenden, so erhielten wir
ein System (P,), 5, von Polynomen P, (z) mit den Eigenschaften deg P,, = n,

span {Py, ..., P,_1} =C,lz], neN,

und

0 : j#k .

Mit span {P,...,P,—1} wird dabei die Menge aller Linearkombinationen der Polynome P;,
j=0,1...,n—1 bezeichnet. Da diese Menge auch gleich span {My, ..., M,_1} ist, sieht man
leicht, dass fiir k # j die Orthogonalitdtsbedingungen in (1.3) dquivalent sind zu

(My,P,) =0, k=0,....,n—1, neN. (1.4)

7



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

mn

d
Wir betrachten nun den Fall @ = —1, b = 1 und die Polynome Q,(z) = d—(l — 2%)". Unter

n

Verwendung der Formel der partiellen Integration ergibt sich fir n € Nund 0 < k <n

! ar 1 a1
o Qu) = [ - arde = [y

1 dx™ 1 dl’nil

und dies fortgesetzt

1 dnfk

0 : k=0,....,n—1,
(M, Qu) = (—1)*! / !

(=1)"n!ky, k=n,

(1—a2?)"dx = {

1 dxn—Fk

1
mit K, = / (1 — 2" dz. Wiederum durch partielle Integration erhalten wir fiir n € N
-1

1
_ 1
Kn = Kp—1 —/1 [(1 —x2)" 1:1:} rdr = Kp_1 — %H}n

und somit, da kg = 2 ist, !

2n 2"n! ontln)

1T T T a1 T @n DI

Durch Normierung der @,,(z) wollen wir nun die Bedingung (P,, P,,) = 1 erfiillen. Dazu machen
wir den Ansatz P,(z) = 0,Qn(z) und fordern (der Eindeutigkeit wegen), dass der Leitkoeffizi-
mn

ent von P, (x) positiv ist. Der Leitkoeffizient von Q,(z) = o [(—1)"2*" 4 ...+ 1] ist gleich
x

2n)!
(=)™ (nT? Wegen

1 n(2n)' ! n 2(2”7’“)2
5 /_1 [Qn(2)]? dz = 62(—1) e /lx Qn(z) da = 82(2n)! K = 62 2y

—1)" . 2n+1
5n—cn(2nn)! mit ¢, =4/ 5

die Bedingung (P,, P,) = 1 erfiillt ist. Der Leitkoeffizient des Polynoms P,(x) = vy,z" + ...

2
ergibt sich nun zu v, = ;Z( n> Das Polynom
n

folgt, dass fiir

(=" a” 2
gt (17" (15)
nennt man n-tes Legendre-Polynom. Bis auf den Faktor ¢, ist es also das n-te Polynom im

orthonormalen Polynomsystem (P,),”, bez. des in (1.2) definierten Skalarproduktes. Die
Formel (1.5) wird nach Rodrigues benannt.

L,(x) =

Die Folge (P,),=, von Polynomen ist Losung des folgenden Momentenproblems:

1 1— (_1)n+1
Gegeben ist die Folge (pn),, der Zahlen pu, = / 2 dr = —hrl
~1 n

Menge Clz] der Polynome der Gestalt (1.1) definiert man das lineare Funktional £ durch

. Auf der linearen

'C[p] = apln + ap—1ftn—1 + ... +aip1 + aplo-

Ton4+D)=1-3-...-(2n+1)
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Man finde nun ein System von Polynomen P, (z) mit deg P, = n, n € Ny, so dass die Orthogo-

nalitdtsbedingungen
L[P,P,]=0 fir m#n

erfiillt sind. Geniigen die Polynome P, (z) auch den Bedingungen
L[P2]#0, n €Ny,

so nennen wir die Folge (P,(x)), =, ein orthogonales Polynomsystem (OPS) bez. des Mo-
mentenfunktionals £. Im folgenden Kapitel werden wir die Frage beantworten, unter welchen

Voraussetzungen an die Momentenfolge (i), ein solches OPS existiert.

Ein anderes OPS kann man z.B. auf folgende Art und Weise gewinnen:

Aus der trigonometrischen Beziehung

2 cosmb cosnb = cos(m + n)# + cos(m — n)o (1.6)
folgt bekanntlich
0o , m#n,
/ cosmf cosnfdf = ™ , m=n=0, (1.7)
0 T B N
5 , m=nc

Mit x = cos @ und T,,(x) = cosnf, n € Ny, folgt ebenfalls aus (1.6) fir m =1
20T, (z) = Thy1(x) + Th—1(x) (1.8)

bzw.
Toyi(x) =2xTy(z) — Th-1(z), neN. (1.9)

Wegen Ty(z) = 1 und T (x) = x zeigt die rekursive Beziehung (1.9), dass T),(x) ein Polynom
n-ten Grades mit dem Leitkoeffizienten 2"~! fiir n € N ist. Aus (1.7) folgt

. 0 , m#£n,
d
/1Tm(a:)Tn(x)\/1i:7: T, m=n=0, (1.10)
5 , m=neN.

Das Polynom T, (x) nennt man Tschebyscheff-Polynom erster Art und n-ten Grades, die
Funktion (1 — x2)_% Tschebyscheff-Gewicht erster Art.

Schreiben wir (1.8) in matrizieller Form, so erhalten wir

0 2 O [ Tolx) 7 [ To(z) 7 [ 0 ]
Lo 1 Ty (z) Ti(z) 0
=2 —
L0 1 Tp_o(x) Trn—a() 0
0 L0 L T (o) | L Tm1(z) | L Ton(2)

Die Eigenwerte der m x m-Matrix auf der linken Seite dieser Gleichung sind damit genau die

Zahlen
(2k — )7

k=1,...,m.
2m Y Y 7m

2 cos
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Normieren wir die Polynome T}, (z) zu T ( \/7 To(z), n € N und To(z) = \/; , so erhalten
wir aus (1.9)

1~ 1~
ETn+1($) = 27T, ( ) 5 n 1( )) n = 2737 )
ST@) = oTi(e) - —=To(w)
“Th(z) = aT(z)— —=To(z
2 2 1 \/i 0 )
=Ti(@) = aT)
—Ti(z) = aTIp(z).
Die Zahlen cos 2521 'k = 1,...,m sind somit die Eigenwerte der diesen Rekursionsformeln

entsprechenden symmetrlschen trldlagonalen Matrix

1
0 I 0
1 1
vz 0o
1 1
2 0 3
1

Es zeigt sich nun, dass man durch Betrachtung des Polynoms zP,(z) = M;i(z)P,(x) unter
Verwendung der Orthogonalitétsrelationen (1.4) eine Rekursionsformel fiir die Polynome P, (x)
analog zu (1.8) erhalten kann. Es gilt ja die Darstellung

n+1
MP, = eniPr,
k=0

wobei e,p = (M1P,, Py) = (P, M1P;) = 0 fiir k = 0,...,n — 2 ist. Da x[P,(x)]? offenbar
eine ungerade Funktion ist, gilt auch ¢, = 0. Fiir die restlichen beiden Koeffizienten erhalten
wir Ennt+l = '7n<Mn+1,Pn+l> = 'Yn'Y;J%1<Pn+1aPn+1> = ’7n’7;+11 und Enn—1 = 'Yn71<Pn,Mn> =
Yn—17, }. Damit haben wir die Formel

Brt1Prt1(z) = xPp(x) — B Pa—1, n € Ny, (1.11)

mit B, = Yn_17, ! bewiesen, wobei wir P_1(z) = 0 gesetzt haben. Wir werden sehen, dass eine
solche dreigliedrige Rekursionsformel charakteristisch fiir orthogonale Polynomsysteme ist und
dass sie es erlaubt, numerisch interessante Parameter der orthogonalen Polynome effizient zu
berechnen. Solche Parameter sind z. B. die Nullstellen dieser Polynome, die man als Eigenwerte
schwach besetzter Matrizen erhélt. Schreibt man nédmlich die Formeln (1.11) gleichzeitig fiir
n=20,1,...,m — 1 in matrizieller Form

0 5 0 [ Py(z) [ Py(z) [0
b 0 B2 Pi(z) Pi(z) 0
- : — B : , (1.12)
O N R ¢ Pr_o(2) Pr—2() 0
i 0 Bm-1 0 | L Poa() L Pm-1(z) L Pr() |

so sieht man, dass eine Nullstelle des m-ten orthogonalen Polynoms P,,(x) zugleich Eigenwert
der tridiagonalen Matrix in (1.12) ist.



1.2. ERZEUGENDE FUNKTIONEN 11

1.2 Erzeugende Funktionen

Wir betrachten die Funktion zweier Verénderlicher (a # 0)

G(z,w)=e ™14+ w)" = Z (—a)ﬂ;ﬂum Z (Z)w" (1.13)
m=0 n=0

Die hier auftretenden Reihen betrachten wir stets in einem geeigneten Konvergenzkreis bzw.
Konvergenzintervall. Bilden wir das Cauchy-Produkt der beiden Reihen in (1.13), so erhalten

= ZPn(:z:)w” (1.14)
n=0

mit i
P(z) = A 1.15
@=> (1) =0 (115
k=0
1) (z—k+1
Wegen ) = pe—1)- (@ +1) ist P,(x) ein Polynom n-ten Grades. Die Funktion

k k!
G(x,w) heiit erzeugende Funktion der Polynome P, (x), die auch Charlier-Polynome ge-
nannt werden. Aus (1.13) folgt

a®G(z,0)G(z,w) = e~ [a(1 + v)(1 + w)]*

und somit

ia kw) — av—&—wg 1—|—’UJ)]

k=0

(1.16)
_ e—a(v+w)ea(1+v)(1+w) — W — ngo ea ::w)
Unter Verwendung von (1.14) erhalten wir
2. d*G(k,v)G(k,w) ZafF & STg"
D 3] B Z k! D Pl
k=0 m,n=0
(1.17)
k
= Z ZP oM™ .
m,n=0
Koeffizientenvergleich in (1.16) und (1.17) liefert
00 ok 0 , m#mn,
> PulB)Pa(k) 7 =4 etan (1.18)
k=0 : ol , Mm=n.
Definieren wir also
=> k 0 (1.19)
k=0
so folgt aus (1.18)
LIPnPa] = = Sum

Das Polynomsystem (P,), =, ist also ein OPS bzgl. des durch (1.19) definierten Momentenfunk-
tionals L.
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1.3 Geburts- und Sterbeprozesse

Wir modellieren einen Geburts- und Sterbeprozess (ein spezieller Markov-Prozess, dessen Zu-
standsraum die Menge Ny der nichtnegativen ganzen Zahlen ist). Mit py,,,(t), m,n € Ny, t > 0,
bezeichnen wir die sog. Ubergangswahrscheinlichkeiten. Das bedeutet, py,, (t) ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass das System (z. B. die Grofe einer Population) wihrend der Zeitspanne ¢ vom
Zustand m zum Zustand n {ibergeht. Die Matrix P(t) = [pmn(t) | 55— wird Ubergangsmatrix
genannt. Dabei soll py,,(t) wirklich nur von m, n, t abhingen und nicht davon, wie und wann das
System den Zustand m erreicht hat (stationérer Prozess). Das ist dquivalent zu der Bedingung

P(s+t) = P(s)P(t). (1.20)

Fiir t — +0 mogen die Ubergangswahrscheinlichkeiten den folgenden Bedingungen geniigen?:

Amt + o(t) : n=m+1,
Pmn(t) = 1= Apt =gt +o0(t) : n=m, (1.21)
Nt + o(t) cn=m-—1

und
m—2 00
D oo+ Y prn(t) = o(t), (1.22)
n=0 n=m-+?2

Die Koeffizienten A,, und n,, nennt man die Geburts- bzw. Sterberate im Zustand m. Sie sollen
die Bedingungen
A, > 0, Nm+1 > 0, m € No, o >0 (1.23)

erfiillen. Es sei nun At > 0. Aus der Bedingung (1.20) folgt die Gleichung P(t+At) = P(t)P(At),
d.h. wegen (1.21)

Pmn (t + At) = mek (t)pkn(At)
k=0

= pm,n—l(t))\n—lAt + pm,n+1(t)77n+1At
FPmn (O)[1 = (An, + 1) At] + o( At).

(Groflen mit negativen Indizes sind Null zu setzen.) Es folgt

pmn(t + At) - pmn(t)
At

= )\nflpm,nfl(t) + 77n+1pm,n+1(t)

o(At)
At

_()\n + nn)pmn(t) +

woraus sich fiir At — 40 die Gleichung

p;nn (t) = )\n—lpm,n—l(t) + nn+1pm,n+1(t) - (An + nn)pmn (t)

ergibt. Verwendet man die Beziehung P(t + At) = P(At)P(t), so ergibt sich analog

p/mn(t) - )\mpm+1,n<t) + nmpm—l,n(t) - <)\m + nm)pmn(t)'

2Mit o(t) werden GréBen bezeichnet, fiir die lim;—, 0 o(t)/t = 0 gilt.
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Die letzten beiden Gleichungen nennt man riickwértige bzw. vorwértige Chapman-Kolmo-
gorov-Gleichungen. Wir machen nun den Separationsansatz py,,(t) = f(t)Q.n, Fy, und erhalten
aus den riickwértigen Chapman-Kolmogorov-Gleichungen
f/(t) _ >\n71Fn71 + 77n+1Fn+1 - ()\n + nn)Fn
ft) E,
Bis auf eine multiplikative Konstante ist also f(t) = e™®!. Die F, hingen offenbar von z ab,
weshalb wir auch F),(x) schreiben. Vereinbarungsgemif ist F_1(z) = 0, und wir erhalten

11 () = (A + 00 — 2) Fo(2) — Apo1Fn1 (), (1.24)

= —X.

n € Ny. Die Funktion Fy(z) kann offenbar beliebig gew#hlt werden. Damit sind die Fj,(x) z. B.
durch die Anfangsbedingungen F_;(xz) = 0, Fy(xz) = 1 festgelegt. Analog sind die Funktionen
Qn(z) durch die Anfangsbedingungen @Q_1(x) =0, Qo(z) = 1 und die rekursive Beziehung

MQnt1(z) = (An + M — 2)Qn () — NnQn-1(z),
n € Ny, eindeutig bestimmt. Das Polynomsystem (g,Qy), —, mit

Ao Ap—
eg=1 und 5HZM, n €N,
T’l . e /”]n
erfiillt offenbar die gleichen Anfangsbedingungen und Rekursionsgleichungen wie das Polynom-
system (Fy,), =, - Der Separationsansatz fiihrt also auf

Prn() = —— € (1) Fo (),

E€m

wobei x > 0 gelten muss, damit pp,,(t) fir ¢ — +o0o beschréinkt bleibt. Wir bemerken, dass
wir wieder auf ein System von Polynomen gestoflen sind, welches einer zu (1.11) &hnlichen
Rekursionsformel geniigt (siehe (1.24)). In der Theorie der orthogonalen Polynome kann man
zeigen, dass eine solche Rekursionsformel die Existenz einer Momentenfolge (11r,), =, garantiert,
beziiglich der das System (F},), >, OPS ist, und dass zu einer solchen Momentenfolge auch eine
Belegungsfunktion Q(z) mit der Eigenschaft

an/ " dQ(z), neNy
0

existiert.

1.4 Ubungsaufgaben

1. Wir definieren?®

—1)"V/1 — 22 d
()—xD"(l—xQ)”*%, neN, D=—, Toz)=1.

To(x) = (2n — 1N dx

(a) Beweisen Sie, dass fiir die Tschebyscheff-Polynome T}, (z) erster Art die Gleichheit
T,(z) =T%(z), n €N,

gilt.

3en—1)M=1-3---(2n—1)
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(b) Verwenden Sie diese Darstellung von T),(z) zum Beweis der Orthogonalitétsrelationen
(1.10).

2. Die Tschebyscheff-Polynome U, (z) zweiter Art konnen durch die Formel

sin[(n + 1)V]

- , t=-cos?, mn €Ny,
sin

Un(x) =

definiert werden.

(a) Zeigen Sie, dass U, (x) ein Polynom (in x) n-ten Grades ist und dass die Orthogona-

litdtsbeziehungen
1
/ Un (@)Un(@)V T~ 22 dx = S (1.25)

—1
erfiillt sind.

(b) Beweisen Sie die Formel

1" 1
Un(z) = (=D)"(n+1) D"(l—xQ)”Jr%, n € Ny,
(2n+ DN VI — a2

und verwenden Sie diese zum Beweis der Orthogonalitétsrelationen (1.25).

3. Fiir z = cos ¥ definieren wir

Beweisen Sie

(a) Rn(r) = Tn(x)1++T;+1(x)

(b) Ro(z) =1, Ri(z) =2x—1, Ryy1(x) =22Ry(x) — Rp—1(z), n €N,
1

© [ Rnla) o)

-1

7n€N07

1+=x

1_xd:c:7r5mn.

4. Es sei F(z,w) = e~ @) Beweisen Sie

22 o" 2

3 —F(x,0) =e¢” (—1)”D"6_r2 ist ein Polynom n-ten Grades,
w

o w”
(b) G(z,w) := e2xw—w’ = ZHn(x)H,
n=0

(a) Hy(z)=e

+0o0 9 +oo 5

(c) G(z,v)G(z,w)e ™ dr = /T "™ (Hinweis: / e dr = ﬁ),
+o0 9

(d) Hy(2)Hp(z)e ™ dz = /72" n! S, -

H,(z) ist das sogenannte HERMITE-Polynom n-ten Grades.



Kapitel 2

Elementare Theorie der
orthogonalen Polynome

2.1 Momentenfunktionale. Existenz OPS

Definition 2.1 Fir eine gegebene Zahlenfolge (pin),~, C C definieren wir das dieser Folge
entsprechende Momentenfunktional £ auf dem linearen Raum C[z]| aller (algebraischen) Po-

lynome in x durch
L[M,] = pn, n€Ny, My(z)=2a",

und
E[Oélﬂ'l + 05271'2] = a1£[7r1] + agﬁ[ﬂ'g] , Q5 € C, T € C[CL‘] .

Die Zahl uy, heifit Moment n-ter Ordnung.

Die Koeffizienten der Polynome sind im Allg. komplexe Zahlen, wihrend die unabhéngige Va-
riable z hier als reell betrachtet wird.

Definition 2.2 FEine Folge (P,), =, C Clz] heifit orthogonales Polynomsystem (OPS) bzgl.
des Momentenfunktionals L, wenn ¥Ym,n € Ny folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

(a) deg P, = n,

(b) L[PmPa] = knGun, kn #0.
Im Fall k,, =1, n € Ny, nennt man (P,),=, ein orthonormales Polynomsystem (ONPS).

Man sieht sofort, dass nicht fiir alle Folgen (u1r,),,~, C C ein OPS existiert, z.B. falls 1o = 0. Es
existiert z.B. aber auch kein OPS, wenn ug = p; = g = 1 ist, denn sonst wire fiir Py(z) = a
und P (z) = bz + ¢

0=L[PPi)=alb+c), dh.c=—b

und somit
L[P7] = LIV*(x —1)*] = b* (2 — 21 + po) = 0.

15
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Satz 2.3 Es seien L ein Momentenfunktional und (P,),~, C Clz] eine Folge von Polynomen
mit deg P, = n. Dann sind folgende Aussagen zueinander dquivalent:

(a) (Ppn),= ist OPS bzgl. L.

(b) Fiir alle n € Ny gilt
LrP,] =0 VmeC,l]

und
LirP,] #0 Vr € Clzr] mit degm =n.

(¢) Fiir alle n € Ng gilt

LIMy Py = kpbmn, m=0,1,....n, kn#0.
Bemerkung 2.4 Es sei (Py,), =, ein OPS bzgl. des Momentenfunktionals L .

L[r D]

(a) Aus 7= 3P € Cla] folgt v, = RN

k=0

k=0,1,...,n.
(b) Ist (Qn), =y ein weiteres OPS bzgl. L, so folgt aus (a) und Satz 2.3, (b)
Qn=0PF,, 6, #0, neNp.

(¢) Sind alle P,(x) monisch, d.h. Py(xz) = 2" +---, so heift (P,), -, monisches OPS.

(d) Das Polynomsystem (py), = mit

pu(@) = (L[P2]) 2 Pu(z), n €Ny,

=

ist ein ONPS bzgl. L. Dabei bezeichnet (L[P2])? eine Lisung der Gleichung 2* = L[P2].

Fiir eine gegebene Momentenfolge (11,), =, definieren wir

B S T
n M1 H2 o fpgd
A,, = det [ Lk ]j’k:O = det
L Un Hn+1 - H2n

Satz 2.5 Es sei L ein Momentenfunktional mit der Folge (f1n),,~q - Fir die Existenz eines OPS
bzgl. L ist notwendig und hinreichend, dass

An#oa nEND,

gilt.
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Beweis. Es sei (P,), =, ein OPS bzgl. £, P,(x) = Z’ynkxk. Aus Satz 2.3,(c) folgt dann
k=0

»C[Mmpn] = Z’Vnk#k—&-m = Enémna m<mn, %n 75 0,

k=0
d.h.
[ o o o e T wmo T [ 0]
0 [ R Ynl 0
_ (2.1)
fn—1  Hn 0 H2n-1 Ynn—1 0
L tn et o m2e I L e 1 LR

Aus Bemerkung 2.4,(a),(b) folgt, dass P,(z) fiir gewéhltes kn eindeutig bestimmt ist, was die
eindeutige Losbarkeit von (2.1) bedeutet. Ist umgekehrt A, # 0, so ist (2.1) eindeutig losbar,
d.h. P,(z) existiert, und es gilt

%nAn—l
An

Ynn = #0, neNyg, (2.2)

wobel wir A_; = 1 gesetzt haben. O

Es seien (P,), =, ein OPS bzgl. £ und 7, € C[z] ein Polynom n-ten Grades mit dem Leitko-
effizienten «,, , d.h. m,(z) = 2™ + - -+ . Dann gilt wegen (2.2)

7 an'YnAn

wobei 7y, den Leitkoeffizienten von P, (x) bezeichnet.

Definition 2.6 Ein Momentenfunktional L heifit positiv definit, wenn L[r] > 0 fir jedes
Polynom m € Clx] mit 7(x) > 0, z € R, und w(x) £ 0 gilt.

Ist £ positiv definit, so folgt po, = L[May,] > 0, n € Ny, und wegen

2n
2n
0<L ] =
@17 =3 (%) )

k=0
gilt pont1 € R, n € Ny. Ferner kann man mittels (p, q) := L[pg] auf Clz] ein (positiv defini-
tes) Skalarprodukt definieren. Der Schmidt’sche Orthogonalisierungsprozess angewendet auf das
System {Mo, My, My, ...} liefert dann ein ONPS (p,,), =, mit p, € Rz].

Lemma 2.7 Fir n € Clz] gilt m7(x) > 0, x € R, genau dann, wenn Polynome p,q € R[z]
existieren, so dass m(x) = [p(x)]? + [q(x)]? gilt.

Beweis. Ist m(z) > 0, z € R, so ist offenbar 7 ein Element von R[z|. Ferner haben alle reellen
Nullstellen gerade Vielfachheit. Es existieren also r € R[x] und oy, S € R, so dass

m

(@) = [r@)* | [ (= — on = 1Bi) (= — o, +16p)
k=1
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m

gilt. Mit der Bezeichnung A(x) 4+ iB(z) = H(x — ag +168), wobei A, B € R[z], folgt

Satz 2.8 Ein Momentenfunktional L ist genau dann positiv definit, wenn alle Momente reell
sind und A, > 0 fir alle n € Ny gilt.

Beweis. Hinlinglichkeit. Nach Satz 2.5 existiert ein monisches OPS (P,), =, bzgl. £. Aus (2.3)

folgt
~ A
. = L[P?] = —2
ko = LIP3 = 3

und wegen (2.1) sind alle Polynome P,, aus R[z|. Fiir ein beliebiges Polynom p € Rz], p(z) =

m
Z aPy(x), ap # 0, gilt somit
k=0

>0,

L") = ajapl[PiP] =Y afL[P] > 0.
7,k=0 k=0

Infolge von Lemma 2.7 ist £ also positiv definit.

Notwendigkeit. Es existiert ein monisches OPS bzgl. £. Nach Definition 2.6 und (2.3) gilt
somit

Ay
n—1

Aus A_; =1 folgt somit A, > 0 fiir alle n € Ny. O

Folgerung 2.9 Aus dem Beweis von Satz 2.8 erkennt man, dass ein Momentenfunktional L
positiv definit ist, falls ein OPS (P,), 2, C Rlz] mit L[P2] >0, n € Ny, ezistiert.

Definition 2.10 FEin Momentenfunktional £ nennt man quasi-definit, falls A, #0, n € Ny.

2.2  Ubungsaufgaben

1. Es sei L[M,] =a",n >0, wobei a € C\ {0} . Man zeige, dass fiir £ kein OPS existiert.
2. Man zeige, dass es kein Momentenfunktional gibt, fiir das (M), 2, ein OPS ist.

3. Es seien £ ein Momentenfunktional, fiir welches ein OPS existiert, und {c,} eine Folge
von Null verschiedener Zahlen. Man zeige, dass jede der folgenden Bedingungen das OPS
(Pp), =y zu L eindeutig bestimmt:

(a‘) ‘C[MTLPTL] =Cp,NEC N07
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(b) lim 2"P,(1/z) =c,,n € Ny.

z—0

o0

4. Ausgehend von bekannten Polynomsystemen bestimme man Polynomsysteme (P,),~

welche den folgenden Bedingungen geniigen:
1
(a) / P, (z) Py(z) (1 — x)*%x*%daj = kpnomn, ko =7, ky, = g, n € Ny,
0
+oo

(b) P, (z) P,(x) e 2dy = 2! Sy |

0
(©) /0 Pou(x) Po(w) d = znlﬂ Srn

5. Es sei L ein quasi—definites Momentenfunktional mit der Momentenfolge {1, } . Man zeige,
dass {(An_1)"'D,} mit

Mo M1 .. Hn
D, (z) = det
Hn—1 HMn ... H2n—1
|1 x ... a" |

das monische OPS zu £ ist, und bestimme ein ONPS fiir L.

6. Es sei L ein quasi-definites Momentenfunktional. Man beweise: Ist deg 7, = n, n € Ny,
und L[my,m,] = 0 fir m # n, so ist (m,), o, ein OPS fiir £.

n=0

7. Es sei L ein quasi-definites Momentenfunktional. Man zeige, dass aus 7 € C[z| und
L{m M,] =0, n € Ny, stets w(x) = 0 folgt.

8. Es seien L positiv definit und (P,), =, das monische OPS fiir £. Man beweise, dass dann
L[P?] < L[|r|?] fiir jedes monische Polynom 7(x) # P,(x) mit deg 7(x) = n gilt.

2.3 Rekursionsformeln und die Formel von Christoffel-Darboux

Satz 2.11 Sind das Momentenfunktional L quasi-definit und (P,),~, das zugehdrige monische
OPS, so existieren Zahlen oy, By € C mit B, # 0 und

Poii(x) = (x — an)Py(x) — BpPp-1(z), n €Ny, (2.4)

wobei P_1(x) =0, Py(z) =1 und By beliebig ist. Im Fall eines positiv definiten Momentenfunk-
tionals L gilt a, € R und B, > 0.

n+1
Beweis. Fiir xP,(x) = Z ank P () gilt
k=0

LM P, P]

=0, k=0,1,....n—2, und a1 =1.
L[P}]

Ank =

Es folgt
-TPn(x) = Pn-l—l(x) + annpn(x) + Oln,n—an—l(-T) )
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womit (2.4) bewiesen ist. Aus dieser Beziehung und aus (2.3) folgt weiterhin fiir n > 1

A, JAVA
0= £[Mnflpn+1] = E[ann} - Bnﬁ[Mnflpnfl] = - Bnil
An—l An—2
und somit
/8 _ AnAn—Q
oA
Aus Satz 2.8 ergibt sich damit 8, > 0, n € N, falls £ positiv definit ist. O

Folgerung 2.12 Aus (2.4) und dem Beweis von Satz 2.11 ergeben sich folgende Beziehungen:

1. Es gilt
An_al,  L[P?]

= , neN.
A L]

ﬁn:

2. Wir vereinbaren By = po = Ao . Dann ist
LIPY) = Bopi-+Bn, neNy.

3. Es gilt
L[M; P2

[,[PT%] , neNy.

Qy =

4. Das n-te monische orthogonale Polynom gestattet die Darstellung
Pux)=2" —(ap+ o1+ ... Fap_1)z" ...,

denn fiir Pyy1(x) = 2" 4 d,a” + ... erhalten wir aus (2.4) dy, = dp_1 — .

Beispiel 2.13 Das monische OPS (fn(x)) ~ zum Tschebysheff-Gewicht erster Art ist gegeben

n=0
durch R R
To(z) = To(xz) und Tp(z) =2""T,(z), n €N.

Aus (1.9) folgt .
Ti(z) = 2 To(z), Tolz) =z Ti(z) — 5 To(z)

und

~

Top1(z) =2 Tp(z) — > Thoi(z), n=2,3,...,

so dass in diesem Faoll o, = 0 fiirn > 0 und 1 = % sowie 3, = i fiir n > 2 gilt.

Satz 2.14 (Favard/Shohat/Natanson) Zu beliebigen Zahlenfolgen (om), =, , (Bn),— und
einem Polynomsystem {P,},> | mit P_i(z) = 0 und Py(z) = 1, welches (2.4) geniigt, exi-
stiert genau ein Momentenfunktional £ mit den Eigenschaften

L[P)] =py wund L[PpP,]=0, m#n.

Dieses Momentenfunktional L ist genau dann quasi-definit, wenn B, # 0 fiir alle n € Ny gilt,
und genau dann positiv definit, wenn (ay,), <y C R und B, > 0 fiir alle n € Ny erfiillt ist.

n=0
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Beweis. Wir setzen o := L[Py] = . Die Momentenfolge (ft,),,~; ist dann rekursiv durch die
Bedingungen L[P,] =0, n € N, eindeutig bestimmt. Aus

J/‘Pn(l') = PnJrl(CL') + Olnpn(fﬂ) + BnPnfl(x)

folgt dann
LIMiP,]=0,VYn>2, L[MP,|=0,Vn>3, ...,
d.h.
LIMP,]=0,0<k<n-1,neN,
und
ﬁ[MnPn] = Bnﬁ[Mn—lpn—l] = ... = 6n6n—1 o 'BO >
woraus auch alle weiteren Aussagen des Theorems folgen. O

Satz 2.15 (Christoffel/Darboux) Das Polynomsystem {P,},> | geniige der Rekursionsfor-
mel (2.4) mit B, # 0, n € Ng. Dann gilt

" Py(x)Pe(t) 1 Py (2)Pa(t) — Pu(2)Paga(t)
kz—o B Be  Bo-- B r—t : (2.5)

Beweis. Aus (2.4) ergibt sich
T Po(2) P (t) = Poy1 (@) Pu(t) + anPo(2) P (t) + BnPr—1(2) Pr()

und
t Pp(z)Py(t) = Py(x)Ppy1(t) + anPy(x) Py (t) + BnPn(x)Py_1(t) .
e o) o Pt @Palt) = Pao) a0
e Bo-+ Balz —1)
folgt daraus
W = Fn($7t) - anl(xvt)
und somit die Behauptung. O

Aus dem monischen OPS (P, (x)), = zu einem positiv definiten Momentenfunktional berech-
net sich ein ONPS (py(z)), =, nach den Formeln

N

Aus (2.4) folgt dann

Bri1Pni1(x) = (¢ — an)pn(r) =/ Brpn-1(z), n€No (2.6)
und aus (2.5)
S = 7, Pt it 1)

Aus (2.5) folgt auBerdem fiir t — =

Bo- - Bn

Im Fall eines positiv definiten Momentenfunktionals gilt also

Py 1 () Po(x) = Py (2) Prga(x) > 0. (2.9)

< [Py(z))? _ Bha(@)Pole) — P (2) Prya ()
kZO Bo - B
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2.4 Nullstellen und Gauf}’sche Quadraturformel

Definition 2.16 FEine Menge E C R heifit eine Tragermenge von L, wenn aus P(z) > 0 auf
E und P(z) # 0 auf E folgt, dass L[P] > 0 gilt. Man nennt in diesem Fall L auch positiv
definit auf F£'.

Im Weiteren seien £ positiv definit und (P,), =, das zugehérige monische OPS.

Satz 2.17 Es seien (a,b) eine Trdgermenge von L und n € N. Dann sind alle Nullstellen von
P, (z) reell, einfach und in (a,b) gelegen.

Beweis. Aus L[P,] = 0 folgt die Existenz wenigstens einer Nullstelle z; € (a,b) ungerader
Vielfachheit von P,(z). Mit z1, ...,z seien alle Nullstellen ungerader Vielfachheit von P, (x)
in (a,b) bezeichnet. Wir setzen p(z) = £(z — z1)(xz — 2z2) - - - (x — ) , so dass p(z) P, (z) > 0 auf
(a,b) gilt. Es folgt L[pP,] > 0. Das bedeutet aber k > n. O

Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.17 bezeichnen wir die Nullstellen von P, (x) mit
Zpg und vereinbaren zp, < Tpn,—1 < -+ < Zp1. Es folgt sgn P,(x) = 1 fir z > 2,1 und
sgn P, (z) = (=1)" fiir * < xp,. Das Polynom P)(z) hat genau eine Nullstelle im Intervall
(Tnk, Tnk—1), k=2,...,n, und es gilt

sgn Pl () = (=18 (2.10)
Satz 2.18 Es gilt Tpi1 k41 < Tpk < Tpyik, k=1,...,n.

Beweis. Aus (2.9) folgt
Pr/z+1($n+1,k)Pn(J?n+1,k) >0, k=1,....,n+1,

und somit aus (2.10) sgn Py (zp1k) = (—1)F7L. O

Folgerung 2.19 Fir alle k > 1 sind die Folge {1}, -, monoton wachsend und die Folge
{Tpn—tt1},=, monoton fallend. Somit existieren

Sk = lim xp, und ng = lim 2,5 g41
n—o0

n—oo

(evtl. & = +o0 oder/und ni, = —00) .
Definition 2.20 Das Intervall (n1,&1) heifst Trager des Momentenfunktionals L .

Mit £, (z) bezeichnen wir die sog. Lagrange’schen Grundpolynome

- T—Tpj P,(x)
nk — Tnj (@ — Tpk) Pl (Tnk)
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Offenbar gilt £p,;(2n;) = 0ji . Fiir eine Funktion f : (n1,&1) — C definieren wir das Lagran-
ge’sche Interpolationspolynom

(Lnf)(@) = f(@nr)lun(@)
k=1
und das Funktional, die sog. Gauf’sche Quadraturformel,

Lolf]l = LILnf] =Y Apef(znr) mit Apg = L[fu] .
k=1

Satz 2.21 Es gilt
L,[P] = L[P] VP € Coplz].
Beweis. Wir schreiben P € Cag,[z] in der Form
P(z) = Q(z)Py(z) + R(z) mit Q,R e C,lx].
Es folgt (LnP)(x) = (LpR)(x) und somit
L,|P] = L[L,R] = L[R] = L[P].

O
Folgerung 2.22 Es gilt
n
ZAnk::MO und Apr >0, k=1,...,n, n € N.
k=1
Beweis. 0 < L[] Satz221 Lo[%] = Ap. - O

Mit C[ny,&1] bezeichnen wir den linearen Raum der stetigen Funktionen f : [m,&] — C,
der, versehen mit der Norm

1l = 1 lloo iy 60 = max{[f(@)] s <@ <&}

bekanntlich ein Banachraum ist. Wir kénnen nun im Fall —co < n; < & < oo den Wert L][f]
fiir jedes f € C[ny, &) iiber
L[f] = lim Llpn],

n—oo
definieren, wobei p,, € C[z] und lim,, || f — pnl|,, = 0 gelte. Diese Definition ist korrekt. Dabei
gilt Lf1] < L[f2], falls fi(z) < fo(x) fiir alle z € [, &1] erfiillt ist.

Folgerung 2.23 Aus Folgerung 2.22 ergibt sich wegen L,p = p fir p € Clz] und fir alle
n > no(p), dass (m,&1) eine Tragermenge von L ist.

Satz 2.24 Ist —oco < < &1 < 400, so gilt ILm L.[fl=L[f] VfeCnm,&].

Beweis. Offenbar gilt £,[p] — L[p] fiir alle p € Clz] und [L,[f]| < po| fll - Also sind die
Funktionale £,, : C[n1,&1] — C gleichméBig beschrénkt, und die Behauptung folgt aus der
Dichtheit von Clz] in C[n,&1] und aus dem Satz von Banach-Steinhaus. O
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Satz 2.25 Fir —oo <m <& < oo und f € Cln, &) gilt li_>m Lf—Lnfl =0.

Beweis. Es sei ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein Polynom P. € C[x] mit der Eigenschaft

3

2\/ko

If = Pell <

Es folgt fiir alle hinreichend grofien n

=
Nl

L0 — LafPY2 < {Lf — P2)YE + {L]La(P: — )2}

{ﬁ[’f - Pe‘z]}% + {ZAnk | Pe(znk) — f(xnk)|2}

k=1
< €.
]
Wir definieren fiir z € C
L2My] = £{(z — 22" = fins1 — % in
und
1 Py (?)
Pi(z) = P, - Py(2)]
o) = o [Pt - 52 o)
wobei P,(z) # 0 fiir alle n > 1 erfiillt sei. Aus (2.5) zusammen mit Folgerung 2.12, 2. folgt
/BOBl v /Bn = ~ ~
P? = . 2.11
o () P kz_opk(ﬂf)z?k(z) (2.11)

Satz 2.26 Das Momentenfunktional L} ist quasi-definit und (P?),~, ist das zugehdorige moni-

sche OPS. Das Momentenfunktional L} ist genau dann positiv definit, wenn z < ny gilt.

Beweis. Die Richtigkeit der ersten Behauptung ergibt sich aus

N . Poii(z

LMyP?] = L[MpPni] — P+gi))£[MkPn]
Poii1(2) _
e LIMyPolope, k=0,1,....n.

Sind z <y und w(z) > 0, w(x) #Z 0, so ist wegen Folgerung 2.23 Li[r] = L[(x — z)w] > 0. Ist
umgekehrt £} positiv definit, so gilt

0< Lt [@;—Piﬁ] "y [m] S N (an — 2) [Ph(nn)]?

woraus z < Tpp, n € N, also z < folgt. O
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Wegen (2.11) gilt
1 n
K,(z,x 7PnzP,fx: pr(x)pr(z), x,z€R.
(13) = 55— Pale)Pi() = 3 l@)fi(2)

Fiir w, z € C definieren wir
w) = Pe(w)pe(z) = > br(w)pi(2)
k=0 k=0

Satz 2.27 Fiir beliebiges zo € C und n € N gilt

1
——  =min{L[|7}]:7reC : =1
Ty = min (L] 7 € o), w(ao) = 1)
und ) )
Apk = = , k=1,...,n.
" Kn—l(xnky-xnk) Kn(xnkyxnk)
n n
Beweis. Es seien m(z chpk , ¢ = L[mpg] und m(z0) = » cxpr(20) = 1. Dann gilt
k=0 k=0
n
Lllx ) = Llmn] =) |exf?
k=0
und

1<Z|Ck! lek (20)* = L[|7|*] K (20, 20) -
k=0

Dabei steht anstelle des Unglelchheltszelchens genau dann das Gleichheitszeichen, wenn ein A €
n

C mit der Eigenschaft ¢, = Apg(z20), k = 0,1,...,n, existiert, woraus AZﬁk(zo)ﬁk(zo) =1,

k=0
1
d.h. A= —— | folgt. Damit ist
Ky (20, 20) &
1
Llr)Y]>——— VreC 1; it =1
“WH_Kn(ZO,Zo) meCn+1;2] mit m(z)
und .
Ll|7)?] = ——— fii = AK,(z20,7).
17 = sy i (@) = AKa(z0.2)

Aus Satz 2.21 folgt
1

k [€ak] (k] 2 K 1(Tnk, Tnk)

und fiir 7(x) = A Ky (g, )

’77| ZAnj|7r -Tn] Z Ank, falls W(xnk) =1.

Wir bemerken, dass die Formel fiir die A,,; in Satz 2.27 auch aus der Darstellung
nk: = nkzpj l'nk:p] ]{,‘:1,...,71,

der Lagrange’schen Grundpolynome folgt.
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2.5 Die Jacobi-Polynome

Es sei a > -1, 8 > —1. Fiir n € Ny definiert man die Jacobi-Polynome iiber die Rodri-
guessche Formel (vgl. auch Abschnitt 1.4, Ubungsaufgabe 1)

(1—z)" (1 4z)" d»

o, — Bl
B () = (—=2)"n! dx™

[(1 — )l 4 )| (2.12)

Lemma 2.28 FEs gilt
" /n+a\ n+p _ 2n+a+p  neN.
e n—=k k n

Beweis. Aus

j=0 J
folgt
[ee} 0o J
2n+a+pB\ ;i + 18 _ n+ao\ m+ g\ ;
S () == S () (7))
7=0 7=0 k=0
Vergleich der Koeffizienten bei 2™ liefert die Behauptung. O

Aus (2.12) und

C;‘% [(1 — )1+ x)"ﬂ

_ " /n L_k _ p)nta ﬁ 2B
5 (1) [ o] [ o]
= (1-2)*(1 —l—x)ﬁkzow(—l)"k(n—l—a) (Rt at+1)(1-a)t

(n+B) - (n B~ k+ 1)1+ )"
= ooy () (M) - 0

k=0

wo-L(ICO) ) )T e

Nach Lemma 2.28 hat PS" (x) also den Leitkoeffizienten

o E L)) e

n
k=0

folgt
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Die monischen Jacobi-Polynome bezeichnen wir mit P’ (), d.h.

1

PP (g
@) =23

PP (x).

Mittels partieller Integration zeigt man, dass fiir n € Ny
=0 , k=0,....,n—1,

-1 >0 , k=n,

[ p@a - ora sy {

o

gilt. Also ist ( Py B ein OPS, und wir leiten nun Formeln fiir die Koeffizienten «,, und 3,
=0

in der Rekursionsforr%el

P (x) = (z — an) PEP () — BuPo(z), n=0,1,... (2.15)
der monischen Jacobi-Polynome her. Wir definieren
1 ton

(@) = ﬁk+a : neN.

Il
o

Aus (2.13) folgt

o= (") wa peoen = (1),

n n
so dass
nfh+a
pa,ﬁ( ) = ’ < n ) _ 2n(04)n(04+5)n
2n+ o+ (a4 B)an
n
und y
nfm
Pos(-1) = - ( n ) (=2 (Bula+ Bl
" (2n+ a +5) (a4 B)an
n
Es folgt
o 1—«o P’B(l) 72(14—04) h 04—75_0[
0= 24a+pB’ 0 VT 2%a+g’
Fiir n € N 16st man das Gleichungssystem
Pri(l) = (1=an)Prf(1) = BB (1),
Pri(=1) = —(+an) B (=1) = BuBA (1),

das sich aus (2.15) fiir x = +1 ergibt und das sich auch in der Form

@@+ Dun _ (g A+ Do (@na(at Doy
(o + B)an+2 = (1-aa) (o + B)an Bn (@ + B)an_s (2.16)
4B+ BDurr _ oy 2B+ B, (Buoala+Bun
(a =+ B)2nt2 = (I+a) @+ Do Bn (01 Flors (2.17)
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schreiben ldsst. Wir multiplizieren die Gleichung (2.16) mit (8),—1, die Gleichung (2.17) mit
(a)n—1, subtrahieren (2.16) von (2.17) und erhalten wegen

n+B)n+1+8)—(n+a)n+l+a)=2n+a+B+1)(8-a)

die Gleichung
2(@)n-1(B)na(a+ Bn1(2n+a+ 5+ 1)(B - a)

(a+ B)ant2
_ (@na(BIna(a+ Pn[B —a+ an(@n+ o+ B)]
(a+6)2n ’
so dass ) )
Qp = F —a , neN
2n+a+B)2n+a+ B +2)

Multiplizieren wir (2.16) mit (5),, (2.17) mit («), und addieren beide Gleichungen, so folgt

A)n(B)n(a+ B)nt1  4@)n(B)n(a+ B)n . (n-1(8)n-1(a+ B)n-112n + a + B)

@+ B @+Bm " (@ + B)ans ’
so dass
A1+ )1+ ) .
2+a+p)2B+a+p) ’
o = dn(n+a)(n+B8)(n +a + B)

Cn4+a+p8-1D2n+a+6)?Cn+a+p+1)

2.6 Ubungsaufgaben

Im weiteren bezeichnen wir mit (P,), =, das monische OPS zum quasi-definiten Momentenfunk-
tional £ mit der Momentenfolge {xy} und der zugehorigen Rekursionsformel (2.4).

1. Man beweise die Aquivalenz folgender Aussagen:

(a) L ist symmetrisch, d.h. es gilt pop+1 =0Vn € Ny.
(b) Py(—z)=(—1)"Py(x) Vx €R,Vn € Ny.
(c¢) In der Rekursionsformel (2.4) gilt oo, =0 Vn € Ny.
2. Wir definieren Q,(x) = a="P,(ax + b) (a # 0). Man beweise:

@ Quae) = (2= 2 =2) Qule) - 25 Quato).

(b) (Qn), = ist monisches OPS bzgl. der Momentenfolge {7, } mit

a, —b

a

n
_ n _
m=a3 (1) o
k=0
3. Man beweise fiir die Polynome P, (z) aus Formel (1.15) die Giiltigkeit der Rekursionsformel

Qrii(x)=(x—n—a)Qn(z) —anQp_1(z), n=0,1,..., Qn(z) :=n!P,(z).
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o0

. Es seien o, = 0 und 3, < 0, n € Ny. Dann ist (P,), =, ein OPS beziiglich eines quasi-

definiten Momentenfunktionals £. Wir definieren £*[M,,] := i""L[M,]. Man zeige, dass
L* positiv definit ist, und bestimme das entsprechende monische OPS.

. Esseien a, =0, 5, <0, n € N, und ap € R\ {0} . Wir definieren R, (z) = Re[i™"P,(iz)

und I,(xz) = Im[i™"P,(iz)]. Man beweise, dass sowohl (Ry), =, als auch (Oéaljn+1)
monische OPS beziiglich gewisser positiv definiter Momentenfunktionale sind.

n=0

. Man beweise:

l—zw

o
e T n
(a) 1-22xw+ w? nz:;) n(@)w

1 j—

Ot pwywr ~ 2 U@

. Man zeige, dass ein monisches OPS (P,), =, genau dann einer Bezichung der Gestalt

Py 1(z) Po(—2) + Pr—i1(—z) Py(z) =an #0, neN,

geniigt, wenn in der Rekursionsformel (2.4) 8, #0,n >0, und o, =0, n > 1, a9 #0
gilt. Man zeige ferner, dass das entsprechende Momentenfunktional genau dann positiv
definit ist, wenn die Bedingungen (—1)"aja, <0, n > 1, und Sy > 0 erfiillt sind.

. Es seien (P,), 2, ein OPS und M ein Momentenfunktional, welches den Beziehungen

M[Py] # 0 und M[P,] = 0, n € N geniigt. Man zeige, dass {P,,} ein OPS beziiglich M
ist.

. Man zeige, dass fiir ein symmetrisches Momentenfunktional die Gewichte in der Gaufischen

Quadraturformel der Beziehung A, ,,_r+1 = Ay geniigen.

Es seien £ positiv definit und K, (z,x) wie im Abschnitt 2.4 definiert. Man zeige, dass fiir
jedes Polynom 7 € C[z] und n > degw(x) die Formel 7 (t) = L{m K,(.,t)] gilt.

Man zeige, dass die normierten Jacobi-Polynome p%”@ () durch

Pw) =[] Pt ) (215)

pooB 20810 (n + o+ )T'(n+ B+ 1)
o 2n+a+ B+ 1)(a+B+2)

gegeben sind (vgl. [3, Formel (3.1)]).

Man beweise, dass fiir n € N die Formeln

d PP 1 N
o) (=) _ St ot B+ P (), (2.19)
dpﬁ’ﬁ x 0B o
L) et (2.20)

mit 737 = vnn+a+B+1) und

1 d

o da (1—2)°TH (1 4 2)P 1 pot P () (2.21)
n

(1= 2)*(1+2) 37 () = -

(vgl. [3, Formel (3.4) und Aufgabe 3.1]) giiltig sind.
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Kapitel 3

Orthogonale Polynome in der
komplexen Ebene

3.1 Definitionen und Minimaleigenschaft

Sei p ein positives Mafl auf den Borelmengen der komplexen Ebene. Der Triiger S = S(u) =
supp(p) ={z € C: p{w e C: |jw—2z| <e} >0 Ve > 0} von p sei kompakt und enthalte unend-
lich viele Punkte. Wir definieren das innere Produkt

/f 9@ du(z), f.geCl.

Beispiele:
e F C C offen und beschrankt = [ f(z w(z)d(z,y) mit z = x + iy, z,y € R,
w(z) > 0auf E,0 < [;w( ( y)<oo
e T' C C beschrinkte Kurve, (f,g) = [ f( (z)ds(z), ds - Bogenmaf auf I', w(z) > 0

auf I', 0 < [rw(z)ds(z) < 0.

Da der Trager S unendlich viele Punkte enthélt, sind die Funktionen 1,z,...,2",... auf S
linear unabhéngig. Das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren liefert damit eine eindeutig
bestimmte Folge (py,),~, von Polynomen

Dn(2) =pn(zip) = mz"+ ... € Cpgalz] mit 4, >0 und (Pm,Pn) = Omn -

1 _ . o . .
Mit P,(z) = Pp(z; t) = —pPn(z; 1) bezeichnen wir wieder die entsprechenden monischen ortho-
In
gonalen Polynome.

Satz 3.1 Ein Polynom P, (z) = 2" + ... € Cy41[z] ist genau dann orthogonales Polynom n-ten

Grades , wenn
/ |P,(2)]* dp = min {/ 1Qn(2))? dp: Qu(z) = 2" + .. }

31

gilt.



32 KAPITEL 3. ORTHOGONALE POLYNOME IN DER KOMPLEXEN EBENE

Beweis. Wir betrachten folgendes Minimierungsproblem: Gesucht ist ein Polynom

Qn 1 Zajp] [ ]

so dass

1 = s = min{ [127 = s dus o) € €l }

Bekanntlich ist g,—1(z) eindeutig bestimmt, und es gilt o; = (2",p;). Wir setzen Qu(z) =
2" — gn—1(2) . Es folgt

<@n’§]>:<Zn75]>_<anflyﬁj>:07 j:O,...,n—l,

also Qn(z) = Po(2). Da sowohl P,(z) als auch g,_1(z) eindeutig bestimmt sind, ist der Satz
bewiesen. O

3.2 Lage der Nullstellen

Wir erinnern daran, dass im Fall S C [a,b] C R, alle Nullstellen von P,(z; ) reell und einfach
sind und in (a,b) liegen.

Satz 3.2 Samtliche Nullstellen von P, (z; ) liegen in der konvexen Hiille conv(S) des Trigers
von [ .

Beweis. Seien P, (z0) =0, 2z & conv(S), Py(2) = (2—20)q(2) , ¢(z) € C,[z] . Es gibt eine Gerade
g, die zg und S trennt. Sei zy der FuBBpunkt des Lotes von zy auf g. Dann gilt |z — Zy| < |z — 20|
Vz € S und somit Vz € S mit P(z) # 0 auch |[(z — Zp)q(2)| < |(z — 20)q(2)| = |P(2)| . Da

|S| = oo, folgt /|(z —20)q(2)]* du < /\Pn(z)|2 dp im Widerspruch zu Satz 3.1. O

Satz 3.3 Falls conv(S) kein Segment ist, liegen alle Nullstellen des Polynoms P, (z;u) im In-
neren der konvexen Hiille conv (S) des Tragers von .

Beweis. Nach Satz 3.2 ist zu zeigen, dass keine Nullstelle von P,(z) = P, (z; 1) auf dem Rand
I von conv (5) liegt. Annahme: P,(z9) =0, zp € I'. Durch Drehung und Translation erreichen
wir die Situation, dass 20 = 190 € R und conv (S) C {z € C:Rez <rp} gilt. Wir haben also
P.(z) = (z —r0)q(2), q(z) € Cy[z], und definieren

/z—r! lq(2) /(|z|2+r2—2rRez) 1q(2))? du, reR.
Satz 3.1 impliziert
0= I'(ro) = 2/@«0 “Re2)|q(2)? du.

Da Rez < rq Vz € S, folgt (ro — Rez)|q(2)]* = 0 p-f.ii. Also liegen links von der Geraden
go = {z € C: Rez = rp} nur endlich viele Punkte von S, und in diesen verschwindet ¢(z). Da
conv (S) kein Segment ist, existiert ein z; € (SNI')\ go . Es folgt ¢(z1) = 0 und damit P,(z1) =0.
Analog folgt nun, dass nur endlich viele Punkte von S links von einer Stiitzgeraden in z; an
conv (S) liegen. Also liegen auf gy auch nur endlich viele Punkte von S im Widerspruch zu
|S] = 0. O
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Es ist moglich, dass alle Nullstellen von P, (z) fir alle n € N auflerhalb von S liegen, z.B.
fir SCT:={z€C:|z] =1}.

_ Wir setzen C := CU{Px} . Mit Dy (S) bezeichnen wir die Zusammenhangskomponente von
C\ S, die den unendlich fernen Punkt Py, enthilt (d.h. Dy (S) ist offen, zusammenhéngend und
unbeschrénkt). Die Menge Pconv(S) := C\ Du(S) nennt man polynomiale konvexe Hiille
von S'.

Ist S =T, soist Pconv(S) ={z€C:|z|] <1}.Ist aber S={z€C:|z] =1,Imz >0}, so
gilt Pconv(S) = S.

e Jede auf Pconv(S) holomorphe Funktion kann gleichméfig auf S durch Polynome appro-
ximiert werden (siehe, z.B., [8, Kapitel 12]).

Lemma 3.4 Sei E C C kompakt und ENPconv(S) =0 (d.h. E C Doo(S)). Dann existieren ein
m € N und ein a € (0,1), so dass fiir beliebige m Zahlen z1,. .., 2z, € E Zahlen wy, ..., wy, € C
mit der Figenschaft

m

k=1

Z—Ww
Fl<a Vzes

Z— 2k

existieren.

Beweis. Sei vorerst E = {0}. Dann ist die Aussage dquivalent zur Existenz eines monischen
Polynoms Q(z) = 2™ 4 ... € Cpq1[z] mit |Q(2)z7™"| <a <1 Vz € S bzw. zu

§ §

Aus 0 ¢ Pconv(S) folgt die Kompaktheit von S~ und 0 ¢ Pconv(S~!). Damit ist die Funktion
f : Pconv(S) — C, & — ¢! holomorph. Die obige Bedingung ist dquivalent zu

1—€q(&) = [¢l1f(€) —a®)| <a<1 veEe s

Anwendung obiger Aussage liefert die Behauptung.

‘me<1>'§a<1 V§GS1={§€C:1€S}.

Sei nun E eine beliebige kompakte Menge mit E N Pconv(S) = (). Nach dem bereits Bewie-
senen gilt:

m(z* "
Vz*e Edm(z*) e N, a(z*) € (0,1), wi(z") € C: H z wk;f) <a(z)<1l VzeS
5
k=1

Es folgt die Existenz eines (z*) > 0, so dass

m(z*)

[1

k=1

z — wi(2")

’ <a(z) <1 VzeS, Va1, 2mer €U(2") und Ugpn(z*)NS=0.

Z— 2k

Die Familie {U,(.+)(2*)}.+cE ist eine offene Uberdeckung von E, so dass eine endliche Teiliiber-
deckung

N
ECJUeip()
j=1
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existiert. Wegen F NS = () folgt aus den Eigenschaften stetiger Funktionen auf kompakten
Mengen

L o wk(z}k) . .
M; = sup H E— l=0,1,...,m(2}), 2 € UE(Z;)(zj), z€8 ) <0,
k=1
0
wobei H ... := 1 vereinbart sei. Wir definieren
k=1

mg ::max{m(z;f):jzl,...,]\f}, ﬁ::max{a(z;):jzl,...,]\f}, m :=my(K + N),

N
wobei K € Nund a := S8M < 1 mit M =[] M.
j=1
Ist nun z1,..., 2, € F ein System von Punkten aus E, so verteilen wir diese auf die Umge-

bungen Us(z;)(z;f) , sagen wir k; > 0 Stiick auf UE(Z;)(Z;() :

zgeUe(z;)(z;), k=1,....kj, ki+...+kn =m

Sodass{zi:kzl,...,k‘j,j:1,...,N}:{zj:jzl,...,m}.Mitkaﬁjm(z;‘f)+nj,€j€No

und 0 < nj <m(z;) folgt fir € Sund j=1,..., N

£; m(z;) nj

(T Z;wk(zj) nga(zj)@%'

i=1 \ k=1 |7 Pht(i-m(z}) | ) k=17 “k+tym(z})

k=1

Wir erhalten

k;
Iz — wkmodm(z )(Zg*)

N
S l851+...+ZN HM] S /BKM =a,
7=1

Il

j=1k=1

Z_Zk:

weil wegen

M=

m=mo(K + N) = [¢im(2}) +nj] <mo(lr+...+In+ N)
k=1

die Ungleichung ¢; + ...+ ¢y > K gilt. O

Satz 3.5 Sei E C C abgeschlossen und E N Pconv(S) = 0. Dann existiert eine natiirliche Zahl
mg, so dass
Hze E:Py(z;1n) =0} <mg VYn=12,...,

d.h., die Anzahl der Nullstellen von P,(z;u), die in E liegen, ist gleichmdfig beschrinkt.

Beweis. Da conv(S) kompakt ist, konnen wir nach Satz 3.2 annehmen, dass E kompakt ist. Aus
Lemma 3.4 folgt die Existenz einer natiirlichen Zahl m € N und einer reellen Zahl o € (0,1), so
dass fiir beliebige z1, ..., z;, € E Zahlen wy, ..., w,, € C existieren mit

Il

k=1

S <a<l VzelS.

Z— 2k
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Wiren die z1, ..., z, Nullstellen von P,(z), so wire

Z — Wg

VAR A
k=1 k

ein monisches Polynom vom Grade n mit |Qn(z)| < a|P,(z)| Yz € S, woraus

/K%qu</l&ﬁdu

im Widerspruch zu Satz 3.1 folgen wiirde. O

3.3 Asymptotik der Nullstellen

Wir definieren
[vllg = sup{[v(z)] : 2 € S(w)}
und
tn(S) i=min {||2" + -+ ||g: 2" + - € Cppa[2]} .

Das (eindeutig bestimmte) Polynom T5,(2) = T5,(2; 1) = 2™ + - -+ € Cpqq[2] mit ¢,(S) = || Thllg
heifit Tschebyscheff-Polynom (zu u) n-ten Grades. Aus Satz 3.1 folgt

;z(ﬂawfwfg<ﬂmwﬁwfgmwmmw»

Bemerkung Die Sétze 3.2 und 3.3 bleiben fiir die Nullstellen von T, (z) giiltig, da sich die
Beweise vollig analog fithren lassen. Auflerdem gilt 45, (S) < £ (S) 5,(S) , woraus die Existenz

von lim 1/t,(S) folgt.
n—o0

Der Grenzwert cheb(S) := lim 1/t,(S) heit Tschebyscheff-Konstante fiir S. Wegen ~,, >
n—oo
1 1

tn(S) [u(S))2

folgt

1
liminf /7, > . 1
it 7 = ) &y

Das Maf} p heifit vollstéindig regulir, wenn

1
Jim [pn (25 1) 15 =1 (3.2)

gilt.

Satz 3.6 Ist das Maf u vollstindig requldr, so gilt

1
lim ¢/, = .
oo V7 cheb(9)

Beweis. Es gilt nach Definition ¢,(S) = ||Tn||g < || Pallg = 'Yin |[Pnl|g und somit

. . |1Pnlls (3.2) 1
1 oA <1 of & :
im sup /7, < limsup n(S) heb(9)

woraus mit (3.1) die Behauptung folgt. O
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Im Folgenden gehen wir auf eine alternative Definition der Tschebyscheff-Konstante ein. Sei
E C C kompakt, M(E) sei die Menge der positiven Borelmafie v mit S(v) C E und v(E) = 1.
Fiir v € M(E) definieren wir das logarithmische Potential

U’ (z) := /ln\z — 7! du(t)

und die Energie dieses Potentials

I[v] := /U” dv = //ln|z—t|1 dv(t) dv(z) .

Wir definieren V(E) := inf {I[v] : v € M(E)} . Die Zahl cap(E) := ¢~V(¥) heiBt logarithmi-
sche Kapazitit von F.

Theorem 3.7 (elektrostatisches Problem) Ist cap(E) > 0, so existiert ein eindeutig be-
stimmtes Maf$ vy € M(E) mit Ilvg] = V(E).

Dieses Extremalmafl heifit Gleichgewichtsverteilung fiir £ . Es gilt

(a) S(vg) C O F , wobei OxxFE = 0Dy (E) den duBleren Rand von E bezeichnet,
(b) U"E(2) < V(E)VzeC,
(¢) cap(F) = cheb(E).

In (a) gilt zusétzlich cap(0xF \ S(vg)) = 0, und in (b) gilt das Gleichheitszeichen fiir alle z € E
mit evtl. Ausnahme einer Menge der Kapazitét 0.

Im Weiteren setzen wir voraus, dass der dulere Rand 0. E aus endlich vielen analytischen
Bogen besteht. Die Green’sche Funktion gg(z) fiir Do (F) mit Singularitdt im unendlich
fernen Punkt ist durch folgende Bedingungen bestimmt:

e gp(z) ist harmonisch in Do (E) \ {Px},

e gp(z) — 0 fiir 2 — OxE, 2 € Do (E),

e IVeC: (gE(z)—ln|z]) — V fiir |z| — 0.

Aus den Green’schen Formeln folgt

. 1 10 1
V—gE(z):%/a E1n|z—ty 1810919(15)(1&:/8 Eln]z—t\ Lan(b),

wobei n die Normale an 0. E bezeichnet, die in Do (E) hinein gerichtet ist, und

10
Satz 3.8 Es gilt V = V(E), D = vg und
1
U"(2) =V(E) —gp(z) =In —— — gr(2).
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Beispiel 3.9 Fir E={z€C:|z| = R} ist gp(z) =In ‘%‘ mit V = —In R und somit cap(E) =
R = cheb(E). Auf 0o E = E gilt |dt| = ds und
0 1
— q(t) = =
ds
2TR

also dvg =

Beispiel 3.10 Im Fall E = [—1,1] erhdlt man V=- ln%, d.h. cap(E) = cheb(F) = %, und
dvp = -4
T/1 — 22
Fiir ein Polynom Q(z) mit den Nullstellen z1, ..., 2 ,
Q(z) =ap(z—21)" oz —2z)™, n=mi+..+my,
und eine Menge A C C definieren wir

VQ(A) = % Z m; .

1<j<k:z;€A

Satz 3.11 Sei E C C kompakt mit positiver Kapazitit. Die monischen Polynome Qn(z) =
2"+ -+ € Cpy1[z] mogen den Bedingungen

1
(a) limsup,, . [|@Qnlljp < cap(E),

(b) lim,, oo v97(A) = 0 fiir alle abgeschlossenen Mengen A C int Pconv(E)

gentigen. Dann gilt
lim fdv@n = / fdvg (3.3)

fiir alle stetigen Funktionen f : C — C mit kompaktem Triger.

Die Bedingung (a) bedeutet, dass die @Q,, asymptotisch minimal in der co-Norm sind (vgl. die
Definition von cheb(S) und Aussage (c) nach Satz 3.7). Die Bedingung (b) besagt, dass die
Zahl der Nullstellen von @, (z), die in einer abgeschlossenen Menge A C int Pconv(S) liegen,
multipliziert mit % , fir n — oo gegen Null konvergiert.

Satz 3.12 Sei p ein vollstindig requlires Maf, und S(u) besitze positive Kapazitit. Ferner sei
int Pconv(S(u)) = 0. Dann gilt vPn(#) —; Vs(u) tm Sinne von (3.3).

Beweis. Wir wenden Satz 3.11 an:

Die Bedingung (a) ist fiir Q,, = P, (., p) erfiillt, weil nach Satz 3.6 gilt ndmlich:

1
. 1 lim sup |[pn|| g
nh_}rrgo sup HP"Hg(u) < 1(“) = cheb(S) = cap(S) .

limy, 00 V17

Die Bedingung (b) ist trivialerweise erfiillt. O
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3=

Satz 3.13 Es gelte S(u) C T = {2z € C:|z| =1} und limsup |P,(0; u)|

n—oo

N C N eine unendliche Teilmenge von N mit  lim |Pn(0;,u)|% = p. Im Sinne von (3.3) gilt
n—oo,neN’

= p < 1. Ferner set

)

dann

1 ds
(a) fir 0 < o <1 die Konvergenz v" neN 9
sy

' ds 1 &
.. o . P, nc . - . _
(b) fiir o =1 die Konvergenz v'™ — - falls 7111_1}1010 - g_o |Pe(0; )] = 0.

Das Grenzmaf ist also die Gleichgewichtsverteilung zu E = {z € C : |z| = p} .

Zur Bestimmung von p kann man die folgende Aussage verwenden: Ist du(el®) = ‘D(eis)‘Q ds
f.i. auf [0, 27], wobei D(z) in {z € C: |z| < 1} holomorph ist, so ist p die kleinste Zahl, fiir die

in {z eC:z| < %} holomorph ist.

1
D(z)
Beispiel 3.14 Fir

4 1 o2
sing‘ dSZ—‘(l—e‘s)2’ ds, 0<s<2m,

dp(e®*) = T

ist also D(z) = 1(1 — 2)? und wir erhalten p = 1. Fir

2

. 5 1 .
du(e‘s):<4—coss> ds:'l—Qels ds, 0<s<2m,

1

ist D(2) =1— 14z, so dass p = 3.



Kapitel 4

Kettenbriiche und orthogonale
Polynome

4.1 Grundlagen

Unter einem (unendlichen) Kettenbruch versteht man ein Tripel ((an), >, (bn)nzg: (¢n)neo )
von Zahlenfolgen, wobei

cp — bo
al
g b —
C1 0+b1
aj
C2 = bo+b7a2
"y
aj
cp, = b0+ as
b +
by +
an
+ b,

Die Zahl ¢, nennt man den n-ten Ndherungsbruch des unendlichen Kettenbruches

ay
bo + a5 (4.1)
by +
by +
Gnp,
+
b, +
Fiir ¢, schreiben wir im Weiteren kurz

ai|  aol an|
cn=bp+——+-—+-+—
" b1 |be b,

39
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und fiir (4.1)
ai| | as an|

by 4+ —1 4+ 22 o onl
0+]bl+]bg+ +\bn+
d —d
Ist ap = —d}, , so schreiben wir _]bk’ anstelle von + I il
k k

Definition 4.1 Wir sagen, dass der Kettenbruch (4.1) gegen K konvergiert, wenn hichstens
endlich viele Niherungsbriiche ¢, nicht definiert sind und wenn

lim ¢, = K
n—0o0

gilt. Wir schreiben dann auch

al as| an|
o+ —— =K
o T b b

Wir kénnen ¢, in der Form

A
cn:B—z, n=0,1,2,...,

schreiben, wobei z.B.
Ag=by, Bo=1,

Ay =boby +a1, Bp=by,
Ag = bob1ba + boaz 4+ aiby, By =biby +asz.
Allgemein kann man die Folgen (A,), =, und (By), =, so definieren, dass
Ay =byAn 1 +anAn—2, n=12..., A 1=1, Ay=bo, (4.2)

und
B,=b,B, 14+apB, 2, n=1,2,..., B_1=0, Bp=1, (43)

gilt. Den Beweis kann man mittels vollstindiger Induktion fithren.

Induktionsanfang:
AL =biAg+a1A_1 =bibg+a1 B =b1By+a1B_1=b

Ay = byAy + agAg = ba(b1bg + a1) + azby, B = baBy + aaBy = baby +ag.

Schluss von n auf n + 1 : Es ist

a a a a a a
Cn+1:bo+71|+72|+"'+7n|+ "+1|:b0+71’+...+7"|7
b1 |be b |bna b1 Ant1
b, +
bn+1
also N
Ay

Cntl = =
B,
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mit
Zn = <bn + anH) Ap—1 +anAn_s
bn+1

(bnbn+1 + an+1)An—1 + bn+1anAn—2
bn+1

bn+1(bnAnfl + anAn72) + an+1An71
bn+1

bn+1An + an+1An71

bn+1

und analog

E . bn-l—an + an—l—an—l
= .
bn+1
Die Zahlen A,, und B,, nennt man den n-ten partiellen Zéhler bzw. Nenner des Kettenbruches

(4.1). Wir haben
Aan,1 - BnAnfl = (bn - Anfl + anAan)anl - (annfl + aan72)An71
- _an(An—an—Q - Bn—lAn—Q)

(_1)2anan71 (Aanan3 - anQAnf?))

(—1)"an A (A()B_1 — B()A_l)

(—1)”+1anan,1 ceea.

Somit gilt die Formel

Aan,1 *Anlen = (71)"+1a1a2-~an, n = 1,2,... s (44)
Setzen wir B #£ 0, k= 1,...,n, voraus, so folgt
ﬂ _ Ap—1 _ ApBp_1A,1By, _ (_1)n+1a1a2 s ln
Bn anl anan anan

A
sowie B—O = by, also

A, " (=D aias - -a
B, o ; ( )Bk’—lBk : (45)
Lemma 4.2 Ist mg =0, so ist der n-te partielle Nenner des Kettenbruches
1 @ =me)mu| (1 —my)mg o
i 1 1
gleich
B,=(1—-mgp)(1—my)---(1=mp_1), n=12... (4.6)

Beweis. Esist By =b; = 1. Aus (4.3) folgt
Byt = B, — (1 - mn—l)man—l
= 1=-mo)(Il—=mq)-- (1 =mp_1)— (1 —mp_1)mp(l —mg) - (1L —myu_2)

= (1—=mo) (I =mp_1)(1—my).
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Lemma 4.3 Es seien a, = (1 — mp—1)my, mo =0 und 0 < m, <1, n € N. Dann folgt
L@l af a3 1
11 11 11 1+ L’
wobei -
= (l=m)(l—mg)- - (1—my)
Beweis. Mit ¢, = — und
n
Apia _1q 1 1 1] aq ap|
5 A, non n
Bn+1 n |1 |1 |1
n
folgt aus Lemma 4.2 N
Bn+1 :(1—m0)---(1—mn) >0
und aus (4.5) mit ag =1
A — (=D (=1)(=a1) - -~ (—ap)
— = 14> AN
Bni1 = By Bj11
- apala a
00102 - - Ok
= 1—
kzzzo (1 — m0)2 s (1 — mk,1)2(1 — mk)
n
_ _ ml e mk
1 (1—m1)-~(1—mk) )
Es folgt
. . 1 1
lim ¢, = lim e = .
n—00 n—00 ) An+1 1+ L
§n+1
O

Satz 4.4 Es seien b, = (1 —mp_1)my, 0<mo <1l und0<m, <1,n=12 ... Dann gilt
1 —
o (4.7)

wobei
oo
m1m2 .. mn

Beweis. Im Fall mg = 0 ist die Behauptung dquivalent zu Lemma 4.3. Sei also 0 < mg < 1.

Aus Lemma 4.2 folgt

L mol bl baf oy mo
11 11 11 1+ K _b71\_
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mit
oo
momsy -+ - Mnp—1 mo
K= = 1+G
— (1—m0)(1—m1)- (1—mn,1) 1—m0 ( )
Hieraus ergibt sich
61’ mo o 1 + K i 1
— ’T — = - 1 =Tmy K — mO(l + K )
1+ K
1—myg 1 1—mg
= 1 _— =
m°(+ mo 1+G> "T1ra
O
Beispiel 4.5 Aus
a1 | as| | agl
bo+—+-"—+-——+--=K#0
" lor T Jbe b #
folgt die Beziehung
ao| | az| | as ao
b1++—+——+—+--=b1+—.
1+|b0+|b2+|b3+ 1+K
Beweis. Wir setzen | |
~ ap an
Cn=b_1+—+.. .. +—.
Es folgt ¢, =b_1 + i und somit die Behauptung. O
Cn
Beispiel 4.6 Nehmen wir an, dass der Kettenbruch
1+ ! + ! + L +
i
)
konvergiert, so ist sein Wert gleich +2f.
. . 1 9
Beweis. Wir haben ¢, = 1+ und ¢, — ¢. Es folgt c =14 —, also ¢ —c+1 =0, woraus
Cpn—1 C
)
sich ¢ = 3 + > ergibt, weil ¢ < 0 nicht méglich ist. ([l

4.2 Jacobi-Briiche und orthogonale Polynome

Es seien «;, und (3, gegebene Zahlen mit 3, # 0. Fiir den n-ten partiellen Nenner des sogenann-
ten Jacobi-Bruches
Bol B B

z—a0 Jr—o1 |r—ay

(4.8)
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schreiben wir P,(z). Nach Formel (4.3) gilt dann
Poii1(z) = (z — an)Pu(x) — BnPo-1(z), n=0,1,2,..., PFy(z)=1, P.1(z)=0. (4.9)
Der n-te partielle Zahler A, (x) geniigt der Rekursionsformel
Anyi(z) = (2 — an)An(z) = BpAn-1(z) n=12,..., Ai(z)=po, Ao(z) =

Dabei ist 3, 1A, (x) ein monisches Polynom vom Grade n — 1, welches unabhiingig von fy ist.
Wir schreiben deshalb @, (x) = BalAnH(x) ,n=—1,0,1,... Es gilt dann

Qn—l—l(-x) = (':U - an—l—l)Qn(x) - Bn-‘rlQn—l , Nn= Oa 17 27 ey QO( ) - 1 Q ( ) (4 10)

Die Polynome @, (x) nennt man die monischen Z#hlerpolynome beziiglich des Polynomsy-
stems (P, (), - Aus (4.4) folgt

n+1( )Qn 1( ) n(x)Qn(x) - _ﬂ152 v '/Bn; n= 1727 cee (411)

Satz 4.7 Gilt a, € R und B, > 0, so geniigen die Nullstellen x,i und yni der Polynome P, (x)
und Qn(x) den Beziehungen

Tn41,k+1 < Ynk < Tn4+1,k -
Folgerung 4.8 Sind (m,&1) und (ni,&}) die Triger der OPS

(P()), = und  (Qn(x)),Z

so gilt (n},€1) C (m1,€1). Ferner folgt 2.B. aus &} < &, dass P, (z) fiir alle hinreichend grofen
n im Intervall (£1,&1) genau eine Nullstelle hat.

Satz 4.9 Sind die oy, reell und die By, positiv, so gilt

Bo@n-1(x) _ i Apg

P,(x) =T — Tpk ’

wobei Ay, die Gewichte in der Gauf’schen Quadraturformel zum OPS (Py(x)),=, bezeichnen.

27"sin [(n + 1)0]

Beispiel 4.10 Die monischen Tschebyscheff-Polynome zweiter Art (7 (x) =

sin 6 ’
n € Ny (vgl. Abschnitt 1.4, Aufgabe 2, x = cos 0) sind die Zihlerpolynome fiir die monischen
Tschebyscheff-Polynome erster Art T, (z ) = 2" cos(nb), n € N und Ty(z) = 1 (vgl. die For-
meln (1.6)-(1.10)). Unter Verwednung von Satz 4.9 erhalten wir fir die Gaufl’sche Quadratur-

formel zum Tschebyscheff-Gewicht erster Art

[ttt
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4.3 Kettenfolgen

Definition 4.11 Eine Folge (a,), =, der Gestalt
an=(1—=gn-1)gn mit 0<go<1l und 0<g,<1,n=1,2,...,

heifit Kettenfolge. Dabei nennt man (gy),, eine Parameterfolge und gy einen Anfangs-

parameter der Kettenfolge (an),=; -

1 oo oo

Beispiel 4.12 Die konstante Folge (> ist Kettenfolge, wobei sowohl (n) als

. 4). 4 2(n+1)/,_,

1

auch die konstante Folge <2> Parameterfolgen sind. Die Gleichungen

n=0

(1 1—\/1—4a)1—\/1—4a <1 1—1—\/1—4a>1—|—\/1—4a
a = —_ = —_
2 2 2 2

1
zeigen, dass jede konstante Folge (a),=; mit 0 < a < 1 eine Kettenfolge ist.

Lemma 4.13 Es seien (gn),—o und (hy),=, Parameterfolgen der Kettenfolge (ay),>, . Dann
qgilt gn, < hp,n=1,2,..., genau dann, wenn gy < hg ist.

Lemma 4.14 Hat eine Kettenfolge (ay,),=; die Parameterfolge (gn), =, mit go > 0, so hat
(an), 2, zu jedem hgy € [0, go] eine Parameterfolge (hy), = -

Folgerung 4.15 Jede Kettenfolge besitzt eine Parameterfolge (my,),~, mit mo = 0. Dabei gilt

My < gn,n=0,1,2,..., fir jede andere Parameterfolge (gn),~ dieser Kettenfolge. Die Folge
(my) =y nennt man die minimale Parameterfolge der entsprechenden Kettenfolge. Eine Pa-
rameterfolge (My,), =, , fir die My, > g,, n=0,1,2,..., fir jede Parameterfolge (gy), = gilt,

nennt man maximale Parameterfolge der entsprechenden Kettenfolge.

Lemma 4.16 Jede Kettenfolge besitzt eine mazximale Parameterfolge.

Im Weiteren seien mit (m,,),~, die minimale und mit (1,),, die maximale Parameterfolge
der Kettenfolge (a,),; bezeichnet.

Satz 4.17 Ist (by),~, eine Kettenfolge mit der Parameterfolge (hy), =, und mit der Eigenschaft

n=1

an <bp,m=1,2,..., so gilt
mpy <h, <M,, n=0,1,2...
Lemma 4.18 Ist die Kettenfolge (ay,),>; monoton nicht fallend, so sind die minimale Parame-

terfolge (my,),—, monoton wachsend und die mazimale Parameterfolge (M,),=, monoton nicht
wachsend.
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o 1 oo
Folgerung 4.19 Fir (a,),~; = () ist (M), 20 = <> .

1
Folgerung 4.20 Ist (ay),~, eine Kettenfolge und existiert ein N € N, so dass an > 1 n =

1 1
N,N+1,..., s0 folgt lim a, = ~. Istalsob, >b>~,n=N,N+1,..., soist (by),~; keine
n—00 4 4 n
Kettenfolge.

Satz 4.21 (Vergleichstest) Ist (a,), =, eine Kettenfolge und gilt 0 < ¢p, < ap, n=1,2,...,
s0 ist auch (cn), =, eine Kettenfolge.

Lemma 4.22 Ist (ay), =, eine Kettenfolge, so gilt

> (vai-3) <

1
und, fallsap, > -, n=1,2,...,

W

1 > 1
Folgerung 4.23 Gilt b, > = N,N+1,..., und Z (bn - 4) =00, so ist (by), =, keine
n=N
Kettenfolge.

(k)

Im Weiteren verwenden wir die Bezeichnungen ay, ’ fiir a,4+; und (mkn)nozoo fiir die minimale

oo
Parameterfolge der Kettenfolge (aﬁf)) = Nach Lemma 4.3 ist
n=

(k), ag@\ a(gm’

1-— . — — = =: P k=0,1,2,... 4.12
|1 |1 ’1 1+Lk k ) Ly 4y ) ( )

wobel

o
MEIME2 *** Mkn
L, = )
g Zl (1= mg) (X = mg2) - (1 — )

Offenbar gilt 0 < P, < 1 und

Ak+1

p=1- 2L

Priq

so dass P11 # 0 und

ak+1:(l—Pk)Pk+1, 0§P0<1, 0<Pk+1<1,k:0,1,2,...

Satz 4.24 Die in (4.12) definierte Folge (P,),~, ist die mazimale Parameterfolge zu (ay),=; -
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Folgerung 4.25 Die Parameterfolge (gy), o zur Kettenfolge (a,),=; ist genau dann deren ma-
zimale Parameterfolge, wenn

e e

9192 - - - gn
(1-=g1)1—=g2)---(1—gn)

=00

n=1

gilt.

Satz 4.26 Ist (gn),~, irgendeine, nicht mazimale Parameterfolge zu (ay),=; , so gilt

mp

lim — =1.
n—oo gn
1
Folgerung 4.27 Fallsa, =a,n=1,2,...,und 0 <a < 1%
1 1
lim mn:f(l—\/l—éla) und Mn:f(l—l—\/l—éla) .
1
Satz 4.28 Sei (ay,), =, Kettenfolge mit lim a,, = a. Dann gilt 0 < a < 1 und
n—oo
1
lim M, == (1++v1—4a) .
n—00 2
Ist aufserdem My # 0, so ist
1
lim my, == (1-+v1—4a) .
n—00 2

4.4 Kettenfolgen und orthogonale Polynome

(Pn(2)),=, sei das monische OPS zu dem positiv definiten Momentenfunktional £ und geniige
der Rekursionsformel (4.9). Mit (11, &) sei der Tréger von £ bezeichnet. Fiir ein fest gewéhltes
s € R definieren wir

Bn

Yn(z) = R r— n=12...

[e.9]

Satz 4.29 Es gilt n1 > s genau dann, wenn o, > s, n=0,1,2,..., gilt und wenn (y,(s)), >
eine Kettenfolge ist.

Mit den folgenden Uberlegungen und Lemmata bereiten wir den Beweis von Satz 4.29 vor.

Lemma 4.30 Es seien M und L Momentenfunktionale mit
M[z?™) = L[z™] und M[z*™T] =0, meNy.

Ferner seien Som(z) = Pp(2?) und Som41(z) = 2Qm(2?). Dann ist (Sn),=, genau dann das
monische OPS zu M, wenn (P,), =, das monische OPS zu L und (Qy),=, das monische OPS
zu L (vgl. Abschnitt 2.4) sind. Auferdem ist M genau dann positiv definit, wenn L auf (0, 00)
positiv definit ist, wobei in diesem Fall

M) =(=¢.¢) und nf >0, ¢ =¢2

mit einem ¢ > 0 gilt.
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Wir betrachten nun die Rekursionsformeln
Popi(x) = (v —ap)Pa(v) = BpPra1(z), P1=0,PR=1,
Qni1(z) = (2 —m)@n(x) = 0nQn-1(z), Q-1=0,Q =1,
Snt+1(z) = 2Sy(x) —pQn-1(x), S_1=0,S5=1,
Bo = L[1], do = L[1], €0 = M[1]. Es folgt
Qum+1(z) = (2 —e2m+1 — E2m+2)Qm(T) — €2mEomt1@m-1(z), m € No,
Proii(x) = (z—eam —comt1)Pm(x) — com—1829mPrm—1(z), meN,
Pi(z) = (z—e1)Py(z).

Lemma 4.31 Die Momentenfunktionale L, L und M sind genau dann positiv definit, wenn
en > 0Vn e Ny gilt.

Lemma 4.32 Gegeben seien
Ryi1(z) = (x — o)) Rp(x) — B Ry—1(z), neNy, R.1=0, Ry=1,
mit By > 0 und B, # 0, n € N, sowie das zugehdrige Momentenfunktional N'. Dann gilt:
(a) Das Momentenfunktional N ist genau dann positiv definit auf (0,00) , wenn eine Zahlen-
folge (8},),= mit den Eigenschaften
6 >0, 6,>0,neN, af =0, +0,,1,n€Ny, B,=20,, 10, n€N
existiert.

(b) Dabei gilt genau dann &) > 0, wenn ein positiv definites Momentenfunktional L existiert,
so dass N = Lj.

Lemma 4.33 Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.32 gilt:

(a) Das Momentenfunktional N ist genau dann auf (0,00) positive definit, wenn al, > 0,
n € Ny gilt und wenn eine Zahlenfolge (gn),=; mit den Eigenschaften
Bn

0<g<1l,0<9,<1,neN und o a/:(l—gn,l)gn,neN
-1

n

existiert.

(b) Dabei gilt N = L mit einem auf (0,00) positiv definiten Momentenfunktional L genau
dann, wenn go > 0 ist.

Folgerung 4.34 Es ist & < t genau dann, wenn o, < t, n = 0,1,2,..., gilt und wenn
(7 (1)), =, eine Kettenfolge ist.

Folgerung 4.35 Es gilt m; < ap < &1, n=0,1,2,...
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Satz 4.36 Der Trdger (n1,&1) ist genau dann beschrinkt, wenn sowohl (ow,), =y als auch (8,),2,
beschrinkte Folgen sind.

Satz 4.37 Es gilt (n1,&) = (—o0,00) genau dann, wenn (yn(x)), =, fir kein z € R eine Ket-
tenfolge ist.

Somit ist jede der folgenden Bedingungen hinreichend dafiir, dass (n1,&1) = (—o0, 00) gilt:

(a) inf{a, :n=0,1,2,...} = —oco und sup{a, : n=0,1,2,...} =400 (vgl. Folg. 4.35)

(b) (am), =, ist beschrinkt und (3,),2, ist unbeschrinkt, da dann die 7, (x) unbeschrinkt

n=0 n=0

sind fiir alle x € R

1
(c) lim oy = oo und liminf > —
Zu (c): Wegen
Bn Bn On—1 79

(n_1 —z)(an — ) ap_10m, ' Qp_1— T ' Qp — T

und Folg. 4.20 kann (7, (z)), =, fiir alle 2 € R keine Kettenfolge sein.

Satz 4.38 Es sei x ¢ (m1,&1), so dass (yn(x)), =, eine Kettenfolge ist. Dann ist die entspre-
chende minimale Parameterfolge (my(x)), =, gegeben durch

Pn+1(x)

N AT ACK

n=0,1,2...

Mit (pn(z)), =, bezeichnen wir das ONPS zu L, d.h.
_ 1
Pn(x) = (Bo--Bn) 2 Pu(z), n=0,1,2,...

Satz 4.39 Ist (m1,&1) beschrinkt, so gilt

lim |pn(z)] =00 Va¢&[m,&].

n—oo
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Kapitel 5

Belegungsfunktionen und das
Darstellungstheorem

5.1 Vorbetrachtungen

Definition 5.1 FEine beschrinkte, nicht fallende Funktion ¢ : R — R heifst Belegungsfunk-
tion, wenn alle Momente

,un::/ 2"dy(x), n=0,1,2,..., (5.1)

endlich sind. Die Menge
S):={zeR:¢Y(x+0) —¢(x—39) >0Vs>0}

nennt man Spektrum von ¢ . Ein x € S(v) heiffit Spektralpunkt von 1.

Das Spektrum einer Belegungsfunktion ist abgeschlossen. Besteht es aus unendlich vielen Punk-
ten, so ist das durch (uy),=; (vgl. (5.1)) definierte Momentenfunktional positiv definit.

Lemma 5.2 FEs seien E eine abzihlbare Menge und f, : E — R eine Folge von Funktionen,
so dass die Zahlenfolge (fn(x)), =, fir jedes x € E beschrinkt ist. Dann existiert eine Teilfolge
von (fn),=y , die tberall auf E konvergiert.

Lemma 5.3 Ist (¢y),~, eine Folge nicht fallender und gleichmifig beschrinkter Funktionen
on : R — R, so existiert eine Teilfolge {gpnj }Joil , so dass fiir jedes x € R der Grenzwert

o(x) = lim; o0 0n, (z) existiert. Die Funktion ¢ : R — R ist beschrdnkt und nicht fallend.

Lemma 5.4 Die Funktionen ¢y, : [a,b] — R, n=1,2,..., seien nicht fallend und gleichmdfig
beschrinkt, wobei —oo < a < b < 0o und on(x) — p(z) fir alle x € [a,b] erfillt sei. Dann gilt

b b
lim f(z)dpn(x) = / f(z)dp(x) VYV fe€Cla,b].
51

n—o0 a
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Die Beispiele

0 : z<n
on(z) = — (x) =0, z €R,
1 : z>n

und
z <0,

on(z) = 0<z<n, » —p(x)=0, z€R,

= 318 ©

n<z,

zeigen, dass man auf die Voraussetzung der Beschrénkheit von [a,b] in Lemma 5.4 nicht verzich-
ten kann. Dabei ist im zweiten Beispiel das Spektrum aller ¢,, unendlich.

5.2 Das Darstellungstheorem

Es sei £ ein positiv definites Momentenfunktional. Dann gilt (vgl. Abschnitt 2.4)

ukzﬁ[xk]zzn:Anjx’;j, k=0,1,2,...,2n—1. (5.2)
j=1
Wir definieren
0 : T < Tpp ,
Yp(@) =3 A+ +Ay @ Tp<zr<Tpp1,n>p>1, (5.3)
Ho : Tnl < T.

Dann gilt S(¢p) ={znj:j=1,...,n}, ¥Yn(zn; +0) — Yp(xn; —0) = Apj; und

/ 2P dipn () = Apjab; =, k=01,2,...2n—1. (5.4)
- =i

Ist [a,b] ein beschrinktes Triagerintervall von £, so folgt aus Lemma 5.3 und Lemma 5.4 die
Existenz einer Teilfolge {1, }j(:l mit ¥y, (z) — ¥(z), z € R, und

/OO ¥ dp(z) = pp = L[My], k=0,1,2,... (5.5)

—00

Satz 5.5 Es seien L positiv definit und 1y, wie in (5.3) definiert. Dann existiert eine Teilfolge
{Q/Jnj }jo:ol mit Pn;(x) — P(x), € R, so dass ¢ : R — R eine Belegungsfunktion mit
unendlichem Spektrum ist, fir die (5.5) gilt.

Eine Belegungsfunktion ¢ : R — R mit unendlichem Spektrum, die (5.5) erfiillt, nennt man
eine Darstellung von L.

Satz 5.6 (Darstellungstheorem) Jedes positiv definite Momentenfunktional L besitzt eine
Darstellung (x) mit S(1) C [m,&1]. Ist umgekehrt ¢ (x) eine Darstellung von £ mit S(v) C
(a,b), so folgt (m,&1) C (a,b) (vgl. Folg. 2.19).
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5.3 Zur Lage der Spektralpunkte einer Darstellung

Im Weiteren seien L stets positiv definit und (P,),~, das zugehorige monische OPS.

Satz 5.7 Ist p eine Darstellung von L, so gilt

S((p)ﬂ(xn,jﬂ,xnj);é@ Vi=1,....n—1, Vn=2,3,...

Eine Darstellung ¢, die Grenzwert einer Teilfolge von (¢y,), =, ist (vgl. (5.3)), nennt man
natiirliche Darstellung von L.

Satz 5.8 Es seien ¥ eine natirliche Darstellung von L, G C R eine offene Teilmenge von R,
und es ezistiere ein Index ng, so dass P,(x) # 0 fir alle x € G und fiir alle n > ng. Dann gilt

SW)NG=90.

Wir definieren die Mengen
Xi={zp;:1<j<n,n=123,...}

und
Z = {zx € R: P,(z) = 0 fiir unendlich viele n} .

X'’ bezeichne die Menge der Hiufungspunkte der Menge X .

Folgerung 5.9 Es seien ¢ eine natirliche Darstellung von L und s € S(¢). Dann existieren
fir jedes € > 0 und jeden Index n € N ein Index N > n und ein Index k € {1,...,N} , so dass
s—e<xng < Ss+e. Es gilt also

S(w) c X' UZ. (5.6)

Wir erinnern an die Definition der Zahlen §; und n;,

= lim z,; = lim xpp— =1,2,...
é-] Nerool nj s Tj yog T j+1, ] y &y

Offenbar gilt

wobei
§:=lim & und 7:= lim n;
J—00 j—00
zu setzen ist. Wir sagen, dass 400 € X' gilt, wenn fiir jedes A > 0 ein x € XN (A, +00) existiert.
Analog sei —oco € X' definiert.

Satz 5.10 Fiir eine beliebige Darstellung ¢ von L gilt:

(a) Aus e < g1 folgt S(@) N (g, mrs1] # 0.

(b) Aus n = ny1 folgt me € S(p)' .
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(c) neS(p).

Satz 5.11 Sind n; > —oo und ¥ eine natirliche Darstellung von L, so gilt

S@) N (=oo,n) ={nj:j =1, n; <n}.
Satz 5.12 Euxistiert ein Index p mit n, = npy1, s0 gilt n, = 1.
Es sind somit nur die folgenden drei Situationen moglich:

1. —co=m=mp=-=n,

2. —oo < < < =M1 = =),

3. —oo < << <.
Ist also 9 eine natiirliche Darstellung des positiv definiten Momenfunktionals £, so ldsst sich
das Spektrum von ¢ in der Form

S(w) :EnU51U25

mit
0, falls n = —oo0,
Xy =
{nj:j=>1,n<n}, sonst ,
der analog definierten Menge ¢ und einer Menge
€ + —co<n<E{<+o0,
(—00,&] @ —oco=n<E< 400,
S C
[7,+00)  : —oo<n <& =400,
(—00,400) : —00 =1 < € = +os,

schreiben.

5.4 Zur Bestimmtheit des Momentenfunktionals

Das Ziel unserer weiteren Uberlegungen ist der Nachweis, dass fiir ein positiv definites Mo-
mentenfunktional £ mit —co < 11 < & < oo sich zwei Belegungsfunktionen nur durch eine
Konstante in ihren gemeinsamen Stetigkeitspunkten unterscheiden.

Mit (Pp), =, sei wieder das monische OPS bezeichnet. Fiir ein ¢ ¢ (11,£1) definieren wir

P, T
Qu(@) = P (@) + aPufa) mit a=—2rl0) g,
Pn(mO)
Wegen Qn(2n+1,k) = a Po(2n41,k) wechselt Qp(2y41,1) das Vorzeichen (vgl. den Beweis von Satz
2.18), so dass Qn(x) genau n + 1 reelle Nullstellen =, € (Zp41k+1,Tnt1k), K =1,...,n, und

Ty = xo besitzt.
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Es sei ¢ eine Darstellung von £. Es gibt nun Zahlen A%, , so dass die Quadraturformel
e n
| r@det) = 3 Amtar
- k=0

fiir alle Polynome 7 € Cg,1[x] gilt. Analog zu Satz 2.27 gilt

n -1
Ano = (Z[ﬁk(ﬂfo)]g) ) (5.7)

k=0

wobei (P (z)), =, das orthonormierte Polynomsystem zu £ bezeichnet. Weiterhin kann man
zeigen, dass die Ungleichungen

A%y = ¢(x0) —p(—00), o <M, (5.8)
und

Ajo = p(+00) —p(z0) s 0 > &1, (5.9)
erfiillt sind. Unter Verwendung von (5.7), (5.8), (5.9) und Satz 4.39 ergibt sich

Folgerung 5.13 Ist —oo < n1 < & < +00, so gilt S(p) C [m,&] fir jede Darstellung ¢ des
positiv definiten Momentenfunktionals L .

Lemma 5.14 Es seien ¢; : [a,b] — R, j = 1,2, zwei Funktionen beschrinkter Variation auf
dem kompakten Intervall [a,b] mit der Eigenschaft

b b
/x"dgol(a:)—/ " dpa(z), n=0,1,2,...

Dann ezistiert eine Konstante ¢ € R, so dass p1(x) — pa(x) = ¢ fir alle gemeinsamen Stetig-
keitspunkte x € [a,b] von @1 und 2 gilt.

Ein Momentenfunktional £, dessen Darstellungen ¢(z) im Sinne von Lemma 5.14 eindeutig
sind, heifit determiniert, und ¢(x) nennt man dann eine im Wesentlichen eindeutige Dar-
stellung von L.

Satz 5.15 Ist [n1,&1] kompakt, so ist L determiniert.

Satz 5.16 Flir ein determiniertes Funktional £ mit der wesentlich eindeutigen Darstellung p(x)
gilt, dass S(p) Teilmenge jeder abgeschlossenen Trigermenge von L ist.

Beispiel 5.17 (Stieltjes) Die Momentenfolge

(n+1)2

Nn:ﬁe 4 ) TLENO

definiert ein positiv definites Momentenfunktional, welches aber die wesentlich verschiedenen
Darstellungen

0 <0

oy(x) = , —l<vy<l1

€T
/e_ln2t[1+'ysin(27rlnt)]dt c x>0
0

besitzt.
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5.5 Klassische Momentenprobleme

1. (Das Stieltjes’sche Momentenproblem) T. J. STIELTJES formulierte 1894 das fol-
gende Momentenproblem: Gegeben sei eine reelle Zahlenfolge (1), , gesucht sind not-
wendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Belegungsfunktion ¢(x) mit
unendlichem Spektrum in [0, 00), so dass

(o]
/ " do(x) = pn, n=0,1,2,...,
0
gilt.

2. (Das Hamburger Momentenproblem) Um 1920/21 stellte H. HAMBURGER das zum
Stietltesschen Momentenproblem analoge Problem, wobei lediglich das Interval [0, 0c0)
durch (—o0, 00) ersetzt ist.

Wir definieren (vgl. Abschnitt 2.1)

[ mo g1 o pn ] [ p2 o g ]
M1 g2 HUpl M2 u3 o Uny2
Ap =det | _ . . und AV = det . . . . )
L HUn  Hn4+1 - H2n L Un+1 HMn+2 - H2n41

n=0,1,2,...

Satz 5.18 Das Hamburger Momentenproblem besitzt genau dann eine Losung, wenn fiir alle
n=0,1,2,... die Ungleichung A, > 0 gilt.

Satz 5.19 Das Stieltjessche Momentenproblem besitzt genau dann eine Ldsung, wenn fiir alle
n=0,1,2,... die Ungleichungen A, > 0 und Ag) > 0 erfillt sind.

Satz 5.20 (Erstes allg. Darstellungstheorem) F'ir eine beliebige Zahlenfolge (pn),—o C R
existiert eine Funktion ¢ : R — R beschrdnkter Variation, so dass

o
/ 2 dp(x) = pn, n=0,1,2,...,

—0o0

gilt.

Satz 5.21 (Zweites allg. Darstellungstheorem) Fiir zwei beliebige Zahlenfolgen (o), C
C und (Bn), =9 C C sowie das Polynomsystem (P,(x)), >, , definiert durch die Rekursionsformel

n=1">
P1=0, Bh=1, Pui(z) = (x — an)Po(z) — fpnPr-1(x), n=1,2,...

existiert eine Funktion ¢ : R — C beschrinkter Variation, so dass

/OO Pm(CC)Pn(CC) d(,O(l‘) = 50,81 o 'ﬂnémnv m,n = 07 172) )

—00

gilt. Die Funktion ¢(x) kann genau dann reellwertig gewdihlt werden, wenn die Zahlenfolgen
(an), =0 und (Bn),=, reell sind. Sie ist als Belegungsfunktion genau dann wihlbar, wenn o, € R
und By, > 0 fir allen =0,1,2,... gilt.



Kapitel 6

Zur numerischen LOsung von
Integralgleichungen

6.1 Die Nystrom-Methode

Wir betrachten eine Integralgleichung der Gestalt (Fredholm’sche Integalgleichung zweiter Art)

1
- / K@ @) dy = ga), ~1<a<1, (6.1)

wobei g : (=1,1) — R und K : (—1,1)2 — R gegebene stetige Funktionen sind und die
stetige Funktion f : (—1,1) — R gesucht ist. Mit v®?(z) = (1 — 2)*(1 4+ z)? bezeichnen wir
ein Jacobi-Gewicht, wobei —1 < «, 8 vorausgesetzt sei (vgl. Abschnitt 2.5).

Wir bezeichnen mit :rz}f yk=1,....n, x%nﬁ . < xn’lﬁ , die Nullstellen des n-ten Jacobi-

Polynoms Py B (z) und mit /\Z}f die zugehomgen Gew1chte der Gauf}’schen Quadraturformel

/1 u(x) da:NZ)\O"B
-1

die auch Christoffel-Zahlen genannt werden. Eine erste Idee, eine Ndherung fiir die Losung
von (6.1) zu bekommen, wire das Integral in (6.1) durch die Quadraturformel zu ersetzen,

- i%f:;fK (. 2p)) fulany) = gx), 1<z <1. (6.2)

Allerdings erhalt man auf diese Weise noch keine vollstdndig diskretisierte Gleichung, also kein
System von endlich vielen Gleichungen mit endlich vielen Unbekannten.

Nehmen wir an, dass (6.2) eine Losung f, : (—1,1) — R besitzt, so ist der Vektor
n
[ Enk ] el - { fn(zl ) L . Losung des linearen Gleichungssystems

ZA‘WK ol at e = g(@2f), j=1,....n. (6.3)

o7
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Wenn (6.2) eindeutig 16sbar ist, so ist dies auch (6.3). Hat man die Losung von (6.3), so ist
(@) = g(2) + Y NLK (2,550 = () + Z ALK (2, 250) fu(225F)
k=1 k=1

die Losung von (6.2), die sogenannte Nystrém-Interpolante.

Wir gehen nun davon aus, dass wir einen geeigneten Banachraum X auf (—1,1) stetiger
Funktionen gefunden haben, in dem wir die Gleichung (6.1) untersuchen kénnen. Wir schreiben
dann (6.1) in der Form

(Z-K)f=

mit der Identitat Z : X — X und dem Integraloperator

1
£:X =X, fr [ Kl )1 dy.
Die Gleichung (6.2) kénnen wir dann schreiben als

(I_ Kn)fn =g

mit der Folge (K,),~; von Operatoren

Kn:X — X, f»—)Z)\ PR (220 (0.

6.2 Kollektiv kompakte Operatorfolgen

Eine Teilmenge A C E eines metrischen Raumes (E, d) heifit kompakt, wenn aus jeder Uber-
deckung von A durch offene Teilmengen von E eine Uberdeckung durch endlich viele Mengen
ausgewiihlt werden kann. Man nennt A relativ kompakt, wenn die AbschlieBung A kompakt
ist. Letzteres ist dquivalent dazu, dass jede Folge (), =, von Punkten z,, € A eine konvergente
Teilfolge besitzt.

Es sei (E,d) ein kompakter metrischer Raum. Mit C(E) bezeichnen wir den Banachraum
aller stetigen Funktionen f : E — R, wobei die Norm in diesem Raum gegeben ist durch

1 Flloe = 1 fllco g = max{[f(z)| : x € E} .

Eine Teilmenge F' C C(E) heiit gleichméig beschrankt, wenn F' in (C(E), ||.||,,) beschrankt
ist, d.h., wenn eine Konstante M € (0, 00) existiert, so dass

If(z)|] <M VYzeE,YfeF

gilt. Die Menge F' heifit gleichgradig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass
|f(x1) — f(zo)| <e Vzi,za € E:d(xi,m2) <6, VfeF

gilt.

Wir erinnern an das Theorem von Arzela-Ascoli: Eine Teilmenge A C C(E) ist genau dann
relativ kompakt in (C(E), ||.||,) , wenn sie gleichméBig beschrénkt und gleichgradig stetig ist.



6.3. DER FALL a=3=0 UND X = C[-1,1] 99

Beispiel 6.1 Die Menge {f, : n € N} C C(E) sei gleichmdfig beschrankt und gleichgradig ste-
tig. Ferner existiere eine Funktion f € C(E), so dass li_>m fu(z) = f(z) fir alle x € E gilt.
n—oo

Dann folgt nh—>Holo [fn— fllo =0.

Es seien nun (X, ||.]|) ein Banachraum und KC,, : X — X, n € N eine Folge linearer Operatoren.
Man nennt diese Folge kollektiv kompakt, wenn die Menge {K,,f: f € X, ||f|| < 1, n € N}
relativ kompakt in X ist. Hieraus folgt sofort, dass (Ky), =, eine Folge gleichmiBig beschrénkter
und kompakter Operatoren ist.

Satz 6.2 FEs scien X ein Banachraum und K : X — X sowie K, : X — X, n € N lineare

Operatoren, fiir die (Ky),=; relativ kompakt ist und lim ||IC,f — Kf|| = 0 fir alle f € X gilt.
n—oo

Fiir gegebenes g € X betrachten wir die Gleichungen

Z-K)f=g (6.4)

und
(I_’Cn)fn =g. (6.5)
Es gilt dann:

(a) limp—o0 || (Ky — K)Kn|[ =0

(b) Ist der Nullraum N(I — K) trivial, d.h., die Gleichung (6.4) besitzt fir g = 0 in X nur
die triviale Losung f = 0, so existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ng die Gleichung
(6.5) eine eindeutige Losung f € X besitzt. Dabei gilt

1fn = I < cllKnf* = KF|

mit einer von n > ng und g € X unabhdngigen Konstanten ¢ € (0,00) und der eindeutigen
Lésung f* € X der Gleichung (6.4).

6.3 Der Fall o« = =0 und X = C[-1,1]

Es sei o« = f = 0. Wir betrachten die Gleichung (6.1) im Raum C[-1,1] = (C[-1,1],|.||..)
der stetigen Funktionen f : [~1,1] — C und setzen voraus, dass K : [-1,1]? — C stetig ist.
Offenbar gilt

1
I < max{/ |K(z,y)|dy: —1 <z < 1} .
—1
Wir untersuchen nun die entsprechende Folge von Operatoren C,, ,
n
k=1
wobei A\, = )\SL}S und z,r = :(:?L’,S zu setzen ist. Die Menge
A={Kuf : f€CI-1,1], |f]l <1,n €N}

ist gleichméfig beschrinkt und gleichgradig stetig:
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o Es gilt

(K ) @) < 1K oo D Ak [ Flloo = 21K oo 1o (6.6)
k=1

wobei | K|, = max{|K(a:,y)| C(x,y) € -1, 1]2} .

e Fiir jedes € > 0 existiert eine § > 0, so dass K(z1,y) — K(x2,y) < € Vai,22,y € [—1,1]
mit |z — z2| < §. Daraus folgt

((Knf)(@1) = (Knf)(w2)] <2 |flloe s Var, w2 € [=1,1) ¢ |21 —waf <6 (6.7)

Somit ist die Folge (K,,),,=; kollektiv kompakt in C[—1, 1] . Die Relationen (6.6) und (6.7) zeigen
auch, dass fiir jedes f € C[—1,1] die Menge Ay = {K,f : n € N} relativ kompakt in C[-1,1]
ist. Auflerdem gilt nach Satz 2.24

lim (an)(x) = /Cf(l‘), Vz € [_17 1])

n—o0

so dass nach Beispiel 6.1 le \Knf —Kfll,, =0 fir jedes f € C[—1,1] gilt.

Damit liefert Satz 6.2 folgendes: Besitzt die Gleichung

1
f(w)—/_lK(w,y)f(y)dy=0, l<a<t,

in C[—1, 1] nur die triviale Losung f = 0, so gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ng die
Gleichung

Fo(@) =Y " Nk K (2, ) (i), —1 <@ <1,
k=1

eine eindeutige Losung f € C[—1, 1] hat. Dabei gilt

1fo = oo < cllnf™ = Kf

:csup{ :—1§x§1}

mit einer Konstanten ¢ € (0,00), die weder von n noch von g abhéingt, und mit der eindeutigen
Losung f* € C[—1, 1] der Gleichung

n 1
> A @,z f (w) ~ [ Ko f ) dy

k=1

1
f(z) - / Ky = g(e), —1<a<1,

6.4 Die Verwendung gewichteter Riume stetiger Funktionen

Mit éu bezeichnen wir den Banachraum der stetigen Funktionen f : (—1,1) — C, fiir die
uf : [-1,1] — R stetig (genauer: in —1 und +1 stetig fortsetzbar) ist, versehen mit der Norm

[l = luflloe = sup {|u(z) f(z)] : =1 <z <1} .
Dabei ist u(z) = v (x) = (1 — 2)7(1 + z)° mit v, 5 € [0,00).

Beziiglich K (x,y) machen wir folgende Voraussetzungen:
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(A) K : [-1,1]2 — C ist stetig, wobei K (z,y) = v7(2)K (z,y)v"% (y) .

! (x) dx
(B) ¢ ::/ ()0 (2) <oo,dh.a+1>y+~yund 5+1>6+ ;.
LU )

Lemma 6.3 Es seien o+ oy > —1 und B+ B1 > —1 sowie j € N fiziert. Dann exsitiert eine
Konstante ¢1 € (0,00), so dass

n 1
S Jatwsd)| o @) < o [ Q@ @ (@) do
k=1

fir alle Polynome q € Clx] mit degq < jn gilt, c1 # c1(n,q) .

Mit C, bezeichnen wir den abgeschlossenen linearen Teilraum von C, aller fe C., mit

lim w(z)f(x) =0, fallsy >0, und lim wu(z)f(x) =0, falls 6 >0.
z—1-0 z——1+0

Lemma 6.4 Die Menge Clz| ist dicht in C, .

Lemma 6.5 Firu=1",0<y<a+1,0<6<B+1 und f € C, gilt
n 1
3 76 75 —
fim SN = [ s

Lemma 6.6 Es seien die Bedingungen (A) und (B) erfiillt,

Ky : Cy — Cu, fHZAsz a2 P
k=1

Dann ist (KCy,), 2, kollektiv kompakt, und es gilt

lim [|Knf —Kflloeu =0 Vfe C..

Zusammenfassend kénnen wir damit Folgendes festhalten: Unter den Voraussetzungen, dass die
Gleichung

1
—/ Kz, () f(y)dy=0, -1<z<l,
-1
in C, nur die triviale Losung besitzt, die Funktion K (z,y) = v7 (2)K (2, y)v" % (y) auf [-1,1]?

stetigist und 0 < v,0 <1, -1 < o, B8, v+7M <a+1,5+4 < B+1sowie g € C, gilt,
existieren ein ng € N und eine Konstante ¢ # ¢(n, g) , so dass die Gleichung

n
_Z)‘%K (2, 220) fu(2%P) = g(2), —1<az<1,
fiir alle n > ng eine eindeutige Losung f,r € C,, besitzt und

1fs = Flloc S € sup o™
—1l<a<1

1
(x) / K (z, y)v™P (y) f* (y) dy — Z/\a”gK (z, 207 )f*(xgkﬂ)
-1 k=1 (6.9
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62
gilt, wobei f* € éu die eindeutige Losung der Gleichung
fx) - /_11 K(z,yo™’(y) f(y)dy = g(x), —1<z<1,
ist.

Um die Geschwindigkeit, mit der die rechte Seite in (6.8) gegen Null geht, abschétzen zu
konnen, betrachten wir den Fehler RY’ (f) in der GauB’schen Quadraturformel
1 n
[ @@y e = SN R + R,
-1 k=1
Mit Ep,(f)oo,u bezeichnen wir den Fehler der mittels u(z) gewichteten besten gleichméifligen
Approximation von f durch Polynome vom Grad < m, d.h.

(oo = {1f = Plloc,u 7 € Cle] }

Fiir u = 1 schreiben wir einfach Ey,(f)oo statt Ep,(f)oo,1 -

Lemma 6.7 Fir f € C[—1,1] gilt
|R%B(f)| < 2CS’BE2n(f)m )

1

wobei cg’ﬂ:/ v (z) da .
-1

Lemma 6.8 Sind 0 <y<a+1,0<d6<f+1und f e C,.s, so gilt
IR (F)] < 55 Ban( ooy

wobei c:’? nicht von n und f abhdngt.

Unter Beriicksichtigung von Lemma 6.7 oder Lemma 6.8 kann man aus (6.8) schliefen, dass
| f — f*Hoou < csup {v“”‘s(x)Egn(K(a:, N o —l<z< 1}

gilt, falls die Funktion K(.,y)f*(y), —1 <y < 1, entsprechende Eigenschaften beziiglich einer
geeigneten Gewichtsfunktion v(y) besitzt. Interessant sind dabei z. B. die Funktionenklassen

W,ﬁ:{gecu:g@d‘ecu}, reN,

wobei ¢(r) = V1 — 22 ist. Fiir g € W{, gilt ndmlich die Abschétzung

En(@)oou < ||y 01 # a(ng),

die fiir g € W7, iteriert werden kann zu
o # o1 (na g) :

)
00, u

C
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