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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Der Hilbertraum

Es sei H ein linearer Raum (i.a. iiber dem Koérper der komplexen Zahlen). Eine Abbildung
HxH — C, (z,y) — (z,y) heifit Skalarprodukt oder inneres Produkt auf H, wenn
folgende Axiome erfiillt sind:

(S1) (z,z) >0 VzeHund (z,2) =0 < =0,
(82) (z,y) = (y,x) Va,yeH,
(83) <@$+6yaz>:a<xaz>+5<yaz> v‘737y72:€H7 VOé”BG(C

Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

[z, )| < V{(z,2)V/{y,y) Va,yeH. (1.1)
Unter Verwendung dieser Ungleichung kann man zeigen, dass durch
z]] = v/ {z, z) (1.2)

eine Norm auf H definiert wird. Ein linearer Raum (H, (., .)) mit Skalarprodukt heiit unitérer
Raum, wenn (H,|.||) mit ||z|| = /(z,x) ein Banachraum ist. Einen unitiren Raum H nennt
man Hilbertraum, wenn fiir alle n € N ein linear unabhéngiges System in H mit genau n
Elementen existiert.

Satz 1.1 Es sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum.
1. Die Abbildung (.,.) : HxH — C, (x,y) — (z,y) ist stetig.
2. Ist L C H ein linearer Teilraum von H, so ist
Lt :={zcH: (2,y) =0VycL}

ein abgeschlossener linearer Teilraum von H, das sog. orthogonale Komplement zu L.
Dabei gilt LNL*+ = {6} .

3. Es sei L C H ein abgeschlossener linearer Teilraum von H. Dann lisst sich jedes x € H
auf eindeutige Weise in der Form x =y + z mit y € L und z € L+ darstellen. Dabei gilt

|z — y|| ;= inf {||x — w]|| : w € L} .

Der Vektor y heifit orthogonale Projektion von x auf L. Man schreibt auch H =
LoLt.
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4. Es sei L C H ein linearer Teilraum. Dann gilt L = H genau dann, wenn kein z* € H\ {0}
ezistiert, so dass (z,x*) =0 fiir alle x € L gilt.

Ein System B = {by,b1,...,bn,...} = {bn}, =y C H heifit linear unabhingig, wenn jedes

endliche Teilsystem linear unabhéngig ist. Das System B nennt man ein Orthonormalsystem

(ONS), wenn (b;, by,) = 0, fiir alle j, k = 0,1,2,... gilt. Man beachte, dass ein ONS automatisch
linear unabhingig ist.

Folgerung 1.2 (Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren) Es sei {b,}, >, ein linear

unabhdngiges System. Wir setzen

1
ag = —F—— bo .
(bo, bo)

Dann gilt {ag,ap) = 1. Wir bestimmen B19 € C so, dass
a; = b1 + Broao

orthogonal zu ag ist, d.h. p19p = — (b1, ap) . Da a; # O gilt, kénnen wir

1 _
] = —F—= a1
(ai,ar)

setzen. Sind ag, . ..,am—1 € span{bg,...,bm—1} so bestimmt, dass
<aj7ak>: ik j7k20717"'7m_17

gilt, so setzen wir

m—1
A, = by + Z Bmrar  mit  Bmr = — (bm, ax)
k=0
und
1 -
Am = —F=—==<0m -
<am7 a’fI’L>

Auf diese Weise erhalten wir ein ONS {ay}, >, mit der Eigenschaft
span {ag,...,an} =span{bg,...,bp}, n=0,1,2,...
Folgerung 1.3 Es seien {e,},~, ein ONS in H,

L,, =span{ep,...,em}, m=0,1,2,...,

und
m
L:{Zakek:akEC,mzo,l,Z,...}.
k=0
Dann st .
Z<$a€k> (&3]
k=0

die beste Approximation an z € H durch Elemente aus Ly, . Die Zahlen v = (x, e) werden
die Fourierkoeffizienten von x bzgl. des ONS {e,}, =, genannt. Dabei gilt die Bessel’sche
Ungleichung

o0
Z Nz, ep))® <|lz||* VaeH.
k=0
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Ist L=H, so gilt

m o
W}gnoo :c—kz_o(a:,ek)ek =0, d.h.xz%(x,emek, Ve H.

In diesem Full gilt die Parsevalsche Gleichung
o0
d N’ =llz|* VreH,
k=0

und man nennt {e,}, >, ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) in H und die Ab-
bildung F : H — (*, x — ((x,e,)) Fouriertransformation, die wegen der Parsevalschen
Gleichung ein isometrischer Isomorphismus ist.

1.2 Lineare und beschrinkte Operatoren

Es seien X und Y lineare Rédume iiber dem Korper K der reellen oder der komplexen Zahlen.
Bekanntlich nennen wir eine Abbildung f : X — Y, z — f(z) linear, wenn fiir beliebige
r1,T9 € X und a1, as € K die Beziehung

flarzy + agwa) = aq f(z1) + azf(x2)

gilt. Oft nennen wir eine solche lineare Abbildung auch linearen Operator und schreiben f(x)
in der Form Az . Die Menge aller linearen Operatoren zwischen X und Y bezeichnen wir mit
L(X,Y). Sie ist mit der Definition

(eA+ BB)x = a(Ax) + 8(Bx), «a,f€K, A,Be L(X,Y),
selbst wieder ein linearer Raum iiber K.

Satz 1.4 Es seien (X, |[.||x) und (Y, ||.|ly) zwei normierte Rdume tber K sowie A € L(X,Y).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A: X — Y ist eine stetige Abbildung.

(b) A: X —Y ist gleichmdfig stetig.

(¢c) A: X — Y ist im Punkt © stetig.

(d) Es existiert eine Konstante M > 0 mit der Figenschaft

|Az|ly < M ||z|]|x VzeX. (1.3)

Wenn es nicht zu Missverstindnissen kommen kann, verzichten wir im weiteren auf die Indi-
zierung der Normen.

Die Menge der Operatoren A € L(X,Y), fiir die eine (und somit jede) der Aussagen (a)-(d) des
Satzes 1.4 erfiillt ist, bezeichnen wir mit £(X,Y). Definieren wir fiir A € £(X,Y)

[Allxy = sup {[|Az] : z € X, [Jzf| <1}, (1.4)

sowird (£(X,Y), ||./lx_y) zu einem normierten Raum, dem Raum der beschrénkten linearen
Operatoren.
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Satz 1.5 Ist Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y) ein Banachraum.

Die Elemente von L(X,K) nennt man lineare Funktionale. Der Raum (£(X,K), ||.|[x_x) der
linearen stetigen Funktionale heifit dualer Raum zu X und wird mit X* bezeichnet.

Theorem 1.6 (Riesz’sches Darstellungstheorem) Es seien H ein Hilbertraum und f €
H*. Dann existiert genau ein xy € H, so dass

f(z) =(z,zy) VeecH.
Dabei gilt || f . = sl
Man kann also H* mit H identifizieren.

Lemma 1.7 Es seien X und Y normierte Riume und F C L(X,Y) eine Familie linearer
stetiger Operatoren, die auf X punktweise beschrdnkt ist, d.h.

sup{[|[Az|: A€ F} <oo VzeX.
Ezistieren ein x* € X und ein € > 0, so dass die Menge reeller Zahlen
M(z*e) ={||Az|| : Ae F,x e X,||lz —z¥|| < ¢}
beschrinkt ist, so gilt sup {||Al| : A € F} < c0.

Das folgende Theorem konstatiert ein fundamentales Resultat der Funktionalanalysis, das Prin-
zip der gleichméfBligen Beschrinkheit.

Theorem 1.8 FEs seien X ein Banachraum und Y ein normierter Raum. Ist eine Familie
F C L(X,Y) linearer stetiger Operatoren punktweise beschrinkt auf X, so ist F gleichmdfsig
beschrinkt, d.h. sup {||A]| : A€ F} < 0.

Fiir Folgen (A,), =, C £(X,Y) linearer beschriinkter Operatoren unterscheiden wir drei Konver-
genzbegriffe:
e Normkonvergenz: 3A € L(X,Y) : limpo0 [|4n — Al zx vy =0

(in Zeichen: A = lim,,_,o, 4;,)

¢ starke Konvergenz: 34 € £L(X,Y) : lim, o0 [[Anz — Az||y, =0 Vz e X
(in Zeichen: A,, — A)

e schwache Konvergenz: 3 A € L(X,Y) : lim, o f(Anx) = f(Az) Ve eX, VfeY*
(in Zeichen: A, — A)

Satz 1.9 (Banach-Steinhaus) Es seien X und Y Banachriume, Xo C X eine in X dichte
Teilmenge und A, € L(X,Y), n = 0,1,2,... Dann konvergiert die Folge (A,),~, genau
dann stark, wenn (Anx), >, fir jedes x € Xg eine Cauchyfolge und die Zahlenfolge (|| Anl|), =,
beschrdankt ist.
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1.3 Uber das Spektrum kompakter Operatoren

Das Spektrum o(A) eines Operators A € £(X) := £L(X,X) besteht aus allen Zahlen A € C,
fiir die A — Al : X — X nicht invertierbar ist. Man nennt A € o(A) einen Eigenwert von A,
wenn dim N(A — AI) > 0 gilt. Die Teilmenge von £(X) der kompakten Operatoren bezeichnen
wir mit K£(X).

Theorem 1.10 Sind X ein Banachraum und T € K(X), so besteht o(T) \ {0} aus hochstens
abzihlbar vielen Figenwerten, deren einzig moglicher Haufungspunkt die Null ist.

1.4 Riaume messbarer Funktionen

Auf der Menge S der bez. des Lebesgue-Mafles m messbaren Funktionen f : [0,1] — C
betrachten wir die Aquivalenzrelation

frg = m{tel0]: f(t) #9()} =0

und identifizieren im weiteren die messbare Funktion f mit der zugehorigen Aquivalenzklasse
[f]~. Mit S = S(0,1) bezeichnen wir den Raum dieser Aquivalenzklassen versehen mit der

Metrik Lof) —g(d)
B —g
p(f,9) —/0 1+ [f(t) — g(t)]

Satz 1.11 Die Konvergenz in S ist die Konvergenz dem Maje nach, d.h., es gilt f, — f in S
genau dann, wenn fir jedes € > 0

lim m{te0,1]: [fult) — f(£)] >} =0.

n——oo

Satz 1.12 Der metrische Raum S ist vollstindig und separabel.

Sei 1 <p < oo. Unter L” = LP(0,1) verstehen wir den Teilraum von S der Funktionen (genauer
Aquivalenzklassen von Funktionen) f, fiir die |f|P integrierbar ist. Auf L? definieren wir

1 .
L7 R, fH(/O !f(t)l”dt> |

Satz 1.13 Die Riume (LP,|.[[,), 1 <p < oo, sind separable Banachrdume.

Mit L* = L*(0, 1) bezeichnet man die Teilmenge von S der wesentlich beschrankten Funk-
tionen. Man definiert ||| : L® — R,

[ —esssup{|f(t)|:t € [0,1]} :=inf{M e R:m{t €[0,1] : |f(t)] > M} =0} .

Satz 1.14 (L*,|.||,,) ist ein Banachraum.
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Spezielle Klassen von Operatoren

2.1 Selbstadjungierte Operatoren
Fir A € L(H) ist A* € L(H) definiert durch
(Az,y) = (z,A"y) Vaz,yeH.

Wir nennen A € L(H) selbstadjungiert, wenn A* = A gilt. Wir werden im Weiteren, falls
nichts Anderes gesagt wird, komplexe Hilbertriume betrachten (d.h., H ist linearer Raum iiber
dem Korper C der komplexen Zahlen).

Satz 2.1 Der Operator A € L(H) ist genau dann selbstadjungiert, wenn (Ax,z) € RVx € H
gilt.

Satz 2.2 Ist A € L(H) selbstadjungiert, so gilt
[All = sup {| (Az,z) | : z € H, |lz| < 1} .

Da fiir selbstadjungierte Operatoren A, B € L(H) gilt (A B)* = B*A* = B A, ist das Produkt
zweier selbstadjungierter Operatoren genau dann selbstadjungiert, wenn sie vertauschbar sind,
d.h., wenn BA = A B ist.

Sei A € L(H). Mit N(A) und R(A) bezeichnen wir den Nullraum bzw. den Bildraum des
Operators A,
NA) ={reH: Az=0}, R(A) ={Azx:zcH}.

Wir erinnern an folgende Aussagen:

(a) A€ L(H) = N(A*) = R(A)* und R(A) = N(A*)*+
(b) A € L(H) ist genau dann invertierbar, wenn ein € > 0 existiert, so dass
[Azl| = ellz]| und [[A%2] > e|zf] VeecH
gilt.

c¢) Ein selbstadjungierter Operator A € ist also genau dann invertierbar, wenn ein £ >
Ein selbstadjungierter O tor A € L(H) ist al d i tierb i 0
existiert, so dass
|Az|| > ¢el|lz| VxeH

gilt.

13
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Satz 2.3 Fliir einen selbstadjungierten Operator A € L(H) gilt 0(A) C R, und Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal. Ferner gilt o(A) C [ma, Ma] mit

my =inf {(Az,z) :x € H, ||z|| =1} wund My =sup{(4z,z):x € H, |z =1}.
Definition 2.4 FEin Operator A € L(H) heifit positiv, wenn (Az,x) > 0 fir alle x € H gilt.

Wegen Satz 2.1 ist also jeder positive Operator selbstadjungiert. Fiir zwei selbstadjungierte
Operatoren A, B € L(H) schreiben wir A < B bzw. B > A, wenn B — A positiv ist, also
(Az,x) < (Buz,z) fiir alle x € H erfiillt ist.

Satz 2.5 Fliir einen positiven Operator A € L(H) gilt
[(Az,y) > < (Az,z) (Ay,y), z,ycH
(verallgemeinerte Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung).

Satz 2.6 Sind A, B,C € L(H) selbstadjungierte Operatoren und T' € L(H), so gilt:
1. AKB,BL<(C=— A<C
2. A<B=— A+C<B+C
3. A<B,B<A— A=B
4. A>0 = T"AT >0
5. A>0 — A" >0 ,neN
6. VER,O< A<~ = A2<~A
Aus mal < A< Myl folgt 0 < A—mal < (My—my)l, also
(A—mal)? < (Mp —ma)(A—mal) = (Ml — A)(A—mal) + (A —mul)?
und somit (Mal — A)(A—mal) > ©.
Satz 2.7 Ist A € L(H) selbstadjungiert, so gilt ma, My € o(A) (vgl. Satz 2.3).

Eine Folge von Operatoren A, € L£(H) heit beschréinkt, wenn die Zahlenfolge (|| A,|),~;
beschriankt ist. Eine Folge selbstadjungierter Operatoren A, € L(H), n € N, nennen wir
monoton, wenn entweder A, < A,+1 Vn € Noder 4, > A,+1 Vn € N gilt.

Satz 2.8 Jede beschrinkte und monotone Folge selbstadjungierter Operatoren ist stark konver-
gent.

2.2 Orthoprojektoren

Nach Satz 1.1 existiert zu jedem abgeschlossenen linearen Teilraum L C H eines Hilbertraumes
H das orthogonale Komplement L1, so dass H = L @ Lt . Jedes € H lisst sich dann auf
eindeutige Weise in der Form z = 2y, + . mit 21, € L und 2,1 € L' darstellen.

Definition 2.9 Der durch Pr,x = x1, definierte Operator P, : H — H heifst Orthopro jektor
von H auf L.
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Folgerung 2.10 Fir P = Py, gilt P* = P und ||P| ;) =1, d-h. P € L(H).

Folgerung 2.11 FEin linearer Operator P : H — H ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn
fiir alle x,y € H gilt

<P2x,y> = (Pz,y) wund (Pzx,y)= (z,Py).
Satz 2.12 FEs seien P, Pv: H — H zwei Orthoprojektoren.
Das Produkt Pr,Pn tst genau dann ein Projektor, wenn Pr,Pv = PmPr, gilt.
Es gilt LLM genau dann, wenn PPy = ©.

)
)
c) Die Summe Py, + Py ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn L LM ist.
) Die Differenz Py, — Py ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn M C L erfillt ist.
)

Die Inklusion M C L ist sowohl dquivalent zu ||Pvz|| < ||Prz|| Vo € H als auch dquivalent

In Anlehnung an Satz 2.12,(b) nennen wir zwei Orthoprojektoren P und ) orthogonal, falls
PQ = 0 gilt.

Folgerung 2.13 Sind Py, Py, ..., P, Orthoprojektoren, so ist ihre Summe Py + Pi + ...+ P,
oo
genau dann ein Orthoprojektor, wenn sie paarweise orthogonal sind. Fine Reihe Z P, paarweise

n=0
orthogonaler Orthoprojektoren konvergiert stark gegen einen Orthoprojektor.

Satz 2.14 Es sei (Py),~, eine Folge von Orthoprojektoren P, : H — H.

(a) Ist diese Folge (P,), =, monoton, so konvergiert sie stark gegen einen Orthoprojektor P :
H—H.

(b) Konvergiert die Folge (P,), >, schwach gegen einen Orthoprojektor, so konvergiert sie auch
stark.

Definition 2.15 Unter der Offnung zweier linearer Teilrdume My, My C H wversteht man die
Zahl

O(My, My) = [|Py = Pi| £ g »

wobein:Pﬂj,jzl,Z

Folgerung 2.16 Fiir zwei lineare Teilrdume My, Moy C H gilt

(a) O(M;,Mz) = O(M;, M) = O(He M;,HS M),

(b) O(My, My) ZmaX{ sup (I = Pzl sup H(I—Pz)y\l} :
2€My, |z =1 yeMy,ly|=1

Satz 2.17 Ist die Offnung zweier linearer Teilriume kleiner als 1, so haben beide Riume gleiche
Dimension.
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Definition 2.18 FEinen linearen Teilraum M C H nennen wir invarianten Teilraum des
Operators A € L(H) falls Az € M Vx € M. Ein linearer Teilraum M C H heifit reduzieren-
der Teilraum des Operators A € L(H), wenn M und M~ invariante Teilrdume von A sind.

Sei P = Py.
e M invariant bzgl. A = M invariant bzgl. A <= PAP = AP
e M+ invariant bzgl. A <= PAP = PA <= M invariant bzgl. A*
e M reduzierend bzgl. A <= M invariant bzgl. A und A*
e A= A*: M reduzierend bzgl. A <= M invariant bzgl. A <= PA= AP
e M reduzierend bzgl. A = Ax = PAPx+ (I — P)A(I - P)zxVx € H

o
Beispiel 2.19 Es sei H = (%(Z). Fiir ¢ € (2(Z) definieren wir f(t) = Z GtF, t e T =

k=—0o0

1 21 . .
f(e¥)e ¥ ds gilt. Fiir a € C(T)

2r Jo
sei T°(a) : H — H der durch (To(a)f)A = c/LL\fj, j € 7Z, definierte Operator. Dieser ist
j

{z€C:|z| =1}, so dass f € L3(T) und &, = fi =

o0
linear und beschrinkt. Auflerdem gilt T°(a) = < Z ajk§k> , und T°(a) ist genau dann
k=00 JEL
selbstadjungiert, wenn a(t) reellwertig ist. Der Teilraum HT = {f €(Z): & =0,k< O} ist
genau dann ein invarianter Teilraum des operators T°(a), wenn ar =0 Vk < 0 gilt.

Beispiel 2.20 Fiir [a,b] C (0,1) betrachten wir den Orthoprojektor P : L2(0,1) — L2(0,1),
: f u(t) t€la,b],

u — Pu, wobei (Pu)(t)—{ 0 te(0.1)\[ab.

eine stetige Funktion und K : L2(0,1) — L2(0,1) der durch

Weiterhin seien k : [0,1] x [0,1] — C

1
(Ku)(t) = /0 k(t, $)u(s) ds

definierte Operator. Dann ist PK P gegeben durch

/b k(t,s)u(s)ds : t € [a,b],
0 : te(0,1)\ [a,b].

(PKP)(t) =

2.3 Isometrische und unitire Operatoren
Es seien (Hj, (., >]) , 7= 1,2, zwei Hilbertraume.

Definition 2.21 Fine surjektive Abbildung V : Hy — Hy nennen wir eine Isometrie oder
isometrischen Operator, wenn

<V$7Vy>2 = <$ay>1 Vm,y € Hl

gilt. Fine Isometrie U : H — H heifst unitidrer Operator.
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Folgerung 2.22 FEin isometrischer Operator ist invertierbar und linear.

Folgerung 2.23 Sind V € L(H;,Hy), R(V) = Hy und (Vz,Vz), = (x,x) Vo € Hy, so ist
V : Hy — Hjy eine Isometrie.

Definition 2.24 Man nennt einen Operator V € L(H) eine partielle Isometrie , falls
(Va,Vz) = (z,z) VzeNV)*.
Satz 2.25 Ist V € L(H), so sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) V ist eine partielle Isometrie.
(b) V=VV*V.
(c) V*V ist ein Orthoprojektor.

Beispiel 2.26 Es sei (e,), =, ein VONS in H. Dann ist der Operator
o
V:H—H, z+ Z<$,6n+1>6n
n=0

eine partielle Isometrie.

Beispiel 2.27 Mit o(t) = V1 — 12, t € [-1,1] definieren wir den Hilbertraum L aller bzgl. des
Gewichtes p(t) quadratisch integrierbaren (Klassen von) Funktionen f : (—1,1) — C, versehen
mat dem inneren Produkt

1
(f,9), :/_lf(t)g(t)go(t) dt.

Die Systeme (0T;,),>, und (U,),=, sind VONS in L2, wobei o(t) = 11—t2 und

1 2 2 si 1)60
To(t) = 75 T, (cosh) = \/;cos(ne), n>0, Upyp(cosh)= \/;m((;ln—;)), n>0,

die Tschebyscheff-Polynome erster und zweiter Art sind. Die Beziehungen

1 L To(s)ds
Py /_1 -tV

zeigen, dass der durch

Up—1(t), —-1<t<1l,n>0,

f(s_)CtiS ,  fi.a.in (—1,1),

S

1 1
(SH)(E) =pv. ~ / 1

definierte Operator S : L?D — L?D eine partielle Isometrie ist.
Beispiel 2.28 (Fourier-Plancherel-Operator) Der Operator

F:L*R) — L*(R), g~ h,

oo ,—ist __ 1
d / 67, g(s)ds f.i.a.
—00

wobes

h(t) = —
(*) o2 dt —1s

£l-
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ist ein unitdrer Operator. Auferdem gilt

00 ist_l

(F)(t) = \/1272 /_ T thGs)ds fia.,

und, falls g € L2(R) absolut integrierbar iber R ist,

(Fg)(t) = \/127? / h e ¥tg(s)ds  f.iia.



Kapitel 3

Spektraleigenschaften
selbstadjungierter und kompakter
Operatoren

3.1 Stetige Funktionen selbstadjungierter Operatoren

Mit P(R) bezeichnen wir die Menge aller algebraischen Polynome mit reellen Koeffizienten. Ist
A € L(H) ein selbstadjungierter Operator, so sei C4(R) die Menge aller stetigen Funktionen
f:lma,Ma] — R. Fiir f € C4(R) setzen wir

ma(f) =min {f(t) :ma <t < Ma}, Ma(f)=max{f(t):ma <t < My}

und
ya(f) = max {[f(t)] : ma <t < Maj .

|
Weiterhin werden wir die Bezeichnung comm(A) fiir die Menge aller Operatoren aus £(H) , die
mit A € L(H) vertauschbar sind, verwenden.

Satz 3.1 Ist p € P(R) auf dem Spektralintervall [ma, M| des selbstadjungierten Operators
A € L(H) nichtnegativ, so gilt p(A) > ©.

Theorem 3.2 Sei A € L(H) selbstadjungiert. Die Abbildung P(R) — L(H), p — p(A) kann
auf eindeutige Weise zu einer linearen und multiplikativen Abbildung

CaR) — L(H), [ f(A)

fortgesetzt werden, die ||f(A)|| < ~va(f), erfillt. Dabei gilt fir alle f € Ca(R) und g €
C([ma(f), Ma(f)],R)

(a) ma(f)I < f(A) < Ma(f)T,
(b) comm(A) C comm(f(A)),
(©) 9(f(A)) = (g0 f)(A).

Bemerkung 3.3 Die in Theorem 3.2 erwihnte Multiplikativitit der Abbildung f — f(A)
bedeutet, dass fiir alle f,g € Ca(R) gilt (fg)(A) = f(A)g(A).

19
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Folgerung 3.4 Die Abbildung Co(R) — L(H), f — f(A) ist positiv, d.h., f(t) > 0Vt €
[ma, M 4] impliziert f(A) > ©.

Folgerung 3.5 Zu jedem posiven Operator A € L(H) gibt es genau einen positiven Operator
B € L(H) mit B> = A, nimlich B=+/A.

Folgerung 3.6 Sind die positiven Operatoren A, B € L(H) wvertauschbar, so ist auch AB
positiv.

Folgerung 3.7 Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann sind die Operatoren
A und A% = %(|A[ 4 A)
positive Operatoren, und es gilt
Al = VA2 und ATA- =0.

Satz 3.8 (Polardarstellung) Zu jedem Operator A € L(H) existiert genau ein Operator V €
L(H) mit A=VvA*A und N(A) C N(V). Dabei ist der Operator V eine partielle Isometrie,
VA*A=V*A, und I —V*V = Pyy).

3.2 Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren

1 0 t<A,
Fiir A € R und n € N definieren wir e)(t) = und
0 : x<t,
1 : t<)\—%,
exn(t) =4 n(A—t) + A= <t<A,
0 : A<t.

Dann gilt fiir einen selbstadjungierten Operator A € L(H), fiir n € N, und fiir A < p
(Ea) © <exn(A) <exnti1(A) <1,
(Eb) T —exan(A) < [T —exn(A)]? < T —exn(A),
(EQ) exn(4) < epn(A).
Satz 2.8 und (Ea) liefern die Existenz eines Operators Ey € £L(H) mit
exn(A) — Ey =:e)(4). (3.1)
Satz 3.9 Sind f € C4(R), a,b € R und X\ < p, so gilt
(a) a(By — Ex) < f(A)(E, — Ex), falls a < f(t), t € \ pl,
(b) f(A)(E, — EX) < b(Ey — E)), falls f(t) <b, t €[\ np].
Theorem 3.10 Die Operatoren E) , A € R, sind Orthoprojektoren mit folgenden Eigenschaften:
(a) Ex=0 fir A\ <mgu und Ex =1 fiir My <\,
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(b) (A—A)Ex <O < (A—A)(I — Ey),

)
(c) Ex < E fir A <,
(d) ME, = Ex) < A(Ey — Ex) < p(Ey — Ey) fir A < p,
(e) Exx =0, falls Ax = Az
Aufserdem sind V) € R und V B € comm(A) die Riume R(E)) reduzierende Teilrdume von B.

Satz 3.11 Zu jedem selbstadjungierten Operator A € L(H) und zu jeder Zahl A\ € R gibt es
genau einen mit A vertauschbaren Orthoprojektor Ex € L(H) der (b) und (e) von Theorem 3.10
erfillt. Dabei gilt

Al - Ey))=A", AEy=-A", (3.2)

und
A(I —2Ep) = |A|, A=|A|(I—-2E)). (3.3)

Folgerung 3.12 Flir jeden selbstadjungierten Operator B € comm(A) mit £A < B gilt |A| <
B, d.h., |A| ist der kleinste selbstadjungierte Operator mit dieser Eigenschaft.

Folgerung 3.13 Im Sinne der starken Operatorkonvergenz existieren die einseitigen Grenz-
werte

Frio=limE,, FExo=lmE,, FEiw= lim E,, E . =1lmE
MO T TR AT T T T AT = hos #

fir alle A € R, wobei Ex_g = E\ < Exyo gilt.

Mit O(H) C L£(H) bezeichen wir die Menge der Orthoprojektoren in H.

Definition 3.14 FEine Abbildung R — O(H), A — E) nennen wir Spectralschar,, falls
Ey < E, for A\ < pund E_ = ©, E = I. Diese Schar heifst linksseitig stetig, wenn
Ey_o = E) fiir alle A € R erfillt ist.

Im Weiteren sei A — FE) die fiir den selbstadjungierten Operator A € L£(H) durch (3.1)
definierte Spektralschar.

Satz 3.15 Es sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt
(a) R(Exto—E\)=NA-X)VAIXER,
(b) AeR\0(A) <= Fe>0:Ex=E,Vpe(A—e, A +¢).

Die Zahlen aus o(A), die keine Eigenwerte von A sind, werden Punkte des stetigen Spektrums
oc(A) des Operators A genannt, die Menge o,(A) der Eigenwerte von A heifit dagegen Punkt-
spektrum Folglich gilt A\ € o.(A) genau dann, wenn Exyo = E) und Exy. # Ex_. fir alle
e > 0 erfillt sind.

Beispiel 3.16 Es seien H = L2(—1,1) und A € L(H) definiert durch (Ax)(t) = tx(t). Wir
zeigen, dass dann o(A) = o.(A) = [—1,1] ist.

Satz 3.17 Es seien A € L(H) ein selbstadjungierter Operator und U C H der kleinste abge-
schlossene Teilraum von H, der alle Eigenvektoren von A enthdlt. Dann reduziert U iden
Operator A. Auferdem hat der Operator PyA dieselben Eigenvektoren wie A, der Operator
Py A hat dagegen keine Figenvektoren.
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Es seien f : [a,b) — R eine Funktion, Z = {a = Ao < A\1... < A\, = b} € Z[a,b] eine Zerlegung

des Intervalls [a, b], und
= Z f(/"L]) (E)\j - E}\]’_l)
=0

eine entsprechende Riemann-Stieltjes-Summe beziiglich der Spektralschar E) , wobei y =
{pj7=1,...,ntmit \j_; < p; < Xj.Mitd(Z) =max{|\; — A\j—1] : j=1,...,n} bezeichnen
wir den Durchmesser der Zerlegung Z .

Definition 3.18 Wir nennen eine Funktion f : [a,b] — R Riemann-Stieltjes-integrierbar
bzw. gleichmiBig Riemann-Stieltjes-integrierbar auf [a,b) bzgl. E), wenn fiir jede Folge
von Zerlegungen (Zp)ro_y , Zm € Zla,b], mit limy, oo d(Zy,) = 0 eine beliebige Folge zuge-
hériger Riemann-Stieltjes-Summen (S(f, Zm, W'™))r_, in der starken bzw. Normtoplogie konver-
giert. In diesem Fall setzen wir

b—0
fAN)dEy == lim S(Zy,)

m—ro0

und

b b—0
/ JOVAEy = [ N+ F(5) (Byyo — By)

Satz 3.19 Beziiglich einer linksseitig stetigen Spektralschar Ey ist jede stetige Funktion f :
[a,b] — R gleichmaj$ig Riemann-Stieltjes-integrierbar.

Wir setzen J2(f) := f;_o fN)AEy, f € C([a,b],R). Fir f,g € C([a,b],R) sind dann folgende
Regeln giiltig:

=T +Tf),a<c<b.
HNE;—E)=JHf),a<c<d<b.

1. T
VA

3. JNf+9) =T +T9), Ti(af) =al(f), a eR,
VA
VAL

2.

4. TJ2(f9) = T T29)-

5. f)=0if f(t) >0Vtela,b].

Satz 3.20 Sind A € L(H) selbstadjungiert, f € Cla,b], a < ma < My < b und E) die

Spektralschar von A, so gilt
b—0

f(A) = f(N) dEy
und comm(A) = comm{E) : A € R} .

Jedem Operator A € £(H) kann man einen Realteil Re A = 1(A+ A4*) und einen Imaginérteil
ImA = 1(A— A*) zuordnen. Es gilt dann

A=ReA+ilmA und A"0ReA—-ilmA.

Dabei sind Re A und Im A selbstadjungierte Operatoren. Umgekehrt folgt aus A = A; +1i As mit
selbstadjungierten Operatoren A; € L(H), dass A = ReA und Ay =ImA.
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Wir nennen einen Operator A € L(H) normal, wenn A*A = A A* gilt. Ein Operator A € L(H)
ist genau dann normal, wenn Re A und Im A kommutieren, was auch dquivalent ist zu

A*A=AA* = (ReA)? + (ImA)2.
Fiir einen selbstadjungierten Operator A € L(H) und eine Funktion f = fi +1i fa € C4(C) mit
fj € Ca(R) ist der Operator
f(A) = f1(4) +1 f2(A)

wohldefiniert, wobei fi1(A) = Re f(A) und fa2(A) = Im f(A). AuBlerdem gilt

L f(A) = f(4),

2. (Mf +ug)(A) = Af(A) + ng(A), f,9 € Ca(C), \,u e C,

3. (f9)(A) = f(A)g(A), f,g € Ca(C).

Sei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator. Definieren wir el4 = cos(A) + i sin(A4) =: V', so
folgt V*V =V V* =1, d.h., V ist ein unitidrer Operator.

3.3 Kompakte Operatoren

Bekanntlich ist ein linearer Operator T' : H — H genau dann kompakt, wenn er jede
beschriinkte Folge (z,,),~; mit z,, € H in eine prikompakte Folge (T x,),~; iiberfiihrt. Eine
Folge (xn,),~; heifit prikompakt, wenn jede Teilfolge von (x), -, eine konvergente Teilfolge
enthélt. Die Menge aller linearen und kompakten Operatoren bezeichnen wir mit (H) Es gilt
K(H) C L(H), und K£(H) ist eine abgeschlossene Menge (bzgl. der Operatornormtopologie).

Beispiel 3.21 Ist h: [0,1]> — C eine Lebesgue-messbare Funktion mit

// I(t, 5)|? ds dt < oo
0,112

1
(Tu)(t):/o h(t,s)u(s)ds

definierte Operator T : L?(0,1) — L2(0,1) ein kompakter Operator.

so ist der durch

Satz 3.22 FirT € K(H) ist R(I —T) abgeschlossen.
Folgerung 3.23 Sind T € K und A € C\ {0}, so ist R(T — AI) abgeschlossen.
Satz 3.24 Fir einen kompakten Operator T € L(H) gilt:
(a) Sind A € C und dim N(T — X\I) = oo, so ist A= 0.
(b) Der einzig mogliche Hiufungspunkt der Menge der Eigenwerte von T ist die Null.

(c) Sind A € C und (zn),=, , ©n € H, eine Punktfolge mit vog # ©, (T — M)zg = © und
(T —MN)zxpy1 =2, n=0,1,2,..., s0ist A=0.

Folgerung 3.25 Ist T € K(H), so gilt dim N(T — M) < oo fiir alle A € C\ {0} , die Menge
o(T)\{0} besteht aus hichstens abzihlbar vielen Eigenwerten, die sich nur in O hédufen kénnen.
Ist X # 0 ein Eigenwert von T', so ist A ein Eigenwert von T* . Es ist stets 0 € o(T).
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Satz 3.26 Fir jeden kompakten und selbstadjungierten Operator T € L(H) existieren eine
endliche Folge oder eine Nullfolge reeller Zahlen Mo, A1,... mit [No| > [M| > [Aa] > ... und
paarweise orthonormale Vektoren ep, € H, so dass

Tx:Z)\k(x,ek>ek VereH.
k

Definiert man Pz = (z,ex) e, * € H, so ist Py ein Orthoprojektor, und es gilt P,P; = © fiir
k # j sowie
T = Z AP
k

wobei im Fall unendlich vieler Eigenwerte die Reihe in der operatornorm konvergiert.

Satz 3.27 FEin linearer Operator T : H — H ist genau dann kompakt, wenn eine Folge
linearer Operatoren mit endlichdimensionalem Bild existiert, die in der Operatornorm gegen
T konvergiert.

Beispiel 3.28 Der Operator K : L2(—1,1) — L2(—1,1), wobei o(t) = (1 — t2)_% , definiert
durch

™

1
(K u)(t) = 1/_10(3) In|s — ¢ u(s) ds

ist kompakt. Wir geben seine Diagonaldarstellung entsprechend Satz 3.26 an.



Kapitel 4

Spektralintegrale

4.1 Im Allgemeinen unbeschrinkte Operatoren

Einen Operator A : D(A) C H — H nennen wir linear, wenn sein Definitionsbereich D(A)
ein linearer Teilraum von H ist und wenn fiir alle z,y € D(A), \,u € C gilt Az + py) =
A Ax+p Ay . Die Menge aller dieser linearen Operatoren bezeichnen wir mit L(H) . Ein Operator
A € L(H) heifit Einschrinkung B € L(H) (oder B ist Fortsetzung von A, in Zeichen: A C B
oder B D A), falls D(A) C D(B) und Ax = Bx Vx € D(A) gilt. Wir definieren fiir A, B € L(H)
und A € C

e DIAA)=D(A)und MNA)x =XAz,x € D(A),
e D(A+B)=D(A)ND(B)und (A+B)xr=Ax+Bx,z<c DA+ B),
e D(AB)={x € D(B): Bz € D(A)} und (AB)x = A(Bx), x € D(AB).

Folglich ist D(A—AI)=D(A) VAe L(H), A\e C. Sind A,, € L(H), n € N, so schreiben wir
A= lim A,, falls

n—oo
e D(A) = {x €eH:3ny=mno(x) mit z € ﬂ D(An)} und
Az = 1i_>m Apx Yz e D(A).

Offenbar gilt li_}rn Ay, € L(H) . Auflerdem definieren wir fir A € L(H)
n—oo

e comm(A)={Be L(H): Bxe D(A), ABx=BAxVzec D(A)}.

Beispiel 4.1 Wir betrachten zwei Beispiele unbeschrdnkter Operatoren:
(a) H=L2(R), D(A) = {:U cH: / t2|z(t)2dt < oo} , (Az)(t) =tx(t).
R

(b) H=L3*R), D(B) = S(R) := {x € C*¥([R): ilel]g 1tz ™ (t)| < o0, Vn,m € NO} ,

(Bx)(t) = —a"(t) + t2x(t) .

25
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Definition 4.2 Sind A € L(H) und D(A) = H, so kann der adjungierte Operator A* ¢
L(H) eindeutig mittels

D(A*) = {y € H :sup {| (Az,y) | : = € D(A), ||z]| = 1} < oo}

und
(Az,y) = (z,A%y) Vax e D(A), Vy e D(AY),

definiert werden. Aus A C B folgt B* C A*.

Definition 4.3 Fs seien A € L(H) und D(A) = H. Die Zahl X\ € C heifst requlirer Punkt von
A, wenn ein Operator Ry € L(H) ezistiert, so dass

Ry(A—=X)x=axVxe D(A) und (A—AN])Ryz=zVzrecH.

Die Menge aller A € C, die keine reguldrer Punkte von A sind wird Spektrum von A genannt
und mit o(A bezeichnet. Die Menge p(A) = C\ oc(A) heiffit Resolventenmenge von A.

Satz 4.4 Sind A € L(H) und D(A) = H, so sind p(A) offen und somit o(A) abgeschlossene
teilmengen von C. Auflerdem gilt

comm(A) = comm(Ry) Ve p(A).
Sind A\, € p(A), so gilt
R)\ - R,u = ()\ - IU)R#R)\ und R)\R# = R'LLR)\ .

Falls A € p(A), so schreibt man auch Ry = (A—\I)~1, weil in diesem Fall A—\T : D(A) — H

eine Bijektion mit beschréinktem inversen Operator ist.
Definition 4.5 Wir nennen den Operator A € L(H) symmetrisch, falls
D(A)=H und (Axz,y)= (z,Ay) Yz,y € D(A)

gilt. Der Operator A € L(H) heif$t selbstadjungiert, wenn A = A* ist.
Satz 4.6 Fir A € L(H) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist symmetrisch.

(b) AcC A*.

(¢c) D(A) =H und (Az,z) ERVz € D(A).
Ein Operator A € L(H) ist genau dann selbstadjungiert, wenn

D(A)=H, (Az,2) cRVac D(A) und D(A*)C D(A)

erfillt sind.
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Als Graph von A € L(H) bezeichnet man die Menge
I'A) ={(z,Az) 2 € D(A)} CHx H.

Fiir A,B € L(H) sind A C B und I'(A4) C I'(B) #quivalente Bedingungen. Wir versehen H x H
mit dem inneren Produkt

((x1,91), (l‘z,y2)>Hxﬂ = (w1, 2) + (Y1, 92) -

Der Operator A € L(H) heifit abgeschlossen, wenn I'(A) eine abgeschlossene Teilmenge von
H x H ist. Das ist dquivalent zu

xn € D(A), 2y — 1z, yp=Ax, —y = € D(A), y=Ax.

Das bekannte Theorem vom abgeschlossenen Graphen besagt, dass ein abgeschlossener Operator
A e L(H) mit D(A) = H zu L(H) gehort.

Folgerung 4.7 Sind A € L(H) selbstadjungiert, B € L(H) symmetrisch und A C B, so gilt
A= B. Ist A€ L(H) symmetrisch mit D(A) =H, so gilt A € L(H).

Definition 4.8 FEin Operator A € L(H) wird abschlieBbar genannt, wenn es einen abgeschlos-
senen Operator B € L(H) mit A C B gibt.

Folgerung 4.9 Fulls A abschlief$bar ist, so existiert eine kleinste abgeschlossene Fortsetzung
A, die AbschlieBung von A, in dem Sinne, dass A C B fiir jede abgeschlossene Fortsetzung

B von A gilt. Ist A € L(H) abschliefbar, so gilt T'(A) C T'(A).

Beispiel 4.10 Wir zeigen, dass zu jedem Hilbertraum ein nicht abschliefSbarer linearer Operator
existiert.

Bemerkung 4.11 Ist A € L(H) ein abgeschlossener Operator mit D(A) = H, so gehdrt X zu
p(A) genau dann, wenn R(A — X)) =H gilt und A — NI : D(A) — H eine Bijektion ist.

4.2 Selbstadjungierte Operatoren

Satz 4.12 FEs seien f: R — R eine stetige Funktion, Ey eine linksseitig stetige Spektralschar,
Jn(f) = ff;o f(A)dEy, D(A) = {ZL‘ eH: 3 li_>m Jn(f):z:} und Ax = 1i_>m Jn(f)x. Dann ist
A= J(f) € L(H) ein selbstadjungierter Operator, fir den wir auch

oo n—0
A=J(f) _/_ F(\)dEy := lim F(\) dEy

n—oo J_ .
schreiben. Falls f beschrinkt ist, so gilt A € L(H).
Satz 4.13 Es sei A € L(H) ein selbstadjungierter operator. Dann
(a) gilt o(A) C R,

(b) dst Ry = (A — XI)~! normal fiir A\ € p(A) und selbstadjungiert fiir X € p(A) NR,
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o0

(c) existiert eine eindeutig bestimmte Spektralschar Ey\ mit A = / ANAE) . Auferdem ist

—00

comm(A) = comm(FE)).

Folgendes Lemma wird fiir den Beweis von Satz 4.13,(c) benétigt.
Lemma 4.14 FEs sei A e L(H).

(a) Ist A=V~ A*A die Polarzerlegung von A (cf. Proposition 3.8), so ist A* = V*/ A A* die
Polarzerlequng von A* . Auflerdem gilt v AA* = VVA*AV*.

(b) Ist A ein normaler Operator, so existiert ein unitdrer Operator V.€ L(H) mit VA=AV
und A =VVA*A.
4.3 Spektralintegrale

Unter einer reellen Funktionenalgebra F iiber einer Menge ) verstehen wir ein system von
Funktionen f : 2 — R mit den Eigenschaften

leF and f,geF, a,feR= af+ g, fge F.
Definition 4.15 FEine lineare und multiplikative Abbildung
J:F— L(H)

auf einer reellen Funktionenalgebra F iiber einer Grundmenge 2 nennt man Spektralintegral
auf F , wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

2. J()r=J)vVfeF,
3. IJ(f)z0vVfeFi={feF:flw)>0VweQ}.

Sei comm(J) ={Ae LH): T(f)A=AJ(f)Vf e F}.Danngilt J(f) € comm(J)VfeF.
Ist xe H,soist J,: F — R, f— (J(f)x,z) ein positives lineares Funktional.

Bemerkung 4.16 Ist 7 : F — L(H) linear und gilt J(f*) = J(f)?, T(f)T(9) = T(9) T (f)
fiir alle f € F, soist J : F — L(H) multiplikativ, da dann gilt

47(fg) = T((f+9) -T(f-9*)=T(f+9>-T(f-9)°
= [T +2T(NHT(9)+T(9)%] = [T()* —2T(f)T(9) + T(9)*] =4T ()T (9)-

Beispiel 4.17 Mit F = Cy(R) bezeichnen wir die reelle Funktionenalgebra der beschrinkten
und stetigen Funktionen f:R — R. Es sei Ay : H— H, g — fg, wobei H = L*(R). Dann
15t

J:F— LH), [ Ay

ein Spektralintegral.
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Beispiel 4.18 Es seien F = Cy(R) und A € L(H) ein selbstadjungierter Operator mit der
Spektralschar Ey, A € R (vgl. Satz 4.13). Dann definiert

Ta: Co®) — LE), [ ()= [ FOdE,
ein Spektralintegral. Da (vgl. Abschnitt 3.2)

o0
E)\_% < / e)\,n(,u) dE;L < E/\
—00
gilt, erhalten wir aus der linksseitigen Stetigkeit von E\ die Beziehung Ex = lim Ja(ex,) .
n——aoo

Definition 4.19 FEin Spektralintegral J : F — L(H) heif§st o-positiv, falls f, € F, fu T F,
and f > 0 impliziert li_>m Je(fn) >0V eH.

Satz 4.20 (Dini) Es seien (Q,d) ein kompakter metrischer Raum und (fy), =, eine Folge
stetiger Funktionen f, : @ — R with f, T f und f > 0. Fir o, = inf{fp(w):we Q}
gilt dann lim o, > 0.
n—o0
Folgerung 4.21 Das Spektralintegral J4 (vgl. Beispiel 4.18) eines selbstadjungierten Operators
A € L(H) ist o-positiv.
Im Weiteren seien F eine reelle Funktionenalgebra auf 2 und J : F — L(H) ein o-positives
Spektralintegral. Wir setzen F := {f : Q — [0,00] : 3 f,, € F4 mit f, T f} . Offenbar gilt f €
oo

F* genau dann, wenn 3¢, € Fy : f = Zgn.

n=0

Satz 4.22 Sind (f,),>, und (gn), =, 2wei monoton nicht fallende Folgen aus F mit ILm fn <

n=1 n=1
li_}m Gn , SO gilt
lim 7,(fn) < lim J,(¢9,) VaxeH.
n—oo n—oo
e Auf der Grundlage des Satzes 4.22 definieren wir
j;(f):nlggojm(fn% feJ:Jra
wobei fp, € Fy and f, T f.
e Sind f, € Fy, fu 1 f, so folgt f2 4 f% und folglich 75 (f?) = lim o ( 3. Also gilt

T (%) = lim [T (fa)z]* - (4.1)

e Fiir fe FT, f, € Fy und f, 1 f definieren wir
D(ITH(f)={z e H: (J(fn)x),=, ist eine Cauchy-Folge}

und

T (r = lim J(fu)a.
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Satz 4.23 Die Definition von J*(f) ist korrekt, d.h. unabhingig von der Wahl der Folge
(fr)nso - Auferdem gilt

(a) D(TH(f) ={z € H: T} (f?) < oo},

(b) comm(J) C (T*(f)) VfeF".

Folgerung 4.24 Jdes o-positive Spektralintegral J : F — L(H) ist stetig von unten und stetig
von oben. Weiterhin gilt fiir beliebige f,g € F+

(a) f S)g impliziert D(J*(g)) € D(TH(f)) und (T (f)x,z) < (T (g9)x,z) sowie (vgl. Satz
4.22
|7 =7 (1%) < 7 @) = 1T+ @)

(b) T*(af) =aT*(f) Va>0,
() T (f+9)=T"(f)+T (9),
(d) TS (f?¢%) = jy+(f2) mit z € D(J(g)) und y = D(T*(g9)x, wobei jy+(f2) = 0o mdglich

1st,

(e) T (fg)x =T ()T *(9)x, falls x € D(T*(g)) und T (f*9%) < oo.

Satz 4.25 Sind f, € F* und f = Z fn, s0 gilt f € F+. Auferdem folgt aus x € H und

n=0
sup {

die Gleichung J*(f)x = Z Tt (fo)x.
n=0

Y T (fr)e
k=0

:nGNO}::co<oo

Im Weiteren bendtigen wir folgende zwei zusétzliche Eigenschaften einer reellen Funktionen-
algebra F :

(f1) f € F impliziert |f| € F,
(f2) fn € F4+ und f, | f implizieren f € F, .

Ist (f1) erfiillt, so sind fiir alle Funktionen f,g € F auch die Funktionen

max {f,g} = W, min {f, g} = f+9—2|f—9|,
und somit f* =max{f,0}, f~ = —min{f,0} = (—f)T Elemente on F.

Folgerung 4.26 Die Algebra F erfiille die Bedingung (f2). Sind f, € F, fo t f (fnd f), und
fn < g (fn > g) fir ein gewisses g € F, so folgt f € F.

Folgerung 4.27 Die Algebra F geniige (f1) und (f2). Dann folgt aus f € F , dass \/f € Fy .

Satz 4.28 Es seien (f1) und (f2) erfullt. Wir definieren ¥ = X(F) = {M C Q:xpm € F} .
Dann ist 3 eine o-Algebra auf Q. Eine Funktion f : Q — [—o0, 0] ist genau dann X-messbar,
wenn f* e Ft gilt,
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Beispiel 4.29 Zu jeder Funktionenalgebra F existiert eine kleinste Funktionenalgebra h(JF) mit
F C h(F), die (f1) und (f2) geniigt. Im Fall F = C(R) oder F = Cy(R) ist h(F) die Menge
aller Borel-messbaren oder aller beschrdnkten Borel-messbaren Funktionen f : R — R, wobei
die entsprechende o-Algebra ¥ (in beiden Fillen) die o-Algebra aller Borel-messbaren Mengen
iber R ist, d.h. die kleinste o-Algebra, die alle Intervalle [a,b), —o0 < a < b < oo enthdlt.

Es sei nun J : F — L(H) ein o-positives Spektralintegral. Falls F nicht der Bedingung (f1)
geniigt, setzen wir voraus, dass alle Funktionen aus F beschrinkt sind.

Definition 4.30 FEine Funktion ¢ : Q@ — [—00, 00| heifit Lebesgue-integrierbar bzgl. 7,
wenn fir jedes x € H monoton nicht fallende Folgen (fy), =0 , (9n)nso Mt fr, gn € F4,

o+ lim g, = lim f, wund lim [|[J(fn+ gn)z| < 00
n—00 n— 00 n—00
existieren. Die Menge aller dieser Funktionen wird mit L(Q, F,J) bezeichnet.

Theorem 4.31 Es gilt F C F = LQ,F,TJ), und F ist eine Funktionenalgebra mit den
Figenschaften (f1) and (f2). Fiir jede Funktionenalgebra Fo mit F C Foy C F, eistiert eine
eindeutig bestimmtes o-positives Spektralintegral Jo : Fo — L(H) mit To(f) = T(f) Vf € F.
Aufierdem gilt Jo(p)x = nh—>Holo J(fn — gn)x Y € H (vgl. Definition 4.30) und comm(J) =

comm(J) .

Wir bemerken, dass man Jp : 7 — £(H) die Lebesgue’sche Fortsetzung und Jp : h(F) —
L(H) die Borel’sche Fortsetzung von J : F — L(H) nennt.
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Kapitel 5

Differentialoperatoren in L?(a, b)

Im Weiteren sei —oo < a < b < co. Eine Funktion f : (a,b) — C heifit absolut stetig, wenn

eine lokal integrierbare Funktion g : (a,b) — C existiert (in Zeichen: g € L (a,b)), so dass

f(x) :f(c)—i—/xg(y)dy Ve (a,b), Ve € (a,b).

In diesem Fall schreiben wir ¢ = f'. Mit A, (a,b) bezeichnen wir die Menge aller n — 1 mal
stetig differenzierbaren Funktionen f : (a,b) — C, fiir die f*~Y : (a,b) — C absolut stetig
ist.

Satz 5.1 Flir jedes n € N und jedes € > 0 existiert eine Konstante co = co(n,a,b, ), so dass
1 1 1
/ O ()2 dar Ss/ |f(”)(x)|2dx+co/ F(@)2dz Ve A0,1), Vj=01, ...n—1.
0 0 0
Folgerung 5.2 Sind f € A,(a,b) NL3(a,b) und f € L%(a,b), so gilt auch f9) € L%(a,b),
j=0,1,...,n.

Wir definieren W2(a,b) = {f € A,(a,b) NL%(a,b): f) € L?(a,b)} . (Sobolevraum der Ord-
nung r)

Folgerung 5.3 Ist f € W2(a,b), so folgt f9) € Cla,b], j =0,1,...,7 — 1, wobei fU)(c0) =0
(f9(—00) = 0), falls b= 0o (a = —00), j=0,1,...,7r—1.

Mit D : Ai(a,b) — L] (a,b) bezeichnen wir den Differentialoperator Df = f’, und wir
definieren

D(AY) = CF(a,b), AYf = (—iD)"f
sowie

D(A,) = Wi(a,b), A.f=(-iD)f.
Satz 5.4 Es gilt
(a) AQ ist symmetrisch,
b .
(b) R(A?) = {g € C(a,b) / Pgla)dr =0, 7 =01, .. r— 1} . C(ah),
(C) (A?)* = AT’ A; :I?v

33
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(d) D(AY) = {f € W2(a,b): fD(a) = fD(b) =0, =0,1,...,r —1} = W>'(a,b).

Folgerung 5.5 Ist (a,b) = R, so ist der Operator A, selbstadjungiert. Ist aber (a,b) # R, so
sind AY und A, keine selbstadjungierten Operatoren.

Satz 5.6 Im Fall (a,b) =R gilt 0(Asg,) = [0,00) und o(Ag—1) = R.

Wir nennen einen symmetrischen Operator A € L(H) positiv definit, falls eine Konstante
v > 0 existiert, so dass (Az,z) > ~2||z||? fiir alle z € D(A) gilt.

Beispiel 5.7 Im Fall —o00 < a < b < oo sind die Operatoren AgT und ATQ)T positiv definit. Z.B.
im Fall (a,b) =R oder (a,b) = (0,00) ist der Operator AS, nicht positiv definit.

Fir z,y € D(A)definieren wir (z,y) 4 := (Az,y) . Ist A € L(H) positiv definit, so ist (.,.) 4
ein inneres Produkt auf D(A). Die Vervollstindigung des Raumes HY := (D(A),(.,.)) ist
isometrisch isomorph zu einem linearen Teilraum H,4 von H . Dieser Hilbert-Raum (Huy, (.,.)4)
wird energetischer Raum des positiv definiten Operators A € L(H) genannt. Die Norm in H 4
bezeichnen wir mit |||, , d.h. ||z]| 4 = /(z,2) 4. Wir haben also D(A) C Hy C H. Auflerdem
gilt

Joll < 2 llell, Ve € Ha, (5.1)

und
(,y) 4 = (Az,y) VYaxe D(A), VyeHy. (5.2)

Im Weiteren sei A € L(H) positive definit.
Satz 5.8 Ein Element © € H gehirt genau dann zu Hy , wenn eine Folge (xy,), > mit x, €
D(A) existiert, die eine Cauchy-Folge in HY ist und fir die lim |z, — x| = 0 gilt.
n—oo
Beispiel 5.9 Sei —0co < a < b < oo. Der energetische Raum des Operators T% ist gleich

W2(a,b).

Satz 5.10 Es existiet genau ein selbstadjungierter Operator B € L(H) mit D( ) C Hy und
(Bx,y) = (x,y) 4, Yo € D(B) und Yy € Ha. Auferdem gilt (Bx,x) >~ ||z||* , = € D(B), und
D(B)=D(A*)NH,4.

Wir bemerken, dass D(B) = {x € Hy : 37 € H with (z,y), = (Z,y) Yy € Ha} und Bz =2
Offenbar gilt fiir z € D(A) unter Beriicksichtigung von (5.2)

<Bﬂ?,y>:<$,y>A:<A.’E,y> VyEH,

so dass Bx = Ax. Folglich ist A C B. Den Operator B nennt man Friedrichs’sche Er-
weiterung des Operators A (in Zeichen: B =: AF).

Beispiel 5.11 Die Friedrichs’sche Erweiterung Ag;F von AY, ist gegeben durch

DAY = {f e Wi (a,b): f(a) = fOB) =0, j=0,1,...,r =1}

und

AQFf = (~iD)* f.



Kapitel 6

Der Formalismus der
Quantenmechanik

Wir betrachten ein System aus N (im Allgemeinen elektrisch geladenen) Teilchen in einem
elektromagnetischen Feld und setzen n = 3N . Mit q1,...,q, bezeichnen wir die kartesischen
Ortskoordinaten (d.h., g3j—2, ¢35, und g3; asind die Ortskoordinaten des j-ten Teilchens) und
mit p1,...,p, die Impulskoordinaten (d.h., ps;_r, = m;gsj—r, k = 0,1,2, j = 1,...,N). Die
Hamiltonschen Differentialgleichungen lauten dann

0H(q,p) .  0OH(q,p)

ap 9 p - 8(] 9
wobei die Hamiltonfunktion H(q,p) egleich der totalen Energie des Systems ist. Im Fall eines
geladenen Teilchens in einem elektrischen Feld £ mit dem Potential V' (d.h., E(q) = —grad V(q))
haben wir

3
_ ‘P|2 _ 1 2
H(g,p) = -+ V(e) =5~ ;pj +V(q1, 02, 43)
und somit ov( )
. p] . q1,42,43 .
q] m7 p] 8q] ) J ) &y

Das ist klassische Mechanik. In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Systems zur Zeit
t € R durch eine Zustandsfunktion ¢, : R” — C, z — 9¢(z) beschrieben: Ist A C R™ eine
messbare Teilmenge des R™ | so ist
[ @ iz
A

gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ¢(t) € A. Folglich muss / oy (2)]? do = 1, erfiillt

sein, insbesondere ist ¢y € L2(R") Vt € R. Die Funktion 1 : R®" x R — C, (x,t) + ¢y(x)
nennt man Wellenfunktion. Somit ist L?(R") als Zustandsraum des Systems anzusehen. Der
Erwartungswert der Ortskoordinate g; im Zustand v = 1); ist gleich

i) = [ al@P o = (a0

die entsprechende Varianz gleich
vary(q;) = /Rn(xj — ¢} (@) do = <(afj — ), (xj — q}”)w> ,
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und die Streuung gleich oy(qj) = +/vary(g;). Wir haben somit der Ortskoordinate g; den

Operator der Multiplikation mit x; zugeordnet. Der Impulskoordinate ordnen wir der Differen-

tiationsoperator D; = 7% a%j zu, wobei fi =~ 10734 Js das Planck’sche Wirkungsquantum bezeich-

net. Wir erhalten

o= L[ DS g = (D),

(o) = [

oyp(pj) = y/vary(p;).

Bemerkung 6.1 FEs seien A, B € L(H) hermitesche Operatoren (d.h. (Az,x) = (z, Ax) Vx €
D(A)). Wir definieren ay := (Ax,z) und by := (Bx,z) sowie

0x(A) = [(A=azD)z| ,  0:2(B) := [|(B = bzI)z] .

Dann gilt die Unschirferelation

1

0o(A)oy(B) > = [((AB — BA)z,z)| V€ D(AB)N D(BA).

|

Folgerung 6.2 (Heisenberg’sche Unschérferelation) Fiir jeden zustand v € C(R"™) gilt

) i) )
oy (qj)opsi(q;) > 5 [9l?, j=1,...,n.

Die Wellenfunktion geniigt der Schrédingergleichung
o 0Y(x,1)
h
o

wobei der Schrédingeroperator S auf ¢ als Funktion der Ortskoordinaten wirkt. Den Operator
S erhilt man aus der Hamiltonfunktion H (g, p) unter Beriicksichtigung folgender Regeln:

= S¢(z,t), (6.1)

1. Man stellt H(q,p) als eine Summe von
(a) rein quadratischen Termen in p;,
(b) Termen V(q), die nur ¢ abhéngen,
(c) Termen der Form % [pjfi(q) + fi(q@)p;]
dar.

2. Man ersetzt ¢; durch den Operator der Multiplikation mit ; und p; durch den Differen-
tiationsoperator D; .

Der Erwartungswert des Schrodingeroperators im Zustand 1) ist gleich (S, 1)) und sollte somit
fiir alle ¢» € D(S) reell sein. Folglich hat S hermitesch zu sein (vgl. Satz 4.6). Die Evolutions-
operatoren U(t), t € R sind wie folgt definiert:

U(t)y ist gleich dem Zustand zur Zeit ¢ € R, wenn v der Zustand des Systems zum
Zeitpunkt 0 ist.
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Folglich sind folgende Bedingungen zu erfiillen (H = L?(R")):
(a) DU(t)=HVteR,
(b

d

0) =

)

d

) UO) =1
(¢c) Ut)e LH)VteR,
(d) Uty +t2) =U(t1)U(t2) = U(t2)U(t1), Vt1,t2 € R,

)

(e
) [[UOY =l ,vteR, Ve € H,

lim [|U(s) —U()y]| =0, YVt € R, VY € H,

(g) RU(t)=H,VteR.

Definition 6.3 Wir nennen eine Familie {U(t) : t € R} von Operatoren mit den Eigenschaften
(a)-(g) eine (einparametrige) stark stetige Gruppe unitidrer Operatoren. Der infinite-
simale Generator A € L(H) dieser Gruppe ist definiert durch

D(A) = {m €H: I limt~'[U(t) ~ Iz € H} , Ar = limt ' [U®t) — 1)z

t—0

Satz 6.4 Essei A € L(H) der infinitesimale Generator der stark stetigen Gruppe {U(t) : t € R}
unitdrer Operatoren.

(a) Der Operator S = iA ist selbstadjungiert.

(b) Fiir jedes 2° € D(S) ist die Funktion U(t)2, t € R, die eindeutige Lésung des Anfangs-
wertproblems
i =—iSz, z(0)=2".

Insbesondere gilt U(t)x € D(S) fir alle x € D(S) und fiir allet € R.
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