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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Holomorphe Funktionen

FEine zusammenhéngende offene Menge G C C heifit Gebiet. Im weiteren sei G stets ein Gebiet.
Wir betrachten Funktionen f : G — C, z — f(z). Manchmal schreiben wir fiir f(z) auch
f(x,y), wobei z = x + iy und z,y € R. Weiterhin kann f auch in der Form

f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y)

mit u,v : G — R geschrieben werden. Wir erinnern an den Begriff der Differenzierbarkeit ([8,
Def. 4.1]).

Definition 1.1 Die Funktion f : G — C heif$t in zp € G (komplex) differenzierbar, wenn
eine in zg stetige Funktion g : G — C existiert, so dass

f(z2) = f(z0) + (2= 20)9(2) Vzel (1.1)

gilt. Die Zahl f'(z0) := g(20) heifit Ableitung von f im Punkt z .

Bekanntlich heifit die Funktion g : G — C stetig in zg € G, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so dass g(z) € Uz(g(20)) V 2z € Us(20) gilt. Dies ist dquivalent dazu, dass aus z, — 2
stets g(zn) — g(z0) folgt.

Bemerkung 1.2 In (1.1) kann man sich auf z € U.(29) C G mit einem geeigneten € > 0
einschrinken. Die Bedingung (1.1) ist dquivalent zu

F(2) ~ £(z0)

Z— 2 VZEG\{’ZO}>

9(2) =

und die Stetigkeit von g(z) im Punkt zy ist gleichbedeutend mit der Ezistenz des Grenzwertes
dieses Differenzenquotienten fir z — 2o, d.h.,

Fon) — tim T2 )

Z—20 zZ— 20

7
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Wir schreiben f(z) = f(z,y) mit z = x + iy und erinnern an den Begriff der (reellen) Differen-
zierbarkeit einer Abbildung f : G C R? — R? in 2y = (w0,%0) € G (vgl. [8, Def. 6.4]):

T —z
) = flao.n) + Alwg) | 5750
Y—%Yo
mit A : G — R?*2 stetig in (x9,y0) bzw.
f(z,y) = f(wo,y0) + (v — w0) Ar(z,y) + (y — yo)A2(z,y)
mit Ay, As : G — R? stetig in (zg,30) . Es sind dann

0 f (o, yo)
Ox

Schreibt man f = u+iv mit u,v : G — R, so ist die reelle Differenzierbarkeit von f dquivalent
zu der von u und v.

Of(xo,y0)

Aq(xo0,y0) = = fz(z0,%0) und As(xo,y0) = oy Jy(z0,90)-

Satz 1.3 f : G — C ist genau dann reell im Punkt zy differenzierbar, wenn in zg stetige
Funktionen By, By : G — C existieren, so dass

f(2) = f(20) + B1(2)(z — 20) + B2(2)(Z — Z0) Vz€G
gilt. Dabei ist

Bi(z0) = 5 (o) iy (0)]  und Ba(z0) = 5 [falz0) + 1y (z0)]
Die Zahlen
fola) 1= 5 Ufaleo) = iy (o)) wnd folzo) = 3 [fula0) +ify(20)

nennt man Wirtinger-Ableitungen von f im Punkt zg.

Satz 1.4 Die Funktion f: G — C ist genau dann in zg € G (komplez) differenzierbar, wenn
fin zo reell differenzierbar ist und fz(zp) = 0 gilt.

Beispiel 1.5 Die Funktion f(z) = Z ist wegen fz(z) = 1 nicht komplex differenzierbar.
Folgerung 1.6 Ist f in 2 differenzierbar, so gilt f'(z0) = 3 [fu(20) — ify(20)] = f-(20) und
wegen

0 = fz(20) = fz(20) +1ify(20) = wa(z0,Y0) + ivz (w0, Yo) + iuy(wo, Yo) — vy(To, yo)
gelten die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

uz (20, Y0) = vy(To,Y0),  uy(xo,y0) = —va(To,Y0) -

Ist f: G — C holomorph und f'(z) =0V z € G, so ist f(z) = const auf G.
Man nennt eine Funktion f : G — C holomorph (in G), wenn f in jedem Punkt zy € G
differenzierbar ist. Sie heifit im Punkt zy € G holomorph, wenn ein € > 0 existiert, so dass

f : Us(z0) — C holomorph ist. Eine Funktion f : G; — G2 (G1,G2 C C - Gebiete) heifit
biholomorph , wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch f~!: G5 — G holomorph sind.

Satz 1.7 Die Funktion f : G1 — G ist genau dann biholomorph, wenn f : G1 — G bijektiv
ist, f~1: Gy — G stetig ist und f'(z) #0 Yz € Gy gilt.
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1.2 Potenzreihen

Wir erinnern an den Begriff der gleichméfigen Konvergenz von Funktionenfolgen und -reihen
(vgl. [8, Abschn. 5.1]). Eine Folge von Funktionen f,, : G — C (n € N) heiit gleichméBig
konvergent gegen f: G — C, wenn fiir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so dass

|fn(z) = f(2)]<e ¥Ymn>ny und Vzed

[e.9]
gilt. Die Reihe Z fn(2) heifit gleichméBig konvergent mit der Summe s(z), wenn die Folge der

n=0

n
Partialsummen s, = Z fr gleichméflig gegen s konvergiert.
k=0

Bemerkung 1.8 (Wiederholung)

1. Konwvergieren die stetigen Funktionen f, : G — C gleichmdf$ig gegen f: G — C, so ist
auch f : G — C stetig. [8, Satz 5.6]

oo
2. (Cauchysches Konvergenzkriterium) Die Reihe Z fn konvergiert genau dann gleichmdf$ig
n=0
auf G, wenn fir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so dass

> f(2)
k=n

<e Vn,meN mit m>n>nyg und VzeGqG.

oo
3. (Majorantenkriterium) Ist die Zahlenreihe Z an, konvergent und gilt | fr,(2)| < an Y1 > ng

n=0

o0
undVz € G, so ist Z fn (absolut) gleichmdflig konvergent. [8, Satz5.9]
n=0
oo
4. Ist fn(2) = an(z — 20)", an € C, so sprechen wir von der Potenzreihe Zan(z —2z0)"
n=0

-1
mit dem Entwicklungspunkt zo € C. Die Zahl ro := [lim sup v/ \an]} st der sogenannte
Konvergenzradius dieser Potenzreihe. Es gilt:

(a) Die Potenzreihe Z an(z — 20)" konvergiert absolut gleichmafig auf Uy (2o) fiir belie-
n=0

biges r € (0,70) . [8, Bsp. 5.10]

[e.e]
(b) Die Potenzreihe Zan(z — zp)" ist divergent fir |z — zo| > 1o . [8, Bsp. 3.53]

n=0

Satz 1.9 (vgl. [8], Satz 4.11) Im Fall ro > 0 ist die Summenfunktion s(z) = Zan(z — zp)"
n=0

auf Uy, (2z0) holomorph, und es gilt

s (2) = Zn(n— Deo-(n—k+Dan(z—20)" % VzeUy(n) Vk=1,2,...

n=~k
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S(n)(ZO)
n!

Insbesondere ist a, = ,n=0,1,2,...

1.3 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion
X _n

z
— 0% —
exp(z) = e* = Z ) (1.2)
n=0
ist fiir alle z € C definiert (vgl. [8, Bsp. 3.61]). Nach Satz 1.9 ist somit e* auf ganz C holomorph
(solche Funktionen heiflen ganze Funktionen, engl.: entire functions). Ferner gilt nach Satz
1.9

> n-l ;
(e*) = nzz:l W =e~.

Ferner gilt das Potenzgesetz e*T™W = e*e¥, t,w € C (vgl. [8, Bsp. 3.61]), welches man auch
wie folgt ableiten kann: Es seien w € C eine beliebige komplexe Zahl, aber fest gewahlt, und
f(z) = e #e¥t*  z € C. Es folgt mittels Produkt- und Kettenregel

fl(z) =e eVt —e %"t =0 VzeC
und somit f(z) = f(0) = exp(w). Wir erhalten fiir alle z € C
e et  =¢e" e Fef=1 und e*#£0.

Also gilt e“t# = e%e? fiir alle w, 2 € C. Die trigonometrischen Funktionen (vgl. [8, Bsp.
4.32))

. _i (_1)71 2n+1 d _ - (_1)n 2n
Sin 2 = 7( z un COS 2 = Z z

| |
= (2n+ ! ~ (2n)!
sind ebenfalls ganze Funktionen. Aus Satz 1.9 folgt
(sinz) =cosz und (cosz) = —sinz

sowie aus (1.2) die Euler’sche Formel

cosz +isinz = €%.

Dies fiihrt mit cos(—z) + isin(—z) = cos(z) — isin(z) = e % zu den Formeln

1 /. . 1 . )
cosz =g (612 + 612) und sinz = % (elz - 6_12) . (1.3)
i
Ferner ist
cos(z1 + z2) = 1 (ei(21+22) + e_i(21+22)>
2
1 iz1 iz —iz) —iz
= 5 (e 16 2 + e le 2)
L i) L[ ~ 1/ N 1 .
— 5 <€1z1 + e—lz1) . 5 <6122 + 6—122) + 5 (elzl _ e—1z1> i 5 (elZQ . 6—122>
1 . . 1 . N 1 X . 1 ) )
L) L) oot K o)

= (CO0SZ] COSz9 — Sin z1 sin z9 .
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Analog zeigt man die Giiltigkeit von sin(z; + 2z9) = sin z1 cos 29 4 cos 23 sin 23 .

Nullstellen und Perioden. (vgl. [8, Bsp. 4.32]) Fiir z = z + iy, 2,y € R, ist e* = %l =
e®(cosy + isiny), also |e?*| = e* und arge® = y = Imz. Die Funktion e** bildet das Intervall
z € [0,27) eineindeutig auf den Einheitskreis

T:{eit:te[0,277)}2{26@:\421}

ab. Sei k € Z. Offenbar ist e?™ = 1, also e*T?™F = e?(e?™)k = ¢ d.h. Ty = 27ik ist eine
Periode von e*, und zwar Vk € Z. Ist umgekehrt e*! = €?2, so folgt fiir z := 21 — 20 = z + iy
(z,y € R) die Formel 1 = e* = e®(cosy + isiny). Also sind e =1 (d.h z = 0) und cosy =1,
siny = 0, d.h. y = 27k, k € Z. Somit hat die Funktion e* keine weiteren Perioden aufler
T, =2mik, ke Z.

Wir suchen die Nullstellen von sin z und cos z. Unter Verwendung der Formeln (1.3) erhalten
wir

—iz

O=sinz<=0=e?—e V¥ = =lee2=kr, keZ,

und

. ) . 1
Ozcosz<:>O:e‘Z+e_lz<:>e2‘Z:—1<:>z:<k—|—2>7r, keZ.

Aus den Formeln (1.3) folgt, dass cos z und sin z die Perioden 27k , k € Z, haben. Ist umgekehrt
w € C eine Periode von sin z, so folgt sinw =sin0 =0, d.h. w=kn, k € Z, da sin z nach den
obigen Uberlegungen nur diese Nullstellen hat. Also sind die reellen Perioden 27k, k € Z , auch
die einzigen Perioden von sin z, und analog auch fiir cos z .

Folgerung 1.10 Fir a € R wird der Streifen {z € C:a <Imz < a+ 2} durch die Funktion
z > e* bijektiv auf C\ {0} abgebildet. Das ergibt sich aus der oben erkannten Periodizitit von
e® und der Tatsache, dass die Gleichung e* = w fiir beliebiges w € C\ {0} eine Lisung besitzt,
ndmlich z = x + iy mit x = In |w| und y = arg w.

Weitere Beispiele fiir elementare Funktionen:

sin z
tanz =
Cos z
Cos z
cotz = -
sin z
1 z —z 1 —i(iz) i(iz) .
coshz = 5(6 +e ):§<e +e ):COS(IZ)
: 1 z —z 1 —i(iz) i(iz) i (s
sinhz = 5(6 —e )_5(6 —e ):—ISIH(IZ)

1.4 Die stereografische Projektion

Fiir € > 0 bezeichnen wir bekanntlich mit U.(z9) = {z € C: |z — 29| < ¢} die sogenannte -
Umgebung von zp € C. Ist R > 0, so nennen wir {z € C: |z| > R} eine Umgebung des un-
endlich fernen Punktes P, . Dass es natiirlich ist, von genau einem unendlich fernen Punkt zu
sprechen, zeigt die sogenannte stereografische Projektion der komplexen Zahlenebene auf
die Oberfliche einer Kugel. Dazu legen wir eine Kugel vom Durchmesser 1 auf die komplexe
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Zahlenebene, und zwar im Nullpunkt. Der Bildpunkt P, auf der Kugeloberfliche K der kom-
plexen Zahl z ist der Durchstofpunkt der Verbindungslinie von z zum Nordpol P = (0,0, 1) der
Kugel. Fiir z =z + iy und P, = (§,n, () gilt also

§—0 n—-0_ (-1

z—0 y—0 0-1

und
1\? 1
RGKz{ﬁmOGR&§+ﬁ+<C—Q =4}=ﬂ&mO€W:§+ﬁ=CG—O}
Es folgt
3 " 2, o &+ ¢
T=——, Y= und z° +y° = = ’
- ¢ =0 " 1-¢
so dass ) )
¢ = oty €= T . Y
224+y24+17 > 224942417 " 2 +y2+1
Pz
=

Satz 1.11 Bei der stereografischen Projektion bestehen zwischen z = x + iy und P, = (§,n,()
die Relationen

§ n 2 2 ¢
_ _ -5 1.4
und ) )
z y 2 4y
_ _ _ _ 1.5
= rre L TP e ST Rr gl (1.5)

Dabei gehen Kreise (und Geraden, d.h. Kreise mit unendlichem Radius) in Kreise auf der Ku-
geloberfliche tiber und umgekehrt.

Das Urbild Py, des Punktes P (des Nordpols der Kugel) bei der stereografischen Projektion
nennen wir unendlich fernen Punkt . Die Menge C := C U {P,} heifit abgeschlossene
bzw. kompaktifizierte Zahlenebene. In C kann auch ein Abstand definiert werden, und zwar
durch

d(zl"z?) = |P21 - P22| )

wobei | .| die Euklidische Norm im dreidimensionalen Raum bezeichnet. Es gilt (im Sinne dieser
Metrik) z, — Py genau dann, wenn |z,| — oo . Auflerdem ist (C, d) ein kompakter metrischer
Raum.
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1.5 Ubungsaufgaben

10.

.SeiA:[

a

d

b | . . . . .
. ] eine hermitesche Matrix. Man zeige, dass die Menge

M:{ze@:[z 1]A[‘1Z]:0}

eine Kreislinie oder Gerade ist, falls det A < 0 gilt.

. Beweisen Sie mit Hilfe der Rechengesetze fiir komplexe Zahlen, dass die Innenwinkelsumme

in einem Dreieck 7 betrigt.

. Man zeige, dass fiir komplexe o und § (8 # 0) das Gleichheitszeichen in |a+ | < |a| + ||

genau dann steht, wenn — reell und nichtnegativ ist.

. Fiir welche z € C existieren folgende Grenzwerte:

n n k
(a) lLim 2", (b) lim n2", (c) lim ——, (d) lim Z%.
k=0

n—00 n—00 n—oo | + 22n’ n—00

. Man untersuche folgende Funktionen f : C — C mit Hilfe der Definition 1.2 der Vorlesung

auf Differenzierbarkeit:

(a) J(z) =51, (b) f()=2, (&) f(z)=%, (d) f(z)=3Rez.

. Man untersuche folgende Funktionen auf Differenzierbarkeit und gebe gegebenenfalls die

Ableitung f/(z) an:
(@) f(z) =22, (b) f(2)=2"2, (c) f(z)=Imz,
(d) f(z) = Vlzyl =2 +1iy), (¢) flz) =2Rez, (f) f(z)=]z].

Zeigen Sie, dass die Funktion
—4
e * : z2#0
0 1 z=0

im Nullpunkt nicht stetig ist, aber in jedem Punkt die Cauchy-Riemann’schen Differen-
tialgleichungen erfiillt. In welchen Punkten ist f differenzierbar?

. Bestimmen Sie reelle Konstanten a, b, ¢, fiir die die folgenden Funktionen ganze Funktionen

sind (z =z + iy):

(a) f(z) =x+ay+i(br + cy),
(b) f(z) = cosz(coshy + isinhy) + sinxz coshy + bisinhy).

. Man bestimme Gebiete, in denen die Funktion f(z) = |z — y?| + 2i|zy| holomorph ist

(z =z +iy).
Die Funktion f(z) = u(z,y) + iv(z,y), 2 = z + iy, geniige den Bedingungen

(a) u,v:R? — R,
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(b) f(z) ist ganze Funktion,
() ulw,y) = a* —y* + 2y,
(d) f(0)=0,

Man bestimme v(z,y) .

Sei f(z) = u(z) + iv(z) = p(2)e'?*) eine holomorphe Funktion im Gebiet G ¢ C. Man
beweise: Wenn eine der Funktionen u, v, p, ¢ : C — R konstant ist in G, so ist auch f(z)

in G konstant.

Entwickeln Sie folgende Funktionen in zg € C in eine Potenzreihe:
1

(a) f(z)=¢€*, 29=mi, (b) f(z)zz_i,zoz()7
1 2z +1
= — :—. d = = .
(C) f(Z) (z_i)37ZU 1, ( ) f(Z) (224—1)(24—1)2720 0
Fiir welche komplexen Zahlen z konvergieren die Reihen
z—1 2 —1\?
1+ 22+ +(224+1)2+... 1+2 2
(a) 1+(2z+1)+2z+1)"+..., (b) 1+ Z+1+ <Z+1> +

Bestimmen Sie im Falle der Konvergenz sie Summe der Reihe?
Man berechne die ersten drei Glieder der Potenzreihe von f(z) in 29 = 0 fiir
z
= — b = t .
(2) f(z)=— (D) f(z)=tanz
Entwickeln Sie f(z) = sin?z in 29 = 0 in eine Potenzreihe.
Man beweise die Giiltigkeit der folgenden Beziehungen (z = = + iy):

(a) Resinz =sinx - coshy, Im sinz = cosx - sinhy,

(b) |sinz| = y/sinh?y + sin®

(¢) cosz = cosxcoshy —isinxsinhy.

Auf welchen Teilmengen der komplexen Zahlenebene sind die Funktionen fi(z) = e*,
fa(z) = cosz, f3(z) = sinz reellwertig? Berechnen Sie f; (g(l—i—i)) , fa(m + 1) und

f3(2i).

Man bestimme alle Lésungen w = u + iv € C der folgenden Gleichungen:
(a) e =re¥ (rpeR,r>0), (b) e?=1, (c) ¥ =i,

1

3 (f) sinw=1i.

Man bestimme (fiir k£ € Z fixiert) das Bild des Gebietes

1
(d) sinwzi, (e) cosw =

Gk:{zeC:g(zk—1)<Rez<g(2k+1)}

bei der Abbildung w = f(z) =sinz. Ist f(z) dort eineindeutig?

Man bestimme das Bild f(D) des Gebietes
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15
(a) D={z€ C:Rez >0} bei der Abbildung w = f(z) = 22,
(b) D={2z€C:—7m <Imz < 0} bei der Abbildung w = f(z) = €*,
(c) D={z€C:Rez>|Imz|} bei der Abbildung f(z) = 23.

21. Welche Gebiete D,, C C werden durch f, : C — C, z — z" (n € N) auf die “geschlitzte”
Ebene E = C\ (—o00, 0] eineindeutig abgebildet?

22. Bestimmen Sie die Bildmengen folgender Punktmengen bei der Abbildung w =

1
(a) {zeC:|z—=1]=1}, (b) {z€C:|z|=7r}(r>0),
(c) {zeC:z—;‘—i}, (d) {zeC:Rez=1}.
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Kapitel 2

Wegintegrale und Stammfunktionen

2.1 Wege, Kurven und Wegintegrale

Im Weiteren sei —oco < a < ff < 00

Definition 2.1 Ein Weg (in C) ist eine stetige Abbildung =y : [, ] — C. FEin solcher Weg
heifst Jordan-Integrationsweg, wenn die Abbildung v : [, B] — C stiickweise stetig dif-
ferenzierbar ist, d.h., wenn eine Zerleqgung o = tog < t1 < ... < t,, = [ existiert, so dass
v [tjo1,t;] — C stetig ist Vi = 1,...,m (genauer: v : (tj_1,t;) ist stetig und stetig
auf [tj—1,t;j] fortsetzbar). Unter einer Jordan-Integrationskurve I' verstehen wir das Bild
I'={y(t):a <t<p} eines Jordan-Integrationsweges v . Der Weg bzw. die Kurve heiffen (ein-
fach) geschlossen, wenn () = ~v(B) gilt und ~ : [a,b) — C ingektiv ist. Den Jordan-
Integrationsweg v : [a, f] — C bzw. die zugehirige Kurve I' nennt man stiickweise glatt,
wenn ' (t £0) # 0 fiir alle t € [, 5] gilt

Wir vereinbaren, dass der Weg ~ : [, 5] — C einer Jordan-Integrationskurve I' zugleich eine
Orientierung von I' angibt, d.h., v(«) ist Anfangspunkt von I' und 7(f) Endpunkt von I".
Sind z; = y(t;) € I', j = 1,2, zwei Punkte auf I', so schreiben wir z; < 22 genau dann, wenn

t1 < tg gilt.

Definition 2.2 Es seien v : [a, 5] — C ein Jordan-Integrationsweg, I' = {y(t) : o <t < 5}

die zugehorige Kurve und f : T' — C eine stetige Funktion. Unter dem Wegintegral [ f(z)dz

.
verstehen wir das Riemann-Stieltjes-Integral

B B
[@ra= [ famann = [ rown o
(vgl. [8, Satz 5.42)).

Beispiel 2.3 Es seien y(t) =t, a <t < g (d.h.,I' =[a,8] CR), F'(t) = f(t), t € (o, B) und
F : o, B] — C stetig. Dann ist (vgl. [8, Satz 5.25))

B
/ f(2) dz = / f(t)dt = F(8) — F(a).

17
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Beispiel 2.4 (Grundintegral der Funktionentheorie) Fiir v(t) = zg + Rel*, 0 < t < 2,
R>0und f(2) =(z—20)",n€Z sind ' ={z € C: |z — 20| = R} die Kreislinie vom Radius
R um den Mittelpunkt zo und

27i : o n=-1,

27
/ £(2)dz = iR™! / At gy — L1 . o
s DN i(nt+1)t — . -1
K 0 iR i(n+1) [e }0 0 = n#-l,

n gy 2mi n=-1,
/7(2_20) Z_{ 0 nEZ\{—l},}

Definition 2.5 Fin Weg v heifit rektifizierbar, wenn das Supremum der Lingen aller ein-
beschriebenen Polygonziige endlich ist. Die Lange ((vy) des Weges v ist dann gleich diesem
Supremum.

d.h.,

unabhdngig von R.

Satz 2.6 Ein Jordan-Integrationsweq vy : [, 5] — C ist rektifizierbar, und es gilt
ﬁ /
()= [ 1.
[e%

Bemerkung 2.7 Sind v : [a, f] — C ein Jordan-Integrationsweg, I' = {y(t) : a« <t < B} und
f:T'— C stetig, so gilt
[ fe)a:
.

< f(y) max{|f()| : z € T} .

Das folgt aus

Lf(z) dz

und Satz 2.6.

< / [F@) Y (B)] dt < max{[f(v(t) e <t < 6)!}/ Y ()] dt

67

B B
(63

Satz 2.8 FEs seien I' eine stiickweise glatte Jordan-Integrationskurve mit den stiickweise glatten
Jordan-Integrationswegen (gleicher Orientierung) v : (o, 5] — C und v1 : [aq, f1] — C und
f:T'— C eine stetige Funktion. Dann gilt

/f(z)dz: f(z)dz.
g m

Satz 2.8 erlaubt uns im Falle eines stiickweise glatten Jordan-Integrationsweges und der zugehori-
gen Kurve I' auch [, f(z) dz statt f7 f(2) dz zu schreiben und von einem Kurvenintegral zu
sprechen.

Wir treffen folgende Vereinbarungen:

1. Im Weiteren sei I" stets eine stiickweise glatte Jordan-Integrationskurve, die mittels eines
stiickweise glatten Jordan-Integrationsweges 7 : [a, f] — C parametrisiert ist.
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b
2. Wir schreiben f(z)dz, falls T = {a+t(b—a):0<t <1} = [a,b] die Strecke von

aG(CnachbGCfist.

3. Ist ' C C eine geschlossene Kurve, so sei sie mittels des Weges v : [a, f] — C so orientiert,
dass das von I' berandete beschriankte Gebiet links von I' liegt.

Sind v : [o, 8] — C ein Jordan-Integrationsweg, 0 : [o,3] — C, t — ~v(a+ f —t) ein
Jordan-Integrationsweg, der die zugehorige Kurve entgegengesetzt orientiert. Es folgt

a B
/&@Ww:jéfwm+ﬁ—m¢m+ﬂ—wﬁ=—/‘ﬂw»wwﬁz—éﬂ@w.

2.2 Stammfunktionen

Definition 2.9 Gegeben sei eine stetige Funktion f : G — C. Fine Funktion F : G — C
heifft Stammfunktion von f, wenn F holomorph ist und F'(2) = f(z) fiir alle z € G gilt. Man
sagt, dass f auf G lokale Stammfunktionen besitzt, wenn zu jedem z € G eine Umgebung
U:(z) C G existiert, so dass f : U-(z) — C eine Stammfunktion hat.

Satz 2.10 Es seien F': G — C eine Stammfunktion der stetigen Funktion f : G — C und
v : |, B] — G ein Jordan-Integrationsweg. Dann gilt

/ﬂ@m=Fww»—ﬂwm»

1
Beispiel 2.11 Die Funktion f: G — C, z — 2" hat die Stammfunktion F(z) = T 2
fall Z\ {-1} , wobei G £oon=h
allsn € —1} , wobei G =
C\{0} : n<-1.

Beispiel 2.12 Es seien f(z) = |z|, ['1 = [-1,1] und [y = {€{™D : t € [0, 7]} . Dann folgt
1 1
f(z)dz:/ |z]dz:/ \t\dt:Z/ tdt =1
r, Iy -1 0

f(2)dz= [ |z|dz = / 1-(—i)elm D gt = [lD]r =1 — (1) = 2.
) T's 0

und

Somit hat nach Satz 2.10 die Funktion f(z) = |z| in einem Gebiet, welches T'y und Ty enthilt,
keine Stammfunktion!

1

Beispiel 2.13 Die Funktion f(z) = — besitzt auf C\ {0} keine Stammfunktion. Das folgt aus
z

Satz 2.10 und Bsp. 2.4.
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Satz 2.14 Fine stetige Funktion f : G — C hat genau dann eine Stammfunktion auf G, wenn
fir jeden geschlossenen Jordan-Integrationsweg v : [a, 5] — G

/f(z) dz=0
.
gilt.

Satz 2.15 FEs seien G ein konvexes Gebiet und f : G —> C stetig. Dann besitzt f eine Stamm-
funktion auf G genau dann, wenn fir jede Dreieckskurve A = [zg, 21, 22, 20] C G

/ f(2)dz=0
A
gilt.

Folgerung 2.16 Ist G ein beliebiges Gebiet und fA f(z)dz = 0 fir beliebige Dreieckskurven
A C G, so besitzt f: G — C lokale Stammfunktionen.

2.3 Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie
b o (1+i)7 1
(a)/ zdz,a,beC, (b)/ e*dz, (c)/ coszdz, (d)/ |z|dz .
a 0 0 0

2. Berechnen Sie

1+i
(a) / 2z dz,
0

(b) / idz, wobei I' die gezeichnete Jordan-Integrationskurve ist.
T <

3. Zeigen Sie, dass die Funktion z — Re z in C keine Stammfunktion besitzt.
4. Gegeben seien die Menge G = {z € U1(0) : Rez+Imz > 1} und I' = 0G.

(a) Zeichnen Sie G und I'. (b) Berechnen Sie /

Imzdz. (c) Berechnen Sie/ ®de.
r

r |f<7|2
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Cauchy’scher Integralsatz und
Cauchy’sche Integralformel

3.1 Der Cauchy’sche Integralsatz fiir konvexe Gebiete

Im weiteren bezeichnen wir mit A eine abgeschlossene Dreiecksfliche. Unter einer Umgebung
von A verstehen wir eine offene Menge A C C mit A C A.

Satz 3.1 Es seien A C C, 29 € A und f eine holomorphe Funktion in einer Umgebung von A
mit eventueller Ausnahme von zy, wo sie aber wenigstens stetig ist. Dann gilt

f(z)dz=0.
0A

Satz 3.2 (Cauchy’scher Integralsatz fiir konvexe Gebiete) Die Funktion f : G — C
sei stetig und mit eventueller Ausnahme eines Punktes holomorph. Das Gebiet G C C sei konvex.
Dann besitzt f auf G eine Stammfunktion.

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.2 gilt also wegen Satz 2.14

[{f(z) dz =0

fiir jeden geschlossenen Jordan-Integrationsweg -« : [, B] — G .

Satz 3.3 Es sei f: G —> C holomorph. Dann ist f(z) beliebig oft differenzierbar, und fir jede
abgeschlossene Kreisscheibe U, (zp) C G gilt die Cauchy’sche Integralformel

n! f(€)

2 Jou, (ag) (€ — 2)"H

f(")(z) ¢, z€U(z), n=0,1,2,...

Beispiel 3.4 Fiir gegebene A > 0 und o > 0 berechnen wir das uneigentliche Integral

> Az2 R A2 T a2
/ e " cos(2Aax) dr = lim e " cos(Qhax)dr = | —e Y.
R—o0 —R A

—0o0

(Es gentigt, den Hauptwert zu berechnen, da die Konvergenz des Integrals gesichert ist.)

21
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3.2 Folgerungen

Wir formulieren nun einige Folgerungen aus den Sétzen 3.1, 3.2 und 3.3.

Folgerung 3.5 (Morea) Sei f : G — C stetig. Ist [, f(2)dz = 0 fiir alle Dreieckskurven
OA C G, so ist f holomorph in G .

Folgerung 3.6 Sei f : G — C holomorph in G\ {z0} und stetig auf G. Dann ist f auf ganz
G holomorph.

Bemerkung 3.7 Die Aussage von Folgerung 3.6 kann auf endlich viele Ausnahmepunkte ver-
allgemeinert werden.

Folgerung 3.8 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Sei f : G — C holomorph auf G \ {zo}
und in einer gewissen Umgebung U,(20) C G beschrinkt. Dann existiert eine holomorphe Funk-

tion f auf G mit f(z) = f(z) Vze€ G\ {z0}.

Folgerung 3.9 (Potenzreihenentwicklung) Sind f : G — C holomorph, zo € G und
Ur(z0) die grofite Kreisscheibe mit Ur(zo) C G, dann ldsst sich f(z) in Ugr(zo) in eine Po-
tenzreihe entwickeln, d.h.

f(z) = Zan(z —20)" VzeUgr(2)-
n=0

Dabei gilt

nl 27 — 20)

() 1 ()
n — d€ , =0,1,2,...,
¢ /c‘)Ur(zo) (€ w06,
fir alle r € (0, R) .

Definition 3.10 Sei f : G —> C holomorph. Dann heifit zo € G Nullstelle von f der Ord-
nung k > 1, wenn

fz0) = f(z0) =...= f% V() =0 und f®(z)#0

gilt.

Folgerung 3.11 Der Punkt zg € G ist genau dann Nullstelle der holomorphen Funktion f der
Ordnung k , wenn

f(2) =) an(z—20)", z€Ud(z),
n=k

k

mit einem gewissen € > 0 und ap # 0 gilt, d.h., wenn f(z) = (z — 20)"g(z) mit der holomorphen

Funktion g : Us(20) — C ist, wobei g(zp) # 0 gilt.

Folgerung 3.12 (Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen) FEs sei f : G — C holo-
morph. Folgende Aussagen sind dquivalent:
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(a) f(z)=0Vzed.
(b) f hat in G eine Nullstelle der Ordnung oo .
(¢c) Es ezistiert eine Menge M C G, die wenigstens einen Hdaufungspunkt in G besitzt und fir
die f(z) =0V z e M gilt.
Folgerung 3.13 Sei f : OUr(z9) — C stetig. Wir definieren fiir z € C\ OUR(20)

1 f€)

g(z) = — dg .
( ) 27 AUR(z0) 5 —Z
Dann gilt
(= A _
gy \z) = s ¢, z2€Ugr(z), n=1,2,...,
)= om OUn(z0) (§ — 2)" 1 (0)
und somit -
g9(z) = Zan(z —20)", z¢€Ug(2),

n=0

wobei

C9™(xn) 1 f(6)
B R /8UR(ZO) (§ — z0)n ! -

€ U% (0) gult

Fiir |z — z9| > R und w =

Z— 20
1 1 f(€)
hw::g<z +>:,/ —=—dC.
) " w) T 2w Jovg(e) C— 20— &
Mit ) %
= und dé = ———— = —£24d
: ¢ — 20 . (€ — 20)? s
erhalten wir
1 fleo+ &N de  w 1 f(zo+ &)
h(w) = o= -1 _ -1 2 T 9% fdé’
2mi oU (0) l—wt ¢ 2mi oU (0) {—w
also
1 -~
——h(w) = E%bnw . weU(0),
mit = .
'Bn—l./ et ET) e
2mi Jau, (o) £t
R
Somit ist B
g(z) = —Zgn(z —z) "= Z bn(z — 20)", ze€ C\Ug(z),
n=0 n=-—1
wobei

1 f(©)

27 Joup(z) (€ — 20)" !

dc .

by = —b yq=.. =
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3.3 Ubungsaufgaben

1.

Berechnen Sie unter Verwendung der Cauchy’schen Integralformel das Integral

dz
Ig:=[| ———,
K /Kl+z2

wobei K positiv orientiert und durch folgende Gleichungen gegeben ist:
(@) [z—if[=1,  (b)|z+il=1, (o) 2] =2.

1 / ze*
= | T3 dz
271 Jo (2 —a)?

wenn C ein positiv orientierter, geschlossener Jordan-Integrationsweg ist, der ¢ € C um-
schlief3t.

. Berechnen Sie das Integral

. Berechnen Sie unter Verwendung der Cauchy’schen Integralformel

W [ ey O [ Tt @y [ S

cos z
© [, Era
wobei die geschlossenen (positiv orientierten) Kurven C; gegeben sind durch
(a) |z+1]=1, () [z]=2, (c)]z+2i=3, () |z]=2%, (e)|]z—1]=1,
(f) |z| =7, wobei |a] <r < |b], (g) |z+2|=2.

. Berechnen Sie folgende Integrale mittels Integration der angegeben Funktion f(z) entlang

der (in den Abbildungen) gezeigten Kurven und durch Grenziibergang:

(a)/ cosx2dac,/ sinac2clav,f(z):eiz2
0

0

RE

R

Grenziibergang R — 400
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o [ L e, f2) =

25

d

Grenziibergang R — 400, r —> 40

5. Gibt es eine im Nullpunkt holomorphe Funktion, die in den Punkten z, = %, n € N die
folgenden Werte annimmt:

67...7



26

KAPITEL 3. CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ
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Laurent-Reihen

4.1 Holomorphe Funktionen in Kreisringen

1
Beispiel 4.1 Wir betrachten die Funktion f(z) = ﬁ und suchen nach Potenzreihenent-
z(z —1

wicklungen dieser Funktion fiir verschiedene Gebiete G C C. Als Hilfsmittel verwenden wir die
geometrische Reihe

1 >

1—ZZZZ’ 2| < 1. (4.1)

n=0
(a) G=(z€C:0< |z <1) (punktierte Umgebung von 0): Aus (4.1) folgt
1 - n
(st d (412", |z <1, (4.2)
n=0
und somit
1 1 1 — Z\" 1 =n+2 ,
f(z)—‘zw—‘zz(”“) (1) =+
i

(b) G =(z€C:|z| >1) (Ungebung des unendlich fernen Punktes): Unter Verwendung von
(4.2) erhalten wir

fz) = 217, (11;>2 = ;i(n +1) (;)n = i(n + 1)ine 3

= Z (—m —2)i ™3™ = Z (m 4 2)i"m 1™,
m=—3 m=—3
(c) G=(2€C:0<|z—1i| <1) (punktierte Umgebung von i): Wiederum aus (4.1) folgt
—i 1 1 —i 1 i

flz) = (Z_i)2+z_i_;:(z—i)2+z—i+1—i(z—i)

—i

1 oo
= )2—|—Z_i+2i"+1(z—i)”.
n=0

(z —1

27
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Seien 0 <r < R,a€Cund Ky(r,R)={z€C:r<|z—al] <R}.

Satz 4.2 (Laurent-Reihenentwicklung) FEs sei f: K,(r, R) — C holomorph. Dann gilt

f(z)= Zan(z —a)" + _z: an(z —a)" =: Z an(z —a)", ze€ Ky, R),
n=0 n=-—1 n=-—o00
wobei
an = L 7‘70(0 ¢, nez,

27 Jou, (0 (C— @)t

fiir ein beliebiges p € (r, R) .

4.2 Nochmal zum Cauchy’schen Integralsatz

Definition 4.3 Unter einer Deformation eines Jordan-Integrationsweges 7y : o, ] — C ver-
stehen wir eine stetige Abbildung d : [a, f] x [0,1] — C, (t,0) — d(t,0), fir die 6(¢,0) = y(t),
t € |, 8], gilt und fir die 05 : [o, B] — C, t — (t,0) fiir jedes o € [0,1) sowie §; : [0,1] —
C, o — 6(t,o0) fir jedes t € [a, ] Jordan-Integrationswege sind. Ein geschlossener Jordan-
Integrationsweg v : [a, 5] — Q heifit in Q C C auf einen Punkt zusammenziehbar, wenn
eine Deformation 0 : [a, 8] x [0,1] — Q wvon v existiert, so dass §(a,0) = §(B,0) fir alle
o €10,1) gilt und §(t,1) konstant ist. Fine Gebiet Q C C heifit einfach zusammenhingend,
wenn jeder geschlossene Jordan-Integrationsweg 7y : [a, f] — Q in Q auf einen Punkt zusam-
menziehbar ist.

Satz 4.4 (Cauchy’scher Integralsatz) Sind das Gebiet @ C C einfach zusammenhingend,
f:Q — C holomorph und ~ : [a, f] — Q ein geschlossener Jordan-Integrationsweg, so gilt

/vf(z)dz:().

Folgerung 4.5 (Cauchy’sche Integralformel) Unter den Voraussetzungen von Satz 4.4 gilt

f(”)(z)— 1 /f(f)df n e Ny,
¥

~ ori (€ — z)n+1”

falls z € C in dem von der Jordan-Kurve I' = {~(t) : t € [a, 5]} berandeten und beschrinkten
Gebiet liegt.

4.3 Ubungsaufgaben

1. Man entwickle die Funktion f(z) = in folgenden Gebieten in eine Laurentreihe:

b
z(z—1)

(a) 0< |zl <1, (b)o<|z—1] <1, (¢) 1<z < o0,
d)1<]z—2I<2, (e)|z—2]<1.
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2. Man entwickle die Funktion f(z) = ﬁ in folgenden Gebieten in eine Laurent-
z—1)(z —

reihe:
(a) 1 <zl < 2, (b) 2 < |z| < 00, (0)0<|z—-2|<1, do<l|z—1]<1.
3. Man bestimme die Laurent-Reihe der Funktion f(z) = -

RS Y im Kreisring
{zeC:1< 2| <V2}.
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Das Residuenkalkiil

5.1 Isolierte Singularititen

Definition 5.1 Man nennt zy eine isolierte Singularitdt der Funktion f(z), wenn f(z) auf
einer punktierten Umgebung K.,(0,e) = U:(20) \ {20} holomorph ist. Diese Singularitit zo heifst
dann

(a) hebbare Singularitiit , wenn eine holomorphe Punktion f : U.(z) — C existiert, so

dass f(z) = f(z), z € K;,(0,¢), erfillt ist,

(b) Polstelle, wenn le |f(2)| = oo gilt,
Z2—20

(c) wesentliche Singularitit , wenn sie weder hebbar noch Polstelle ist.

Satz 5.2 Es sei zg eine isolierte Singularitit der Funktion f(z) . Die Singulatitit ist genau dann

(a) hebbar, wenn ein § > 0 existiert, so dass f(z) auf K,(0,0) beschrdankt ist,
(b) Polstelle, wenn eine natiirliche Zahl n > 1 existiert, so dass
Mylz = 20| < |f(2)] < Mol — 2] ™, 2 € Ky (0,0),
mit gewissen Konstanten My, Ms,§ > 0 gilt,
(c) wesentliche Singularitit, wenn fir jedes wy € C eine Folge {z,},> | C C existiert, so dass

lim z, = 20 und lim f(z,) = wq gilt.
n—oo n—oo

Die Zahl n in der Aussage (b) des Satzes 5.2 nennt man Ordnung der Polstelle zj .
oo
Folgerung 5.3 Sei f(z) = Z an(z — 20)", z € Up(20) \ {20} . Die isolierte Singularitit zo

n=—oo
st genau dann

(a) hebbar, wenn ap, =0, n=—1,-2,... gilt,

31



32 KAPITEL 5. DAS RESIDUENKALKUL

(b) Polstelle, wenn ein k < 0 mit ar, # 0 und a, = 0 fir n < k ezistiert,
(c) wesentlich, wenn a, # 0 fiir unendlich viele negative n gilt.
—00 [o.¢]
Man nennt Z an(z — z0)" den Hauptteil und Z an(z — z0)" den Nebenteil der Laurent-
n=—1 n=0

Reihe von f(z) im Punkt 2.

Beispiel 5.4 FEs gilt

snz _1§s (D" awn g CU"
z z = (2n +1)! Cn+ 1) 7

n=0
. ) ) _ sin z
d.h., zo = 0 ist hebbare Singularitit der Funktion f(z) = . Fir
1
W)= ie
sind zg = 0 eine Polstelle 1. Ordnung und z1 = i eine Polstelle 2. Ordnung. Die isolierte

Singularitit zg = 0 der Funktion

1

o0
-y =
- |
=0 n:

W =

h(z)=e

ist wesentliche Singularitdt.

Die Funktion f : C\ Ur(0) — C sei holomorph. Dann heifit

f(z)= Z apz", |z| > R,

n=—0oo

o0
Laurent-Reihe von f(z) im unendlich fernen Punkt, wenn Z a_p&" die Laurent-Reihe

n=-—oo

1
von g(§) = f <§) im Punkt & = 0 ist. Der unendlich ferne Punkt heifit hebbare Singularitét,
Polstelle bzw. wesentliche Singularitit von f(z), wenn dies fiir £ = 0 und g(&) der Fall ist. D.h.,
nach Folg. 5.3, P ist hebbare Singularitdt genau dann, wenn a, = 0, n > 0, Polstelle genau

dann, wenn a, # 0 und a, = 0, n > k fiir ein £ > 0, wesentliche Singularitit genau dann, wenn
ayn # 0 fiir unendlich viele positive n gilt.

erhalten wir

1
Beispiel 5.5 Fiir die Funktion f(z) = T

—Z

VS DN S - P
g(f)f<£> rmXe <t
d.h. -
Fey==3 e o> 1,
n=1

und Py, ist Nullstelle 1. Ordnung von f(z). Der unendlich ferne Punkt ist Polstelle n-ter Ord-
nung des Polynoms
p(z) =ap+ a1z + ...+ apz",

wenn an, # 0 ist. Py, ist wesentliche Singularitit von e* | sinz und cos z .
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5.2 Der Residuensatz

Sind f : G — C holomorph mit eventueller Ausnahme isolierter Singularitéiten und z € G, so

nennt man die Zahl
1
resf =5 [ f©)de
OU:(z)

27

Residuum der Funktion f im Punkt z, wobei € > 0 so zu wéhlen ist, dass in Uz(z) C G keine
weitere Singularitidt aufler z liegt.

Satz 5.6 (Residuensatz) Seien G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und die Funk-
tion f : G\N — C holomorph, wobei N die Menge der isolierten Singularititen von f bezeichne.
IstT'C G\ N ein geschlossener Jordan-Integrationsweg, so gilt

/f(z)dz = 2ri Z res, f ,
r

zE€Np

wobei die Nr C N die Menge der isolierten Singularititen von f bezeichnet, die innerhalb von
T liegen.

e}

Bemerkung 5.7 Ist f(z) = Z an(z—a)",0<|z—al <e, so gilt resqf =a_; .

n=—oo

Berechnung von Residuen im Fall einer Polstelle:

o0

1. Es sei a Polstelle 1. Ordnung von f(z). Dann gilt f(z) = Z an(z — a)"™ und somit
n=-—1
oo
. _ L  yn_
lnyz ~)7(2) = Jig S sz~ 0" =
n—

d.h.
res,f = lim(z — a)f(2) .

z—a

2. Hat f(z) in a eine Polstelle 1. Ordnung und ist g(z) in a holomorph, so gilt

res,fg = lim (= — a) f(2)g(2) = (resaf) g(a).

3. Es seien f(z) in a holomorph und a eine Nullstelle 1. Ordnung von f(z). Dann hat g(z) =
1

f(2)

in a eine Polstelle 1. Ordnung, und es folgt

. Z—a . 1 1
resq,g = lim —— = lim =

T SNTE —J@  fla)

zZ—aQ
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4. Es sei a Polstelle n-ter Ordnung von f(z), n =1,2,... Dann sind

o0

)= 3 e mat wd o) = <z—a>nf<z>=§)akn<z_a>k.
Es folgt
resaf = a-1= agn-1)-n = g((:__l)l(;) ,
also .
resaf = e (= o TR
Beispiel 5.8 Fliir
U 1)1(2 —1)2
erhalten wir
esif = (z-Df(z)| = ! __ ! 1

=i (i) - 12|, 2i([i-1) —2i2 4’

e (Ci-)(i-12 1’
;o= i 1 _ 2z 1
e = 2, @20, 2

P
Beispiel 5.9 Es seien f(z) = QEZ; eine rationale Funktion, die keine reellen Polstellen hat,
z

und der Grad des Nennerpolynoms Q(z) um mindestens 2 grifier als der Grad von P(z). Somit

existiert ein R > 0, so dass alle Polstellen von f(2) in Ugr(0) liegen und |f(2)| < c|z|72 fiir
|z| > R gilt. Aus dem Residuensatz folgt (vgl. Skizze)

/ f(z)dz = 2xi Z res, f .
T

z€C,Im z>0

Gl

-R

Dabei gilt

f(z)dz
'y

/ F(Re")Riett dt‘ < R/ f(Relt)| dt < % —0, R— o0,
0 0



5.2. DER RESIDUENSATZ 35

also

/Oof(x)d:v:27ri Z res, f .

o z€C,Im z>0

/°° x? dx
oo Lt

Es gilt 1+ 2% = (2 — 20) (2 — 21) (2 — 22)(2 — 23) mit

Beispiel 5.10 Wir berechnen

ix s . iT
4, z1=1e'1, z9g = —e'd, 23 = —ie'4

Zo — €
i+1
V2

1+ 2t = (2= 20)(z — 21)(22 — (20 + 23)2 + 2223) = (2 — 20) (2 — 21) (22 + V2iz — 1).

i
und e's =

. Es folgt zo + z3 = —v/21 und somit

2
Wir wihlen f(z) = T und berechnen
z
res,, f = G = 4 = I
0 (z—z21)(22+V2iz—1)[,_, (20— 21)(z +V2i20—1) 2v2(i—-1) ’
res,, f = — !

2V/2(i4 1)

so dass nach Beispiel 5.9

oo g2 . i i T
——— dz = 2ni - - - = —
N 2v2(i—1) 2v2(i+1) V2
15t.
Beispiel 5.11 (Das Argumentprinzip) Es sei zg eine isolierte Nullstelle oder eine isolierte

Polstelle der Ordnung m der in Us(z0) \ {20} holomorphen Funktion f(z). Es folgt f(z) =
(z = 20)™h(z), h(z0) # 0 und

Fi(z) = m(z = 20)" " h(z) + (2 — 20)" W ().

Damit ist
F(=) _ mh(z) + (= = 2)l(2)
f(=) (z = 20)h(2)
Wir erhalten
R T Ol
“r fz) | '

Somit ergibt sich aus dem Residuensatz: Ist die Funktion f: G — C bis auf isolierte Polstellen
auf dem einfach zusammenhdingenden Gebiet G holomorph und liegen auf der geschlossenen
Jordan-Integrationskurve I' C G keine Nullstellen und keine Pole von f(z), so ist

1 !/
L,
2mi T f(Z)
gleich der Differenz aus der Zahl der Nullstellen und der Zahl der Polstellen der Funktion f(z)
(jeweils mit threr Ordnung gezdhlt), die innerhalb von I liegen.
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Satz 5.12 (Satz von Liouville) Eine ganze und beschrinkte Funktion ist konstant.

Satz 5.13 (Partialbruchzerlegung) Die Funktion f : CU{Px} — CU{Px} sei holomorph
mit eventueller Ausnahme von isolierten Polstellen. Dann ist f(z) eine rationale Funktion.

Satz 5.14 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nicht konstante Polynom
p(z) =apnz" +...+a1z+ag, a;€C,

besitzt mindestens eine Nullstelle in C.

Wir stellen uns noch die Frage:

Was ist das Residuum im unendlich fernen Punkt?

Sind f : C\ Ur(0) — C holomorph und f(z) = Z anz", |z| > R, die Entwicklung von f
im unendlich fernen Punkt, d.h. -

f(z"hH = Z a_n2", 0<|z] <R,

n=—oo
so ist fiir ein beliebiges Ry > R
1

resp,.f =5~ — f(z)dz=—a_.

Folgerung 5.15 Hat f : CU{Px} — CU{Px} hdchstens endlich viele Singularititen, so gilt

Z res, f =0.

2€CU{Px}

5.3 Ubungsaufgaben

1. Man entwickle folgende Funktionen an den im Endlichen liegenden Singularitéiten und im
Punkt Py in eine Laurentreihe und gebe das Konvergenzgebiet an:
1

@@ =cl=2, () 1) =5,
1 .
©f@)=c 2, (@ f)==7

2. Man charakterisiere die Art der Singularitét und bestimme das Residuum von f(z) an der
Stelle zg :

() f(z) =sin—=—, m=1, (b)f(z)zl_;ez, 20 =0,
(© F2) = Ty =0, (@) f(2) =cotz, =0,
22— 247
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3. Berechnen Sie moglichst effektiv die Residuen von f(z) an den angegebenen Stellen

1

(a) f(z):ma

21 =—3,20=09, 23 = Py,

(b) f(z) = (sinz —cosz)™ !, 20:%,
(¢) f(z) =cotz, =nm,n€L,
(d) f(z) = ¢ ,c#0, 20, 21, wobei zg # 27 .

(z —20)"(z — 21)

4. Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:

e? icot z dz
a —dz, b / —dz, c / —.
(&) /|z=1 z (b) 2j=2 2(z — 1) ) 1iozj=2 1+ 22

5. Berechnen Sie folgende uneigentlichen Integrale:

(a)/ e n=012,.., (b)/ e a1’
oo 44 o0 d
©f e @ [ Gtgoa=t2s.
oo TV +1 —oo T H1
:ESiIlOéfL'd 0 Hi is: Betracht Si . zel?
() | —zg7dw, @>0. Hinweis: Betrachten Sie f() = 57
o0 mn_l o0 dl’
¢ R W ——
()/_Ooxn-m_l T, n 1 ’ <g)/1 Va2 =1
T
d
6. Berechnen Sie / 756'
0o 24 cosx
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Kapitel 6

Logarithmus- und Potenzfunktionen

6.1 Zweige des Logarithmus

Wir vereinbaren C* := C\ {0} .

Definition 6.1 Es sei G C C* ein Gebiet. Unter einer Logarithmusfunktion bzw. einem
Zweig des Logarithmus verstehen wir eine stetige Funktion g : G — C mit der Eigenschaft
9 =2 Vze@.

Satz 6.2 Ist g : G — C eine Logarithmusfunktion, so ist g auf G holomorph und es gilt

1
g'(z):; VzedG.

Satz 6.3 Fliir ein Gebiet G C C* sind folgende Aussagen dquivalent :

(a) Auf G existiert eine Logarithmusfunktion.
(b) Die Funktion f(z) = 2~ hat auf G eine Stammfunktion.

(c) Jede geschlossene Jordan-Integrationskurve I' C G umschliefst nicht die Null.
Beispiel 6.4 Auf C* existiert kein Zweig des Logarithmus!

Beispiel 6.5 Sei G = C\ (—o00,0]. Wir definieren den sogenannten Hauptzweig des Logarith-
mus Log : G — C durch

d lzl ¢ @
Logz—/ ¢ _ a:+/ idy =In|z| +1ip
[ 0

1,2] ¢ B 1z
mit p € (—m,7) und z = |z| €% . Man schreibt fiir ¢ auch Argz (Hauptzweig des Arguments).

Da Log z auf der positiven reellen Achse mit In z iibereinstimmt, gilt fiir |2| < 1

< (1)
Log(1+z2) = Ziz”.
n
n=1

Beachte: Es gilt Log (z122) = Log z1 + Log z2 nur dann, wenn Argz; + Argzy € (—m, 7).

39
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Beispiel 6.6 Wir stellen uns die Frage, ob man eine Funktion f(z) = logz? so definieren
kann, dass f : C\ (—00,0] — C holomorph ist. Fiir Rez > 0 ist 22 € C\ (—00,0], so dass wir
f(2) = Log 2? setzen kinnen. Fir z = |z|e'¥, =% < ¢ < I, ist also f(z) = Log (|z[?¢*¥) =
21n|z| + 2ip. Aus Stetigkeitsgrinden ergibt sich damit

f(z) =2In|z| + 2ip = 2Logz Vz=|z|é¥, -1 <p<m.

6.2 Exponential- und Potenzfunktionen

Es seien a € C* und loga ein Logarithmuswert von a, d.h. €8¢ = ¢. Dann ist f : C — C,
z > €798 eine ganze Funktion, wobei f'(z) = (loga)f(2) fiir alle z € C gilt. Fiir f(z) schreibt

man auch a®, womit also d—az = (loga)a® gilt.
z

Definition 6.7 FEs seien log : G — C ein Zweig des Logarithmus und b € C. Dann nennt man
20 = eP198 2 cinen Zweig der b-ten Potenz auf G .

Es gilt

d b
dizb _ 7€blogz _ be—logzeblogz _ be(b—l)logz —. bzb—l Vzeq.
z z

Den Hauptzweig der b-ten Potenz definiert man als z° := e?198% 2 € C\ (—00,0]. Es folgt

[e.e]

(1+2)°= chzk, |z| <1,
k=0

mit ¢g = 1 und (vgl. auch [8, Bsp. 4.36])

bb—1)...(b—k+1 _
U T A

1 dF
HE(H

C —

b
= k=1,2,...
=0 <k>7 ) <

Beispiel 6.8 (Beispiel fir die Konstruktion einer mittelbaren Funktion) Wir betrachten die
-1

Funktion f : G — C, 2z — z
z+1

2=0

und stellen die Frage: Wie bzw. unter welchen Voraussetzungen

[z —1
kann man eine holomorphe Funktion z 1 auf G definieren?
z

(a) Sei G = C\ {-1,1} . Dann ist f(G) = C\ {0,1}, da die Gleichung f(z) = w fiir jedes
w e C\{0,1} eine Lisung in G besitzt und f(z) ¢ {0,1} Vz € G. Auf C\ {0, 1} existiert

kein Zweig des Logarithmus, so dass

1 nicht als holomorphe Funktion auf G erkldrt

werden kann.

(b) Sei G = C\[-1,1]. Dann ist f(G) = C\(—o0, 0], und wir konnen mit Hilfe des Hauptzwei-
ges des Logarithmus die holomorphe Funktion

z—1 1 z—1
= ~L =: G
S o (lam=) ot wec

definieren. Es ist dann z.B.

: I —i-1 1 N ) 1-i
g(—i) = exp <2Log —i+1) = exp (2Log(—1)> exp( 4) =75




6.3. UBUNGSAUFGABEN 41

6.3 Ubungsaufgaben

1.

. Man zeige, dass sich auf C\ [—1,1] eine holomorphe Funktion f(z)

Man bestimme alle méglichen Logarithmen
(a) logi, (b) log(1+1)%, (c) log(—1).

. Man berechne

(a) Log (3 — 4i)*, (b) Log (-2 + /5i),

wobei Log den Hauptzweig des Logarithmus bezeichnet.

.Essei U = {z€C: % <|z] <2, Rez >0}, und Log bezeichne den Hauptzweig des

Logarithmus. Man skizziere folgende Mengen:
(a) U,
(b) LogU ={w e C:w="Logz,z€ U},
(c)explU={weC:e¥=2€U}.

. Bestimmen Sie eine Stammfunktion der (reellen) Funktion f(z) = (22 — 4z +5)!

(a) durch reelle Rechnung,
(b) durch Zerlegung von 2% — 4z + 5 in (komplexe) Linearfaktoren.

. Man verwende zur Definition der komplexen Potenzen jeweils den Hauptzweig

des Logarithmus und berechne
(a) 1 +1), (b)) (1+1)%  (c) 5>

. Berechnen Sie alle moglichen Werte fiir folgende Ausdriicke

(a) if, (b) i3,

Es sei z = rel?, r > 0, p € [—, 7). Zeigen Sie, dass sich fiir w = 2w durch geeignete Wahl
i(p+25m)
eines Zweiges des Logarithmus fiir log z jeweils genau eine der Zahlen w; = {/re et )

7=0,...,n—1 ergibt.

= Vz4 - ﬁmeren
ldsst, welche fiir reelles x > 1 mit der reellen Wurzelfunktion f(z) = vz zusam-
menfallt.
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Kapitel 7

Konforme Abbildungen

7.1 Begriff der konformen Abbildung

Es seien v; : [oj, 8] — G C C zwei glatte Jordan-Integrationswege, die sich im Punkt zy =
Y1(t1) = 72(t2), t; € (ey,Bj), schneiden. Ferner seien f : G — C eine in 2pG holomorphe
Funktion, I'; = {v;(?) : aj <t < a;} und I'; = f(I'j). Die Richtung von 7;(¢;) ist gleich der
Richtung der Tangente an I'; im Punkt zq . Ist nun f’(20) # 0, so ist die Richtung von f’(20)7}(t;)
gleich der Richtung der Tangente an I'; im Punkt wy = f (z0) . Der Schnittwinkel zwischen T';
und I'y im Schnittpunkt zg ist also gleich dem Schnittwinkel zwischen den Bildkurven I'1* und
I'y% im Schnittpunkt wg . Eine Abbildung f mit dieser Eigenschaft nennt man winkeltreu im
Punkt zp. Eine in zp holomorphe Funktion f mit f/(zg) # 0 ist also in 2y winkeltreu. Offenbar
ist die Abbildung z — 22 im Punkt zy = 0 nicht winkeltreu.

iy iv A

Definition 7.1 Fine Abbildung f heifit (lokal) konform in zo, falls f in zo holomorph mit
f(20) #0 ist. Ist f : G — C in jedem zy € G konform, so heifit sie konform im Gebiet G .

Satz 7.2 (Riemann’scher Abbildungssatz) Seien G und G* einfach zusammenhdingende
und echte Teilgebiete von C. Dann gibt es eine konforme Abbildung f : G — G*, die au-
Berdem bijektiv ist.

43
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Bemerkung 7.3 Aus dem Satz von Liouville folgt, dass es keine konforme und bijektive Abbil-
dung von C auf den Kreis {z € C: |z| < 1} geben kann.

Satz 7.4 (Satz iiber die Ridnderzuordnung) Die Rinder OG und 0G* seien geschlossene
Jordan-Integrationskurven, und f : G — G* sei konform und bijektiv. Dann ist f zu einer
stetigen und bijektiven Abbildung f : G — G* fortsetzbar. (Man kann diesen Satz auf Gebiete
ausdehnen, deren Rdnder den unendlich fernen Punkt enthalten.)

7.2 Mobius-Transformationen

Unter der Spiegelung an einem Kreis mit Mittelpunkt z*x und dem Radius r > 0 versteht man

folgende Abbildung z — 2/ = s(z). Ist z = 2%, 50 2/ = Py. Ist 2 = Py, so 2/ = 2*. Ist

z € C\ {2*}, so liegt 2’ auf dem Strahl von z* durch z, wobei |z — z*| - |2/ — 2*| = r? gilt. Es
2

ist also s(z) = o firzeC \ {z*} .
z—z*
Fiir gegebene komplexe Zahlen a,b,c,d mit |a| + [b] > 0 und |c| + |d| > O definieren wir

f:C — C durch
az+b

= . 7.1
fls) = 220 (7.)
a b Py : a#0,
Im Fall ¢ =0 ist f(z):gz—i-gund [(Pso) = b 0 Im Fall ¢ # 0 ist
- : a=0.
d

1 a ad bc—ad 1 a a d
= - d)+b——| = - Pe) = —, —— ) =P,
/() cz+d C(CZ+ )+ c} c cz—l—d+c’f( ) c f( c>
und man kann z — f(z) als Nacheinanderausfithrung der Abbildungen

bc_adz2+% (7.2)

1
zz1=cz4Hd—>z2o=—rH—w=
z1

schreiben. Die durch (7.1) definierte Funktion f(z) ist somit genau dann nicht konstant, wenn
ad—bc#0 gilt. In diesem Fall heifit z — f(z) M6bius-Transformation.

Satz 7.5 Die durch (7.1) definierte Mobius- Transformation (d.h., ad — bc # 0) f : C — C ist
bijektiv. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch
b—dw

cw—a

2= w) =

Die erste Ableitung einer Mobius-Transformation (7.1) ist gleich

;o ad—=bc ; o d
f(Z)_(CZ+d)2?£O’ EC\{ 0}7

so dass folgender Satz gilt.

Satz 7.6 Eine Mobius-Transformation (7.1) ist im Fall ¢ # 0 eine konforme und bijektive
Abbildung der Menge C\ {—%l auf die Menge C\ {%} , im Fall ¢ =0 von C auf C.
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Jeden Kreis in der komplexen Ebene kann man in der Form (vgl. Aufgabe 1 im Abschnitt 1.5)
K={z€C:azz+B2z+Bz+7y=0} (7.3)

mit o,y € R, 3 € C und ay < |3|? schreiben, wobei wir es im Fall & = 0 mit einer Geraden
(einen Kreis durch den unendlich fernen Punkt) zu tun haben.

Satz 7.7 Jede Mobius-Transformation bildet Kreise auf Kreise ab, wobei wir Geraden als Kreise
durch Py, auffassen.

Satz 7.8 Es seien f(z) eine Mobius-Transformation, K ein Kreis sowie z1 und zy Spiegelpunkte
beziiglich K. Dann sind wi = f(21) und we = f(z2) Spiegelpunkte beziiglich f(K).

Beispiel 7.9 Wir suchen alle Mébius-Transformationen, die die obere Halbebene auf die Ein-
heitskreisscheibe und einen gegebenen Punkt zg mit Im zg > 0 auf wg = 0 abbilden. Aus Satz 7.4
folgt | f(Pxo)| =1 und somit a # 0. Wir wihlen a = 1. Es folgt

z+0b
w = f(Z) - CZ+d
und b
<0
= = d.h. b=—z.
0=/f(z) czo+d’ =0
Nach Satz 7.8 ist f(Zy) = P und somit
12— 2
f(z) = cz—7

Damit die reelle Achse auf die Einheitskreislinie abgebildet wird, bleibt nur noch |f(0)| =1 zu
fordern, d.h. |c| = 1. Wir erhalten

Z— 20

fz) =€

z2—7Z
wobei ¢ € [0,2m) beliebig gewdhlt werden kann.
Beispiel 7.10 Wir suchen alle gebrochen linearen Abbildungen (7.1), die den Einheitskreis auf

den FEinheitskreis abbilden und einen gegebenen Punkt zg mit |zo| < 1 auf wg = 0. Wir erhalten
wieder

. Z— 20
J2) = cz+d’
1
Aus f <) = Py, folgt
20
1 z—2
f(Z) - % 1— 2%7
und die Bedingung |f(1)| =1 liefert |d*| =1, also
_ 1<p Z_ZO
fo) = FE

p € [0,27) beliebig. Man beachte, dass dieses Ergebnis auch fir zo = 0 gilt!
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7.3  Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass die Mobiustransformationen (d.h. die gebrochen linearen Abbildungen
£(2) = az+b
cz+d
bilden.

mit ad — be # 0) beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe

2. In welche Figuren gehen folgende Mengen bei der Abbildung f(z) = (2)_1 (Spiegelung am
Einheitskreis) iiber?

(a) {z€C:|z| =71}, r>0,

(b) {z€C:|e—1]=1},

(c) {z€C:Rez=1},

(d) eine beliebige Gerade durch zp # 0.

3. Man bestimme das Bild

(a) des Einheitskreises {z € C : |z| < 1} bei der Abbildung w = . : ,
—z
1—
(b) der rechten Halbebene bei der Abbildung w = T : ,
z
(c) des ersten Quadranten bei der Abbildung w = =k
z

4. Geben Sie die allgemeine Form einer gebrochen linearen Abbildung an, die den Einheits-
kreis auf die untere Halbebene abbildet.

5. Fiir die Abbildung w = Q bestimme man das Bild der reellen Achse, der imaginéren
Achse und des Einheitskreises sowie alle Fixpunkte.

az+b
cz+d

6. Man bestimme eine gebrochen lineare Abbildung w = , die

(a) die Punkte —1,i,1+ 1 in die Punkte 0,2i,1 — 1,
(b) die Punkte —1, Py, i in die Punkte Py, i, 1

iiberfiihrt.

7. Man zeige, dass die Hyperbeln {(:c, y) ERZ:zy = Cl} und {(m,y) ER?: 2% — 9% = C’g}
fiir beliebige Konstanten C7,C > 0 senkrecht aufeinander stehen.

7.4 Die Joukowski-Funktion

Wir definieren

w—J(z)—(z—l—i), 2eC\ {0} . (7.4)
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Wir vereinbaren w = v+ iv, z =rel? , u,v € R, r >0, 0 < ¢ < 27. Es folgt

u + v

N |

Also ist (7.4) dquivalent zu

1
U=

1 (7‘ el 4 1 e_i@>
2 r

. 1 .
r(cosp +1i sing) + —(cos p — i sin @)
r
1 1 i 1\ .
—|r+—-Jcosp+ - |r——|siny.
2 r 2 T

1 1 1Y\ .
r+—)cospy und v=—=|r——|singp.
2 r 2 r

(7.5)

Folgerung 7.11 Die Joukowski-Funktion J hat folgende Eigenschaften:

1. J{r=1}) = {cosp:0< ¢ <2r} = [-1,1]. Dabei wird im Bild das offene Intervall
(—=1,1) zweimal durchlaufen.
2. Firr # 1 folgt aus (7.5)
u? v?
B+ P Be-Dr

d.h. die Bilder der Kreise (|z| =), r >0, r # 1, sind Ellipsen mit der Ezzentrizitit

/B

d.h. mit den Brennpunkten +1 .

(-

O -Be-T

3. Das Bild der positiven reellen Achse {7" v po=0,1r> 0} 15t

{u—i—w:u:2

1 1
<r+r),0:0,r>0}:[1,oo).

Dabei wird (1,00) zweimal durchlaufen. Analog ist das Bild der negativen reellen Achse

das Intervall (—oo,—1]. Das Bild der positiven imagindren Achse {r v o= g, r > O}

15t

{u—i—iv:uzO,vz

1 1
<r—>,r>0}:iR,
2 r

was auch gleich dem Bild der negativen imagindren Achse ist.

4. Wir betrachten die Halbgeraden G, = {r et p > 0} fir0<a<m,a# g Aus (7.5)

folgt dann
1 1 1 1\ .
u=—-|r+—-)cosa und v=-[(r——|sina
2 T 2 r
bzw. ) )
u v
— =1. 7.6
cos?a  sin?a (7.6)

Hieraus ergibt sich, dass das Bild von G der rechte Ast der Hyperbel (7.6) fir0 < a < g

und der linke Ast der Hyperbel (7.6) fiir g < a < ist (Brennpunkte +1).
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1 1
5. Es ist J'(2) = 3 <1 - z2> # 0 fir z # +1 und z # 0. Also ist J(z) auferhalb dieser
Punkte winkeltreu, d.h. die Ellipsen und Hyperbeln aus 2. und 4. stehen senkrecht aufein-

ander.

6. Wir sehen, dass sowohl
JAlz] <13\ {0} — C\ [-1,1]

als auch
J:A{|lz| > 1} — C\ [-1,1]

bijektiv und konform sind.

Zur Joukowski-Funktion

7.5 Ebene stationire Stromungen

Wir betrachten eine ebene stationdre (d.h. zeitunabhéngige) inkompressible und reibungsfreie
Strémung in einem Gebiet G C R2. Den Geschwindigkeitsvektor im Punkt (x,y) € G schrei-

ben wir in der Form v(z,y) = [vi(z,y),v2(z,y)]’ und nehmen an, dass v : G — R? stetig
differenzierbar ist. Weiterhin sei die Strémung frei von Quellen und Wirbeln, d.h.
0 0
divv:%—i—ai;:O in G (7.7)
und 5 5
rotvzﬁ—aiyl:0 in G. (7.8)

Aus (7.8) folgt die Existenz eines Skalarfeldes ¢ : G — R, so dass v = grad ¢ und somit

= gi , Vg = g;j Damit ist nach (7.7)

U1

_3290 82cp_8vl+%_0.

A= T e T Ty

Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ : G — R mit Ay = 0 auf G heifit harmonisch
auf G . Wenn wir also von einem stetig differenzierbaren Geschwindigkeitsfeld v(x,y) ausgehen,
suchen wir eine in G harmonische Funktion ¢(z,y) .
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Folgerung 7.12 Sei f = u +iv : G — C holomorph. Dann gelten die Cauchy-Riemannschen

Differentialgleichungen
ou  Ov ou v

%:@7 @:_%’ (7.9)
so dass
9%u 0% d%u 0%
——=—— und — = —-———
ox?  0x0y oy? 0x0y
und somit
ou o
oz? = Oy

gilt, d.h. v : G — R ist harmonisch. Das gleiche gilt fiir v: G — R. Real- und Imagindrteile
holomorpher Funktionen sind also harmonische Funktionen.

Folgerung 7.13 Es sei u : G — R eine harmonische Funktion. Wir suchen eine zu u kon-
jungiert harmonische Funktion, d.h. eine Funktion v : G — R, so dass f = u + iv auf G
holomorph ist. Wir wdhlen ein zg = xo+iyo € G und betrachten vorerst z = x+iy € Us(29) C G .
Die Funktion f(z) muss den Bedingungen (7.9) geniigen, so dass wir fir z € U (20)

o y) = — / 8“@’ Y g 1 o(y)

mit einer noch unbekannten reellwertigen Funktion ¢(y) erhalten. Dann erfillt v(x,y) die zweite
der Bedingungen in (7.9). Zur Bestimmung von ¢(y) verwenden wir die erste Bedingung und

erhalten Pu(z.y) (5 ) (5 )
u\zT,Y) - Y )
) — - [TEE g ) = [TTHED de ).
Es folgt
’ _ 6U(1‘,y) N azu(gay) _ 8u($07y)
o=t - [ St e =
und somit Y ou( )
o ulxo,n
P(y) = /y . dn + const,
l
o o(z )_/yau(a:o,n)d _/z Ouls, y) d¢ + const (7.10)
Y= w O g v Oy ’ '

Mit diesem Ergebnis kann man zeigen, dass zu jeder gegebenen harmonischen Funktion v : G —
R auf einem einfach zusammenhdingenden Gebiet G eine bis auf eine Konstante eindeutig be-
stimmte konjungiert harmonische Funktion v : G — R existiert. (Hinweis: vgl. (7.10), Wegun-
abhingigkeit von Kurvenintegralen, uy(z,y) dx — uz(x,y) dy ist wegen Au = 0 ein vollstindiges
Differential)

Wir schreiben fiir z = x + iy

v(z,y) = v(z) = vie,y) +iva(a,y) -

Es sei ¢ : G — R eine zu ¢ : G — R konjugiert harmonische Funktion. Dann ist

f(z) = flz+1iy) = p(z,y) + (2, y)
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in G holomorph. Man nennt f(z) das komplexe Stréomungspotential , p(x,y) das Poten-
tial der Stromung und ¥ (zx,y) die Stromfunktion des Stromungsfeldes v(x,y). Die Kurven
{(z,y) € G : ¢(z,y) = konstant} sind Stromlinien. Gibt es Punktquellen bzw. -wirbel, so ist f(z)
dort singulér. Ferner folgt aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

dp  Op O O
= — _—— =1 — = . 7.11
VD)= g +igh =g —igt =T (711)
Ist I' C G ein geschlossener Jordan-Integrationsweg, so sind der Fluss Fr durch I' und die
Zirkulation Zr entlang I' gegeben durch

A= / or(e,y) dy — va(z,y)dr und  Zp = / (e, y) dz + va(z, ) dy.
T T

Dies kann in komplexer Form

Zp—i-in—/
r

() = ien(ay)] do +idy) = [ oGz = [ P (1)
r r
geschrieben werden.

Beispiel 7.14 Der (unendlich lange) Kreiszylinder {z € C: |z| < 1} werde zirkulationsfrei um-
stromt. Im Unendlichen sei die Stromungsgeschwindigkeit konstant gleich v > 0. Damit ist
G =R2\{z€C:|z| <1}, also nicht einfach zusammenhingend. Falls doch ein Strémungspo-
tential f(z) existiert, so ist f' : G — C nach (7.11) holomorph und beschrinkt im unendlich
fernen Punkt. (Man beachte, dass das Problem durch Spiegelung am Einheitskreis in ein Problem
iber der Einheitskreisscheibe transformiert werden kann.) Es folgt

a_ a_
Fl2) = voo + — 4 24, || > 1.
z z

Es sei R > 1 und I'r = OUR(0). Wir erhalten unter Verwendung von (7.12)
f'(2) dz = 2wia_y = Zp,, +iFr, = iFr,, .
Tr

Fir R — 1 folgt wegen Fr, =0, dass a_1 = 0 und somit

gilt. Da I'y Stromlinie sein soll, was dquivalent dazu ist, dass die Ableitung g—i in Richtung der
Normalen auf Ty verschwindet, muss ¥(x,y) auf T'y konstant sein. Deshalb ist das Bild f(T'1)
eine zur u-Achse parallele Strecke. Da wir wissen, dass die Joukowski- Funktion diese Figenschaft
hat, machen wir den Ansatz
1
f(z) =« <z+z> .

Wegen f'(2) = a(1 — 272) folgt a = voo und mit z = r e (vgl. (7.5))

o(z,y) = Voo (T+i> cosf, P(z,y) = v (T— 1> sin 6 .

r
Die Stromlinien {(x,y) € R : ¢(z,y) = konstant =: 28 v} erhdilt man also aus den Gleichungen
1 28

r siné’
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d.h.
p B2

r=— -
sin 6 sin? 6

+1,

falls B # 0, und als
{lz| =1} u{0=0,r>1}U{f =7,r > 1},

falls B = 0. Die Staupunkte der Strémung, d.h. die Punkte z mit v(z) =0, sind z = +1 (vgl.
(7.11)).

3 T T T T T T T

Zirkulationsfreie Umstromung eines Kreiszylinders
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Kapitel 8

Anhang

8.1 Zum Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes

Die folgenden Uberlegungen dienen als Vorbereitung auf den Beweis des Riemannschen Abbil-
dungssatzes (Satz 7.2).

1. Wir erinnern an den Satz {iber implizite Funktionen aus der reellen Analysis. Sind D C
R™*™ eine offene Menge und

_ 1 -
fl(xlu-‘wxmayl)"'ayn)
f:D—R", “;m > :
1
. fn(xla'-'ammvylv"'ayn)
L Yn |

eine stetig differenzierbare Abbildung sowie (2°,y") € D ein Punkt mit

f(xoa yO) = @a
wobei die Matrix of 0 0) "
T,y
iy = | 2B
. Oy j,k=1

reguliir ist, so existieren offene Umgebungen U C R™ von z° und V C R” von y" sowie
eine stetig differenzierbare, bijektive Abbildung g : U — V mit f(z,g(z)) =© Vz € U.
Dabei gilt

9 (x) = —fylz. g(x)) " folw,9(x)), zeV,
wobei

of(z, e
fz(x7y) = |: f]a( y) :| :
Lk Jk=1
2. Wendet man diese Aussage auf die Funktion F'(w, z) = w — f(z) anstelle von f(z,y) an, so
kann man folgendes zeigen: Eine in zp holomorphe Funktion mit f’(z¢) # 0 ist in zy lokal

biholomorph, d.h., es existieren offene Umgebungen U von zp und V von wq := f(zp),

53
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so dass f : U — V bijektiv ist, die Umkehrfunktion f~!: V — U ebenfalls holomorph

ist und (f~(w) = f’(f‘ll(w)) gilt.

. Die Funktionen p(z) = 2*, k = 1,2, ..., sind in jedem Punkt zy # 0 lokal biholomorph.

. Sind g : G — C holomorph, k € {1,2,...} und g(z9) # 0 fiir ein 29 € G, so existieren

eine Umgebumg U von z und eine holomorphe Funktion h : U — C mit g(z) = [h(2)]"
VzelU.

Beweis. Es sei Z eine k-te Wurzel von wg = g(z0), d.h. ZF = wp. Aus Z # 0 und 3.
folgt die Existenz einer Umgebung U von % ~und einer Umgebung V' von wyg, so dass

U —V biholomorph ist. Sei h : V — U die entsprechende Umkehrfunktion. D.h.,
es gilt [h( )]¥ = w. Da g stetig ist, existiert ein 6 > 0, so dass g(z) € V ¥z € Us(20). Fur
h(z) = h(g(2)) und U = Us(zp) folgt dann

() = [h (g()]F = g(z) VzeU.

g

. Wir wissen bereits: Ist zp € G eine Nullstelle k-ter Ordnung der holomorphen Funktion

f:G— C,sogilt

o0

Z cn(z—20)", z€Up(20), cr #0,

n=~k
also
oo
f(2)=(z—20)* |en + Z Chan(z — 20)"| =: (2 — 20)%g(2)
n=1
mit der holomorphen Funktion g : U,(29) = C und g(20) = ¢, # 0. Nach 4. existiert eine

holomorphe Funktion & : Us(zp) — C mit [A(z)]* = g(2), woraus mit f(z) = (z — 20)h(2)
die Beziehung

folgt, wobei f: Us(z0) — C holomorph und zjy einfache Nullstelle von f(z) ist.

Satz 8.1 Ist z eine k-fache, k > 1, Nullstelle der holomorphen Funktion f, so existieren
eine Umgebung U von 2o und_eine holomorphe Funktion f : U — C mit der einfachen
Nullstelle 2o, so dass f(z) = [f(2)]F, 2 € U.

. Wir verwenden die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Satz 8.1. Dann ist also f:

U —» C holomorph, f(z0) =0, f'(z0) # 0 und f(z) = [f(2)]F Vz € U. Nach 3. existieren
Umgebungen Uy von 2y und V von 0, so dass i : Up — V biholomorph ist. Sei ¢ > 0
so gewéhlt, dass Us(0 ) C V mit 6 = ¥e. Mit U bezeichnen wir das vollstindige Urbild
von Us(0) beziiglich f, d.h. U = {z eC: f(2) e Us(0 )} Da f stetig ist, ist U eine offene
Menge. Ferner gilt zg € U . Die Funktion z* bildet Us(0) auf U.(0) ab. Dabei wird jeder

Wert w € U.(0) \ {0} genau k-mal angenommen. Es folgt, dass f = f* die Umgebung U
von zp auf Uz(0) abbildet und dabei jeden Wert w € U.(0) \ {0} genau k-mal annimmt.
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Satz 8.2 (Blitterzahl bei einer Nullstelle) Es sei zy eine k-fache Nullstelle der ho-
lomorphen Funktion f. Dann existiert fiir alle hinreichend kleinen € > 0 eine Umgebung
U = U. von 2y, so dass f auf U jeden Wert w € U-(0)\ {0} genau k-mal annimmmt und
f(z) =0 nur bei z = 2y gilt.

7. Sei f auf dem Gebiet G holomorph. Dann ist auch f(G) eine zusammenhingende Menge.
Seien wy = f(20) € f(G) und f # const. Dann hat die Funktion g(z) = f(z) — wp in zo
eine Nullstelle endlicher Ordnung. Nach Satz 8.2 existiert ein e > 0 mit Uz(wg) C f(G),
d.h. f(G) ist auch offen.

Satz 8.3 (Gebietstreue) Ist f : G — C auf dem Gebiet G holomorph und nicht kon-
stant, so ist das Bild f(G) auch ein Gebiet.

Satz 8.4 (Maximumprinzip) Ist f auf dem Gebiet G holomorph und nicht konstant,
so ezistiert kein zo € G mit |f(2)| < |f(20)] V2 € G. (Also: Ist zusitzlich f : G — C
stetig, so kann |f(z)| nur auf dem Rand von G sein Maximum annehmen, was natiirlich
fiir kompaktes G immer der Fall ist.)

Beweis. Seien zp € G und |f(2)| < |f(20)|Vz € G.Dannist f(G) C Ur(0) mit R = |f(z0)|
und f(zp) liegt auf Rand von Ugr(0). Somit existiert kein ¢ > 0 mit der Eigenschaft
U:(f(20)) C f(G) im Widerspruch zum Satz 8.3. O

8. Es seien f : U1 (0) — U1(0) holomorph und f(0) = 0. Dann gilt

flz) = i ez = zi a2V = 29(2)
n=1

n=1

mit der holomorphen Funktion ¢ : U1(0) — C. Es folgt f/(0) = ¢(0). Fiir |z| =r < 1 gilt
1 1
|f(2)] =r|g(2)] <1, s0dass|g(z)] < - Vz € C mit |z] =r. Nach Satz 8.4 ist |g(z)| < —
r r

Vz € U.(0). Fir r — 1 — 0 erhalten wir |g(z)] < 1 Vz € Ui(0), also |f(2)| < |7|
Vz € U1(0). Nehmen wir nun an, dass ein zg € U1(0) \ {0} mit |f(z0)| = |20]| existiert, so
folgt [g(20)| = 1 und nach Satz 8.4 g = const in U1(0), d.h. g(z) = €' fiir ein ¥ € R. Also
ist f(z) = ze'”. Gleiches folgt, wenn wir |f/(0)] = 1 annehmen, da wegen f'(0) = g(0)
dann [g(0)| = 1 gilt, was nach Satz 8.4 wiederum g = const impliziert.

Satz 8.5 (Schwarzsches Lemma) Seien f : U1 (0) — U1(0) holomorph und f(0) =0.
Dann gilt |f'(0)] < 1 und |f(z)| < |z| Yz € Ui(0). Euxistiert ein zop € U1(0) \ {0} mit
|f(20)] = |20| oder ist |f'(0)] =1, so ist [ einfach eine Drehung um einen Winkel 9 € R,
d.h. f(z) = zel? V2 € Uy(0).

Nun zum eigentlichen Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes: Es sei G ein echtes und
einfach zusammenhéngendes Teilgebiet von C. Wir zeigen, dass es eine holomorphe und bijektive
Abbildung f : G — U1(0) gibt. Aus Satz 8.2 folgt dann f/(z) # 0 fiir alle z € G, Satz 8.3 liefert
dann die Stetigkeit von f~!: U;(0) — G und Satz 1.7 die Holomorphie von f~!: U;(0) — G'.
Hat man dann also zwei echte und einfach zusammenhéngende Teilgebiete G; und G2 von
C und die biholomorphen Abbildungen f1 : G; — Ui(0) bzw. fa : Go — U1(0), so ist
Iy Lo f1 : G — G5 eine Abbildung mit den gewiinschten Eigenschaften.
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1. Wir zeigen, dass es stets eine injektive und holomorphe Abbildung f : G — U;(0) gibt.

(a) Der Fall, dass eine Kreisscheibe U,(z9) C C\ G existiert: Die Abbildung z —
realisiert eine solche gewiinschte Abbildung.

(b) Der andere Fall: O.E.d.A. nehmen wir an, dass 0 ¢ G gilt. Da G einfach zusam-
menhéngend ist, kann es keinen geschlossenen Jordan-Integrationsweg in G geben,
der die Null umschliet. Somit gibt es einen Zweig des Logarithmus log : G — C
(vgl. Satz 6.3). Fiir die Wurzelfunktion g : G — C, z — ez log= gilt dann [g(2)]? = 2
Vz € G . Insbesondere ist g : G — C injektiv. Da aber [—g(2)]? = [g(2)]? gilt, folgt
—g(2) € 9(G) Yz € G. Ist also U,(wp) C g(G), so ist Up(—wp) N g(G) = 0, und

wir kénnen ¢g noch mit der Abbildung w — o (vgl. (a)) verkniipfen, um das
w + wo

Z — 20

Gewdlinschte zu erhalten.

2. Wir konnen nun annehmen, dass G C Up(0) gilt und o0.E.d.A. auch 0 € G. Es sei F die
Menge der injektiven und holomorphen Funktionen f : G — U;(0) mit f(0) =0.

Satz 8.6 Ist f € F nicht surjektiv, so existiert ein f1 € F mit |f1(0)| > |f'(0)].

Beweis. Es seien zg € U1(0) \ f(G) und

g:UL(0) — U1(0), 2+ =20

1 —7%z

Nach Beispiel 7.10 ist g biholomorph. Damit ist 0 & (g o f)(G) =: G , und G ist einfach
zusammenhéngend. Also gibt es einen Zweig des Logarithmus log : G — C, und wir
definieren

h(z) = ezl —; vz, z€G.

Dann ist hogo f : G — U;(0) eine injektive Abbildung. Wir setzen z; = h(—z0) = h(g(0))

und
—

- 1—712
Es folgt f1 € F. Die Abbildung

g91(2) sowie fi=gjiohogof.

hi: UL(0) — U1(0), == g7 ([o7 4 (2)]?)

ist nicht nur eine Drehung um den Nullpunkt. Aus dem Schwarzschen Lemma (Satz 8.5)
folgt |h7(0)| < 1 und somit

[F/(0)] = [(h1 © £1)'(0)] = [n3(0)] - [ /1(0)] < |£1(0)].

3. Wir zeigen: In F gibt es ein f, mit der Eigenschaft

SO = 1f(0) VfeF. (8.1)

Nach der Cauchyschen Integralformel gilt fiir U,(0) C G und jedes f € F

1/ f2) .
2mi Jou,0) 2

7)) = -

<
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Dies zeigt, dass
or =sup{|f'(0)]: f€F} <oo

[ee]

gilt. Es sei nun (ﬁ)
Es bleibt zu zeigen, dass es in F eine Funktion f, mit klim jj’tk(O) = f1(0) gibt. Dazu
—00

C F eine Funktionenfolge mit der Eigenschaft lim ‘fZ(OH = 0.
n=1 n—00

bendtigen wir einige Aussagen aus der Theorie der lokal gleichméfiigen Konvergenz von
Folgen holomorpher Funktionen.

Definition 8.7 FEine Folge (fy), =, , fn : G — C holomorpher Funktionen heifit lokal
gleichmiflig konvergent, wenn sie auf jeder Umgebung U.(z) C G gleichmdfig konver-
giert.

e Die Grenzfunktion einer lokal gleichméflig konvergenten Folge holomorpher Funktio-
nen ist holomorph.

o Mit (fn), -, konvergiert auch (f}),~; lokal gleichmiBig, und zwar gegen die Ableitung
der Grenzfunktion von f, .

e Fiir eine lokal gleichméfBig konvergente Folge holomorpher Funktionen f, : G — C
und eine beliebige Zahl w € C gilt: Ist die Anzahl der Nullstellen von f,—w : G — C
durch die Zahl M beschrinkt, so ist die Grenzfunktion f(z) entweder konstant w oder
f — w hat auch hochstens M Nullstellen.

e Jede lokal beschriankte Folge holomorpher Funktionen besitzt eine lokal gleichméfig
konvergente Teilfolge.

Es existiert also eine lokal gleichméflig konvergente Teilfolge <f~‘nk) . Bezeichnen wir

k=1
deren Grenzfunktion mit f. : G — U;(0), so ist diese holomorph, so dass nach dem Satz
iiber die Gebietstreue (Satz 8.3) gilt: f(G) C U;1(0). Sie ist auch injektiv, also f, € F.

Und letztendlich gilt (8.1).

Nach Satz 8.6 ist f(G) = U1(0).

8.2 Harmonische Funktionen

Wir erinnern an den Begriff der harmonischen Funktion und die Folgerungen 7.12 und 7.13 zur
Existenz einer konjugiert harmonischen Funktion.

Satz 8.8 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen)
(a) Besitzt die harmonische Funktion v : G — R in einem Punkt zo = (z0,y0) € G ein
lokales Extremum, so ist u konstant auf G .

(b) Sind u : G — R harmonisch und u : G — R stetig, so nimmt die Funktion u(z,y) ihr
Mazimum und thr Minimum auf dem Rand 0G von G an.

Sei f : Ur+:(0) — C holomorph fiir ein gewisses ¢ > 0. Nach der Cauchyschen Integralformel
gilt dann fiir alle z € Ur(0)

2w it
fo— ! 1) 4o _ L [* f©Re

_27711 aUR(O)g—Z _271' 0 Reit—z

dt,
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d.h. ) ()R
1 /2 F(6R
z) = — —dt. 8.1
1o -5 [ EE 1)
Hierbei, wie auch im weiteren, ist £ = Rel’. Fiir ein festes z € Ug(0) ist die Funktion
_ [

holomorph in einer Umgebung von Ug(0). Damit kénnen wir (8.1) auf ¢g(¢) anwenden und

erhalten
flz) 1 [ fOR?

Ry eogr
Hieraus folgt wegen |R? — £z| = [£(€ — 2)| = R|¢ — 2|

1 2 R2 _ 2
10 =5 [ rot =l (82)
Die Funktion | R | ’2
— |z
Pp(&,2) = o [E— 22

nennt man Poissonkern fiir den Kreis Ug(0) . In Polarkoordinaten & = Rel! | z = rel” hat er

die Gestalt
1 RZ — 2

21 R? — 2Rrcos(t — 9) + 12"

Folgerung 8.9 Fs gilt
2m
/ PR(S,Z)dtZI VZEUR(O).
0

Die Voraussetzungen fiir die Integraldarstellung (8.2) lassen sich abschwéchen, namlich wie folgt.

Satz 8.10 (Poissonsche Integralformel fiir den Kreis)

(a) Ist u:Ugr(0) — R stetig und auf Ur(0) harmonisch, so gilt fiir alle z € Ur(0)

27
u(z) = /0 u(€)Pr(¢. z) d

wobei & = Re' zu setzen ist.

(b) Ist g : OUR(0) — R stetig, so ist u : Ur(0) — R mit

2
u(z) = /0 9(§)Pr(&,2)dt, =ze Ugr(0),

harmonaisch.

Wir betrachten das Dirichlet-Problem
Au=0 in G, u=g auf 90G. (8.3)

Dabel ist g : 0G — R eine gegebene stetige Funktion. Gesucht ist eine stetige Funktion
u : G — R, die in G harmonisch ist. Aus dem Maximumprinzip (Satz 8.8) folgt, dass das
Problem (8.3) hochstens eine Losung hat.
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Satz 8.11 Fir den Fall G = Ug(0) ist
2 . .
u(z) = / g(Re™)Pr(Re™, 2)dt, z€@,
0
die Lisung von (8.3).

Wir l6sen jetzt das Dirichletsche Randwertproblem (8.3) fiir die obere Halbebene G = C4 =
{z € C:Imz > 0} . Dabei setzen wir voraus, dass g : R — R eine stetige Funktion ist, fiir die
die beiden Grenzwerte lim,_, 1+ g(x) endlich und gleich sind. Wir suchen also eine in der obe-
ren Halbebene {(m,y) cER?2:y>0,z¢ R} harmonische Funktion, die auf deren AbschlieSung
{(:c, y) ERZ:y>0,2€ R} stetig ist und der Bedingung u(z,0) = g(z), x € R, geniigt.

Sei zg = xg + iyg mit yg > 0 fest gewdhlt. Die Funktion

zZ— 20

w=f(z) =

zZ =z

ist eine holomorphe Abbildung der oberen Halbebene auf den Einheitskreis {|w| < 1} (vgl.
Beispiel 7.9). Nach Satz 8.10 ist

i) = e {/o%g(f‘l(ei%) rtw do}

o el —w

harmonisch in {|w| < 1} , wobei u(e'?) = g(f '(€l¥)), 0 < ¢ < 27, gilt. Somit ist die Funktion
u(z) = u(f(z)) harmonisch in C, , und fiir z = f~(el¥) € R gilt u(z) = u(el¥) = g(x). Wir
erhalten also unter Verwendung der Substitution

. . t—
t=f"1(e%¥) bzw. €Y= 0

t—Zo

die Formel
t—z20 2—2p

u(z) = lRe C>og(t) =% 2-% Y0 dt
T t—z0 2—20 (mg—t)2+y3
t—2y 2z—2o

—00

Fiir z = 2 folgt die Poissonsche Integralformel fiir die obere Halbebene

[ Yo
= — t)———— dt.
u(x07y0) T /Oog( )(‘TO _ t)Q +y3

Definition 8.12 Fine Funktion f : G — C hat die Mittelwerteigenschaft, wenn f stetig
ist und wenn fir alle zo € G eine Umgebung Ur(z9) C G existiert, so dass

1 2w

f(zo):% i f(zo +relt)ydt Yre (0,R]

gilt.

Satz 8.13 FEine auf G stetige Funktion ist genau dann harmonisch, wenn sie die Mittelwertei-
genschaft hat.
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