Probeklausur Funktionentheorie mit Lésungen

Arbeitszeit: 120 Minuten
1. Berechnen Sie Real- und Imaginirteil u(x,y) und v(x,y) der Funktion f(z) = ze *
z=x+1iy.

e Esist f(z) = (z+ iy)e_(x2_92+2ixy) = ey2_’”2(x + iy) [cos(2zy) — isin(2zy)] , so dass

u(z,y) = ey’ [x cos(2zy) + y sin(2zy)] ,

v(z,y) = ey’ [y cos(2zy) — z sin(2zy)] .
(2P)

2. Es sei G C C ein Gebiet.

(a) Wann nennt man eine Funktion f : G — C im Punkt zy € G differenzierbar und
wann in zg holomorph?

f(z0 +h) — f(20)

e Differenzierbarkeit: 3f'(z0) := lim
h—0 h

Holomorphie: 3f'(z) V2 € U.(2p) fiir ein gewisses € > 0

(2 P)
(b) In welchen Punkten der komplexen Ebene ist die Funktion f : C — C, z — zRez
differenzierbar?
e Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind nur in zg = 0 erfiillt. Dort
gilt f(z) = f(z0) + (2 — 20)g(z) mit der in zy stetigen Funktion g(z) = Rez.
Also: f ist nur in zg = 0 differenzierbar.

(2P)
3. Bestimmen Sie das maximale (offene) Konvergenzgebiet der Reihe
] n 2
z—1 z—1 z—1
142 =1+2 2
+ Z(z 1> + z—l—lJr (z+1) +
n=1
Wie lautet dort ihre Summenfunktion?
1\? 2 (z-1\" ~1
<z n 1> +...= —1—|—2T;) (z 1) konvergiert fiir j-l— 1‘ < 1 gegen

z—1
z+1
durch [z — 1| < |z +1] <= (r—-1)?2 < (z+1)? < x>0 (wobei z = x +1iy), d.h.,

die Reihe konvergiert auf {z € C: Rez > 0} .

die Summenfunktion 2 ( > — 1 = z. Das Konvergenzgebiet ist charakterisiert

3 P)
4. Entwickeln Sie die Funktion f(z) = %1 nach Potenzen von z und nach Potenzen von
Z —_—
z — 1. Geben Sie jeweils das maximale (offene) Konvergenzgebiet der Reihen an.
oo
o f(z)= =AM g < (2 P)
n=0
1 1 1 1 1 1
== = —(z—-1)"t 4+
* JE) =3 <Z—1+z—|—1> == +41_1—,z
2

1
252—1 - ( ) (z—=1", 0<|z—1]<2 (3P)



5. Entwickeln Sie die Funktion f(z) = (22 — 1) um 2z, = 1 in eine Laurent-Reihe und
geben Sie das maximale (offene) Konvergenzgebiet an.

o0

o Wegene“’zzw—'Vwe(Cgilt fur z € C\ {1}
o

X (z-1)" (Dt

flz) = (z—i—l)(z—l)zom:(z—l—i—2)zom

(1) —(z-Dm . R 5-2n "

D D DLt B s )
n=0 n=0 n=2
(4 P)
6. Berechnen Sie folgende Integrale (Ergebnisse in der Form z = x + iy):

(a) |z|>dz, T'1 - oberer Halbkreis von 2 nach 0 mit dem Mittelpunkt 1 und Radius 1

Iy
e Mit der Substitution z = €l + 1, dz = ie? dp und |2|? = 2(1 + cos ) ist das
Integral gleich

™
2i/ (14 cosp)(cosp +ising)dy
0

4 1 i 1
:Qi/ {cosg0+2(1+cos2<p)} d(p—Q/ [sin<p+2sin2g0] dp=mi—4.
0 0

3 P)
(b) / 22 dz
|z—1]=4 # — 1
e Nach der Cauchy’schen Integralformel (oder dem Residuensatz) ist
/ sz, dz=2risini=n(e ! —e).
lz—1j=4 # — 1
(2P)
(c) / 2dz fiir die Féllea =1 und a =5
|z—1|=a (Z + 2)(’2 - 21)2 a a
e Nach dem Cauchy’schen Integralsatz ist das Integral im Fall a = 1 gleich Null.
(1P)

e Im Fall a = 5 ist nach dem Residuensatz

. . -2 2
/|le:5 f(z)dz = 2mi(res_o f + resg; f) = 2mi <(_2 i + Gt 2)2> =0.

(2 P)



> cos(ax) dz

7. Berechnen Sie / 3 fira>0.
0 1 + e
iaz eicyz e~
e Ausres;—— = - = —— und dem Residuensatz folgt fiir R > 1
1+22  z+i|,, 2
R iz iz R d
7T€a—/ ¢ 2dz+/ S 2dz—2/ 7cos(ax)2:c+IR
R1+Z \z|:R,|mz201+Z 0 1+.’E
mit R .
Izl < —aRsing g, < S (R 00).
W< | e P < o 50 (R — o0)
Es folgt

/°° cos(ax)dr mwe @
0 1 + 1’2 2 ’

(4 P)

8. Mit Log : C\ (—o0,0] — C bezeichnen wir den Hauptzweig des Logarithmus. Berech-
nen Sie unter Verwendung des Hauptzweiges des Logarithmus die Potenz (Logi)! in der
trigonometrischen Form r ¥ .

o (Logi)i = (Zi) = ¢los(51) = (i 5+5) — ~5ilng (1P)

9. Bestimmen Sie das Bild des Kreisringes {z € C: 1 < |z| < 2} unter der Abbildung

z

w:f(z)zz_l.

Welche Menge wird durch f auf die offene Einheitskreisscheibe abgebildet?

e Wir haben es mit einer Mobius-Transformation zu tun. Es gilt f(1) = Py, f(—1) =
1 1—1i

! sowie f(0) =0, so dass

{2l > 1}) = {Rez > ;} |

Aus f(2) =2, f(-2) = g und f(Z) = f(z) sowie f(1) = Py folgt

4 2
s < ={:-3|>3}-
Es folgt
f{l<|z|<2})=<z€eC: z—% >g Rez>1
B ' 3173 2f
(3 P)
e Die Umkehrabbildung lautet f~1(w) = Ll f(w) . Daraus folgt

1
T{weC:|w<1}) = {wE(C Rew<2}

(1P)



