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1. Man zeige, dass lim
x1→0

lim
x2→0

f(x1, x2) und lim
x2→0

lim
x1→0

f(x1, x2) existieren, lim
(x1,x2)→(0,0)

f(x1, x2) aber

nicht:

(a) f(x1, x2) =
x1 − x2
x1 + x2

(b) (HA) f(x1, x2) =
x21x

2
2

x21x
2
2 + (x1 − x2)2

.

2. Man zeige, dass für f(x1, x2) = (x1 + x2) sin
1

x1
sin

1

x2
die Grenzwerte lim

x1→0
lim
x2→0

f(x1, x2) und

lim
x2→0

lim
x1→0

f(x1, x2) nicht existieren, aber lim
x→(0,0)

f(x) = 0 gilt.

3. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie für x, y, z, u, v ∈ X

(a) |d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y) (b) |d(x, y)− d(u, v)| ≤ d(x, u) + d(y, v).

4. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie

(a) Der Durchschnitt endlich vieler und die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen sind
offen.

(b) (HA) Für abgeschlossene und disjunkte Mengen A und B existieren stets auch offene und
disjunkte Mengen U und V mit A ⊂ U und B ⊂ V .

(c) (HA) Der Abstand zweier abgeschlossener disjunkter Mengen kann Null sein. (Man gebe
ein Beispiel an.)

(d) Es ist dist(A,K) := inf
x∈A, y∈K

d(x, y) > 0, falls A abgeschlossen, K kompakt und A∩K = ∅.

(e) Für jede Menge M 6= ∅ und jedes ε > 0 ist die Menge U := {x ∈ X : dist(x,M) < ε}
offen.

5. Auf Rn seien die Normen ‖ · ‖, ‖ · ‖1, ‖ · ‖∞ definiert durch

‖x‖ =

(
n∑

k=1

|xk|2
)1/2

, ‖x‖1 =
n∑

k=1

|xk|, ‖x‖∞ = max
k=1,...,n

|xk|.

Zeigen Sie, dass für alle x ∈ Rn gilt ‖x‖ ∼ ‖x‖1 ∼ ‖x‖∞. Welche Konsequenz hat das für die
Konvergenz auf Rn?

15. Hausaufgabe

Abgabetermin: 24.06.2016

1. Lösen Sie alle mit (HA) gekennzeichneten Aufgaben der 15. Übung.

2. Zeigen Sie lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x
2y2 = 1.

3. Für die durch z = f(x, y) gegebenen Funktionen zeichne man die Projektionen einiger Höhenlinien
in die xy-Ebene.

(a) z = xy
x2+1

(b) z = e
x−y
y , y 6= 0 (c) z = x2+y2

2y , y 6= 0.


