Lineare Algebra II

16. Ubung — Orthogonale Basen, Orthogonale Unterriume

1. Sei der R mit dem gewohnlichen Skalarprodukt ausgeriistet. Orthogonalisieren Sie
die folgenden Systeme {ay, az, az}

[ 1] [ 1] [ 1]
(a)a1: 0 , g = 1 , A3 = 1
| 0] | 0] | 1]
[ 1] [ 0 ] [ 1]
(b)al— 0 , Qg = 1 , 3 = 1
| 0 | 1 | 1
[ 1] [ 1] [ 1]
(C)a1: 1 , g = 1 , A3 = 0
| 1] | 0] [ 1]
[ 1] [ -1 ] [ 5]
(d) (HA)a,=| =2 | ,a2= 0] ,a3=1] -3
2 -1 | | =7 ]
_ 1_ __g_ ~ 6_
(e) (HA) ay = —2 , Qg = -3 , A3 = -3
| 2] [ 5 | | —6 ]

2. Seien a; = 3[1,-1,1,-1]", ay = $[-1,1,1, —1]".

Y Y )

(a) Man finde as, a4 so, dass {a;};_, eine orthonormale Basis im R* (mit {iblichem
Skalarprodukt) ist.

(b) Sei U = lin{ay, as}. Geben Sie U an!

(c) Stellen Sie den Vektor b = [1,1,1,0]7 als Summe b = b; + by mit b; € U, by € U~
dar!

(d) Geben Sie den orthogonalen Projektor P : R* — R* imP = U, an! Bestimmen
Sie ker P!

(e) Berechnen Sie den Abstand des Vektors b aus (c¢) zum Unterraum U!

3. Sei g : R3 x R* — R folgende Funktion

g ((z1, 72, 73), (Y1, Y2, Y3)) = T3y1 + Tayo + T1Y3 .

Ist durch g ein Skalarprodukt im R3 definiert?

1 1
4. Seien A € L(R?*,R?) und [A] = | 1 —1 | die Matrixdarstellung von A in der kano-
0 1
nischen Basis.



(a) Geben Sie mit Hilfe einer orthonormalen Basis in im A denjenigen Vektor & an,

fiir den gilt  ||[A]Z — b|| = m%ﬁn |[A]z —b]|, wenn
TER2
1 1 2
(al) b=101|, (HA) (a2) b=] 1|, (HA) (a3) b=|0
1 1 1

(b) Geben Sie alle Linksinversen von A an!
(¢c) Bestimmen Sie die Linksinverse AT, fiir die # = A'b gilt.
(d) Zeigen Sie, dass AAT Orthoprojektor auf im A ist.

5. Sei A € R™*", Zeigen Sie, dass R™ direkte orthogonale Summe von im A und ker AT
ist, R™ = im A @ ker AT mit im A L ker A”.

Zusatz 1: Sei A € R™*" rang A = m. Zeigen Sie, dass & = AT(AAT)~1b die normkleinste
Losung des Gleichungssystems Ax = b ist.

Zusatz 2: Bestimmen Sie alle zu A = € R?*3 rechtsinversen Matrizen Agl).

1 11
1 2 3
Geben Sie alle Losungen von Az = [1, —1]7 an! Welche ist die normkleinste Losung 27

16. Hausaufgabe

1. Sei L Euklidischer Raum, U und V' lineare Unterrdume. Man zeige
(a) (U+V)t=UtnVv+ b)) (UNV)t=U++V+

2. Sei a = [-3,0,—5,9]7, und sei L C R* die Losungsmenge des folgenden Gleichungs-
systems

3x1 4+ 29 + x3 — 2x4=0,
5.771 + 41’2 + 31’3 + 2134 = 0,
r, + 21‘2 + 35(73 + ].05(34 =0.

Man bestimme I, m € R?* so, dass a = [ +m mit [ € L,m € L* gilt.

3. Sei s : C,lz] x C,[z] — C folgende Funktion

s(f@).g(@) = 3 13,

mit f(x) = i:ofjxj, g(z) = i:ogjxj.

(a) Ist durch s ein Skalarprodukt in C,[z] definiert?

(b) Wenn ja: Bestimmen Sie ein (reellesg Polynom 2. Grades, das zu den Polynomen
pi(z) =32+ 20+ 1, po(w) = -2 + 20 +1,
ps(z) = 32® + 22+ 5, pa(x) = 3% + 5z + 2
den gleichen Abstand (beziiglich der durch s definierten Metrik) hat.
4. Losen Sie alle mit (HA) gekennzeichneten Aufgaben der 16. Ubung!



