Lineare Algebra II

13. Ubung — Basistransformationen, Riinge

1. In Ry[t] seien die Basen By = {1,t,t*}, By = {2+t —t*,2 — t + 2t*,3 + t*} gegeben.
(a) Bestimmen Sie die Basistransformationsmatrizen (Basisiibergangsmatrizen) Ug, g,
und Uszgl!

b) Geben Sie die Koordinaten der Polynome
(b) y
p(t) =1+t +t* und q(t) = p(t) + (2 —t)(1 + 1)

in beiden Basen an (vgl. 2(c) der 10. Ubung)!

2. Losen Sie die Aufgaben 2(b), 2(d) ((HA) wie gehabt) mit Hilfe von Basisiibergangs-
matrizen!

Zl Z } (a,b,c,d € C) &quivalent oder sogar

3. (a) Sind die Matrizen {Z Z} und [
ahnlich?

(b) (HA) Bestimmen Sie alle zu [ ; ? } dhnlichen (reellen) Matrizen!

(c) Sind folgende Matrizen aus C**? dhnlich:

A:H _2} B = diag(a +ib,a —ib) (a,b,€ R)?

4. Seien A, B Matrizen mit komplexen Eintragen der Grofse m x n bzw. n X k.
Zeigen Sie, dass rang A - B < min{ rang A, rang B} gilt.

5. Man bestimme den Rang folgender (reeller) Matrizen

2 11 1
10100
133 2 11000 L P
()| 2 69 5/,b)[01 1001/, (d)
1330 00110 1115 10 18 40 17
01011 12 3 4 1 7 17 3
111 1|

6. Sei A € L(C™,C") und [A] die diesem Operator zugeordnete Matrix (bzgl. der kano-
nischen Basis). Zeigen Sie, dass rang [A] = r dann und nur dann gilt, wenn in C" zwei
jeweils linear unabhéngige Systeme von Vektoren {z;}i_,,{y;}/_, existieren, so dass
[A] die Darstellung gestattet:

A=Yl 1)

Lésst sich die Aussage auf A € £(C™, C") verallgemeinern?
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7. Wir betrachten folgende spezielle Matrizen der Ordnung n

n—1 n—1

I, = [5,] (Einheitsmatrix), I [6@71_1_]} (Flipmatrix)
=0 i,j=0

n—1
U, = [&-J HL;’:O (Verschiebungsmatrix), diag(c;)72,) (Diagonalmatrix)
n771 n—1
T, = [ti_ijO (Toeplitzmatrix), H, = |:hi+j:|ij0 (Hankelmatrix)
-1 "n—1

Vo = [Uf } (Vandermondematrix), C, = [ 5 1 ] (Cauchymatrix)

i,j=0 5~ Cilij=0

a) Zeigen Sie, dass H, = H, J?> =1,, J,T,J, =TT gilt.
(a) Zeig o Jn n 8

(b) Bestimmen Sie den Rang folgender Matrizen sowie deren Rangzerlegung (1)
(Y 1T.U, - U,T,, (HA) (b*) H,U, - UTH,,
(HA) (b)) V,U, — diag(v:) 'V,
(b*) Cudiag(bi)y ' — diag(c,)) Cny ¢ # b; Vi

(c) Seien T,,, H, reguldre Matrizen. Welche Aussagen kann man dann tiber den Rang

von T, U, — U, T, und (HA) H;'U, — U'H_ ' machen?

8. Klassifizieren Sie die Lage dreier Ebenen des R3?,
Ei:ax+by+cz=d (ai+b+c>0),i=123

mit Hilfe der Range r = rang A, r’ = rang A’, wobei

a b o dy
A= (05} b2 (&) s d= d2 s A/: [A‘d] .
az by c3 ds

Verwenden Sie gegebenenfalls auch

. a; by ¢ I
T;j = rang e | T = rang
a; 05 G

} i# 1,5 €1{1,2,3}.

9. In R, [t] seien die kanonische Basis B; und die Basis
By ={(t— )}, aeR\{0},
gegeben.

(a) Geben Sie die Basistransformationsmatrizen an!

(b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Polynoms p(t) = 3 a;t/ in beiden Basen!
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13. Hausaufgabe

1. Wie éndert sich der Rang einer Matrix, wenn der Wert eines Elements gedndert wird?
2. Man bestimme den Rang und die k-te Potenz folgender Matrizen (k € N)
11 . o1 n
@) A=, 11 () diag(N)Z, () Jo=(Oiny)ijzrs
(5. yn cosp —sing
S T i

3. Bestimmen Sie den Rang folgender (reeller) Matrizen

3401 12 3 45
3 -1 4 2

007 2 34 -5 27

(a) A= é_z _‘;)2 D) B=14 0901 @DC=193 1 35

0000 11 -4 -1 1

4. Analysieren Sie analog zur Aufgabe 8. der 13. Ubung

(a) die Lage zweier Geraden im R?

(b) die Lage zweier Ebenen im R3
mit Hilfe von Réngen entsprechender Matrizen!

5. Losen Sie alle mit (HA) gekennzeichneten Aufgaben der 13. Ubung!

Zusatz: Zeigen Sie, dass folgende Matrizen aus C*** dhnlich sind, und geben Sie die Ahn-
lichkeitstransformation 7" an:

o —b 1 0 2100

b a 0 1 0 2z 00 )
A=10 04 | B=loo03z 1| z=atib

0 0 b a 000 %

(Hinweis: Man kann die Eintrdge von 7" aus {0, 1, —1,4, —i} wéhlen!)



