Lineare Algebra II

12. Ubung — Determinanten, Inverse von Matrizen

. Bestimmen Sie die Determinante folgender Matrizen:

0 2 3 4 5 1 92 1 0 T 1 2 T
Ll23d 01 2 3 0 1
()| 1012 3/|,(b) , (¢)
-2 3 1 -1 -2 3
. 1 1 0 1 1 1
1 00 01

. Berechnen Sie die Determinante folgender reeller n x n Matrizen

c y 0 - 0 0 00
0 = y -~ 0 0 10
(a) A(z,y)= | -+ o0 e e (b) S.=]0 1
o o0 0 -+ z wy :
y 0 0 - - =z 0
T2 1
1 -2 1
() VO =[NI7 L, (@) tridiag(1,—2,1) =
L0
1 1
1 1 .
(e) A= [11...1] f) A(a)} = [11...1] + diag(a;)}
1 1

. Seien A € L(R™) der sogenannte Flip-Operator

A (1‘1,112'2,...,.%'”) — ($n,...,l'2,9$'1)
und B € L(R™) der Operator der zyklischen Verschiebung
B :(z1,29,...,2,) — (T2, 23, ..., Ty, T1),

[A], |B] seien die Matrixdarstellungen in den Standardbasen.
Berechnen Sie det[A] und det[B]!

S = N =

. Gesucht sei die Losung x € C" eines komplexen Gleichungssystems Az = b. Wie kann
man diese durch Ubergang zu einem dquivalenten reellen Gleichungssystem finden?

. Eine Matrix, bei der in jeder Zeile und jeder Spalte genau eine Eins und sonst Nul-
len stehen, heifst Permutationsmatrix. Welche Werte kann die Determinante einer

Permutationsmatrix annehmen?

. Es sei A € C"*" schiefsymmetrisch, d.h. A” = —A. Man zeige, dass det A = 0 gilt,

falls n ungerade ist.
(Z) Gilt sogar, dass der Rang von A stets gerade ist?



7. Es seien A, B € C™". Man zeige, dass das Produkt AB der Matrizen A und B genau
dann singulér (d.h. nicht invertierbar) ist, wenn eine der beiden Matrizen A oder B
singulér ist.

8. Berechnen Sie die inverse Matrix A, (HA) B! von

1 2 0 1 -1 2
A=1[2 1 3 bzw. B = 1 -2 6 mit Hilfe
1 3 1 —1 3 -2

(a) der Adjunkten,

(b) des Gauf-Jordan-Verfahrens,
)
)

(c

(d) Bestimmen Sie die Losungen z, (HA) y der Gleichungssysteme

der Cramerschen Regel.

1 0
Ax = 0|, By=/|38
-1 8
9. Finden Sie alle Matrizen X, fiir die gilt:
1 2 2 0 2 1 1 -1 1 1
(&) {3 4}X_{7 2}’ (b) {12}X_X{1 1}_{1—1
10. Loésen Sie die Matrizengleichung AX = B mit
111 11
A=11 2 1 und B=|1 0
2 11 11

11. (a) Es sei A € R™" eine orthogonale Matrix, d.h. A~' = A”. Man zeige, dass
| det A| = 1.

(b) Es sei A € C"*" eine unitire Matrix, d.h. A~ = A" Gilt auch |det A| =17

12. Seienn € Nund w,, = e™» = cos 27” +isin 27” Wir berachten die Matrix der diskreten
Fouriertransformation

1 )
_ Jk
Fn = \/ﬁ [wn

-1
];L,k:O :

(a) Zeigen Sie, dass F,, symmetrisch, sogar unitar ist.
(b) Zeigen Sie, dass F} = I, ist.
(Z) Erlédutern Sie am Beispiel der Fouriermatrix Fy (und Fg) das Teile- und Herrsche-

Prinzip zur Berechnung von F,z,z € C", welches zur sogenannten schnellen
Fouriertransformation (FFT) fiihrt.

Zusatz 1: Fiir welche Matrizen X € C™" gilt 51X = X5, wenn S; die Matrix S, mit
a =1 aus Aufgabe 2 (b) ist?

G H

(E, H-quadratisch) passender Ordnung sind mit det E' # 0. Zeigen Sie, dass A genau dann
reguldr (d.h. invertierbar) ist, wenn die Matrix A\E := H — GE~'F regulér ist, wobei
det A = det E - det A\ E gilt. (A\E wird Schurkomplement von F in A genannt.)

Zusatz 2: Es sei A = [ £ } eine quadratische Matrix, wobei E, F, G.H selbst Matrizen

2

|



12. Hausaufgabe

1. Fir welches ¢ (und ) verschwinden die folgenden Determinanten?

(a)[(ms¢ ﬂn@] )

siny cosy

cosp 0
sing cos
sin ¢

0

¢ # k3

—cot
0
tan ¢

(kez)

Y

()

2. Gegeben sei die folgende tridiagonale Matrix der Ordnung n:

[ cosp
1

1
2cosp
1

1

2cosp 1

1

1

2cosp |

3

¥
3
3

¥
20 — 3

3

3

(a) Man zeige mit Hilfe des Entwicklungssatzes die Rekursionsformel

det A, =2cosp-det A, 1 —detA, o, n>2.
(b) Man zeige mittels vollstandiger Induktion det A,, = cos(np).

3. Losen Sie folgendes (komplexes) Gleichungssystem

N

|z

-

(a) mit Cramerscher Regel,

—1-1i
2+1i

|

(b) mit der inversen Koeffizientenmatrix.

4. Losen Sie alle mit (HA) gekennzeichneten Aufgaben der 12. Ubung!

-2
-2

0
-2

co 00 Co 0o



