Lineare Algebra I

9. Ubung — Lineare Unabhingigkeit, lineare Hiille, Basis, Dimension

(a) Man zeige, dass die Elemente a = [2,1,0]7 und b = [1,2,0]7 linear unabhingige
Elemente des R? sind.

(b) Man erginze {a,b} zu einer Basis des R3.

(c) Man bestimme alle ¢ € R mit der Eigenschaft, dass {a,b,c} eine Basis des R?
bildet.

. Es sei {a1, a2, a3} Basis eines linearen Vektorraumes V. Bilden dann die Vektoren
by =a1+as, by=ai+as, b3 =as+ a3z auch eine Basis von V7

. Man zeige, dass
w1:[172737"'7n]T7 x22[072737'”an]T7 T xn:[0707"'7n]T

eine Basis im R" ist. Geben Sie die Koordinaten des Vektors v = [1,22,32,--- ,n?]T in
dieser Basis an!

. Man finde zwei lineare Unterrdume U C K und V' C K* so, dass gilt
dimU = o0, dimV = oo, dim(UNV) = 3.

. Man iiberpriife ob folgende Funktionensysteme aus F[0, 1] linear unabhéngig sind:

(a) {1,e7, >},
(b) {1,cosz,cos 2z, cos® z},

(c) {1,sinz,cosx}.
. Unter der linearen Hiille einer Teilmenge S eines linearen Raumes V' versteht man
die Menge aller (endlichen) Linearkombinationen von Elementen aus S (Bezeichnung:
linS).

(a) Zeigen Sie, dass linS ein linearer Unterraum von V' ist.

(b) Untersuchen Sie, ob folgendes gilt: Wenn S genau n linear unabhingige Elemente

hat, dann gilt, dimlinS = n.

. Fiir folgende Teilmengen S C R? gebe man die lineare Hiille linS, eine Basis in linS
sowie die Dimension von lin$ an:

) §={[1,1,1]"},

) §={[1,2,0", [2,1,0]"},

) S={[1,0,1]%,[0,1,0)7,[1,1, 1]},

) S =A{[z,y,0]

) S =A{[1,1,0]

(a
(b
(c
(d
(e

z,y, 0" sy eRx+y =1},
1,1,0/7,[-1,1,0/7, [1,1,1]T}.



8. Beweisen Sie den Austauschsatz von E. Steinitz:
Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, {v;}}" ; eine Basis in V' und w ein vom Nullvek-
tor verschiedener Vektor. Dann kann man w gegen einen der Basisvektoren austauschen,
d.h. 35 mit 1 < j < n so, dass

V1,02y...0Vj—1,W,Vj41,...-Un

auch Basis von V ist.

9. Ist das Vektorsystem {[1,1,1,1]7,[0,1,0,0]%,[0,1,1,0]7,[0,1,1,1]7} eine Basis im R*?
Wenn ja, welchen dieser Vektoren kann man gegen den Vektor [1,0,0,0]7 austauschen,
so dass wieder eine Basis entsteht?

10. Zeigen Sie, dass die linearen Riume R,,[t] und R™*! isomorph sind!

11. Seien pi(t) = 1 £t* € Ry[t]. Bestimmen Sie die Dimension von
U = lin{p+(t), p—(¢)} C Ro[t]

sowie eine Basis von U.

12. Welche Dimension hat der Unterraum P von R,[t] (n > 2):
P ={p(t) € Ru[t] : p(0) = p(1) = 0} ?

13. Man finde eine Basis der Unterrdume

(a) U={(z,y,2) ER3: 2 +y+ 2z =0} des R?,
(b) U = {p(t) € Rolt] : p(1) = 0} des R,

Zusatz 1:

Geben Sie die Koordinaten des Polynoms p(t) = t3+t*> —t—1 € R3]t] in der Basis {p; (t)}§:0
an, wobei p;(t) = (t — 1)7!

Zusatz 2:

Zeigen Sie, dass

U, = {f € Rn[x] : f(—.f) = _f(x)}a

zwei lineare Unterrdume von R, [z] sind. Bestimmen Sie deren Dimension!
Zeigen Sie, dass jedes Element p(z) € R, [z] auf eindeutige Art und Weise als Summe

p(x) = g(z) + u(z)

mit g(z) € Gy, und u(x) € U, dargestellt werden kann.



9. Hausaufgabe

Es sei |1 d o — 1 . 1 10
. Es seien g; = 1 und g = 1 sowie e = 0 ,€9 = 1l

(a) Man zeige, dass jedes Element von R? eine Linearkombination von g; und gs ist.

(b) Stellen Sie die Vektoren e; + 2e2 und e; — 2e2 in der Basis {g1, g2} dar.

1 1 0
.Seien g1=| -11], g=2], g=10
0 0 1

(a) Man zeige, dass {g1, g2, g3} eine Basis im R? bildet und gebe die Koordinaten des
Vektors z = [ 1 1 1 |7 in dieser Basis an.

(b) Ist das System {g1,91 + g2, 92 + g3} eine Basis im R3? Wenn ja, wie sehen die
Koordinaten von x in dieser Basis aus?

. Esseiena=[123Tundb=[321].

(a) Man ergiinze die Vektoren a und b zu einer Basis im R3.

(b) Geben Sie alle Vektoren ¢ € R? an, die zusammen mit a und b eine Basis im R?
bilden.

. Fiir folgende Teilmengen S C R? gebe man die lineare Hiille S an, bestimme deren
Dimension sowie eine Basis:

(a) S ={[x,0,0]T:2¢€7Z}, (b) S = {[z,4,0]T : z,y €R, . +y =0}

. Man ersetze ein Element der Basis {[1,0,0]%,[0,1,0]%,[0,0,1]7} des R? durch ein ande-
res Element, so dass wieder eine Basis entsteht und der Vektor [2, 1,0]7 die Koordinaten
{1,0,0} beziiglich der neuen Basis hat.

. Man bestimme alle o € R so, dass

(a) [1+a,2]",[1,2+a]” eine Basis in R? ist,
(b) [?,4,9]7,]a,2,3]7,[1,1,1]7  eine Basis im R3 ist.

. Man bestimme die lineare Hiille folgender Polynome aus Ra|t]
pi(t) =1 =8 pa(t) =t =%, p3(t) =2 —t — 17
und gebe deren Dimension an!

. Geben Sie zwei verschiedene Basen in R* an, die [1,1,0,0]”,[0,0,1,1] enthalten.

. Beschreiben Sie alle Unterrdume des R3.



