Lineare Algebra I

5. Ubung — Funktionen

. Geben Sie fiir folgende Situationen alle Abbildungen f : I — M an und entscheiden Sie,
ob diese injektiv, surjektiv, bijektiv sind:

(a) I ={a,a},M ={1,2}, (b) I={a},M={l,mn}, (c) I=1{ab},M={3}.

. Es sei in der Menge M der Menschen (die einmal gelebt haben bzw. noch leben) eine
Vorschrift y = v(x) gegeben durch
(a) yist Vater von z, (b) y ist Sohn von =, (c) y ist GroBvater von x,

(d) y ist &lteste Tochter von x .
Ist v eine Funktion von M in M ?
. Entscheiden Sie, ob folgende Funktionen f : X — Y injektiv, surjektiv, bijektiv sind:

(a) X=Y =R, z—¢€"
(b) X =R, Y =[0,00), x> e

) X =1[0,00), Y =R, z— 2
(d) X=Y =R, z+—sinzx
X=R\{2k+1)5:k€cZ},Y =R, 2+ tanzx
X

(h) X =Y =R, = |22 — 4]

Geben Sie gegebenenfalls maximale Teilmengen X; und Y; von X bzw. Y an, so dass
f: X1 — Y] bijektiv wird. Bestimmen Sie die inverse Funktion f~!:Y; — X; .

. Es seien f: X — Y eine Abbildung und A, B C X . Zeigen Sie:

(a) Aus A C B folgt f(A) C f(B).
(b) F(AUB) = f(A) U £(B).
(c) F(ANB) C f(A)N f(B).
(d) Geben Sie ein Beispiel fur f(AN B) # f(A)N f(B) an

. Essei f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(a) f: X — Y ist injektiv.

(b) fF(ANB) = f(A)Nf(B)VA,BCX.

(c) (HA) Fiir alle Teilmengen A, B C X mit AN B =0 gilt f(A)N f(B) =
(d) F 1 (f(A) = AVACX.

(e) (HA) Fiir alle Teilmengen A, B C X mit A D Bist f(A\ B) = f(4)\ f(B).

. Beweisen Sie: Sind f: A — B und g : B — C injektiv bzw. surjektiv, so gilt dies auch
fiir go f : A — C. Kann man fiir die entsprechenden Aussagen die Bedingungen an f
und/oder g abschwichen?

. Sei a = (a1,az,a3) € R? fest gewihlt. Mit (a,x) bezeichnen wir das Skalarprodukt der
Vektoren a und x € R3. Ist die Abbildung f : R? — R3, 2 — (a,z) 2 injektiv bzw.
surjektiv?



5. Hausaufgabe

1. Entscheiden Sie, ob folgende Funktionen f: R — R injektiv, surjektiv, bijektiv sind:
(a) x> |sinz|, (b) z—2%2-2z, (c)zrsgnz, (d) z~ 207,

Geben Sie gegebenenfalls maximale Teilmengen A und B von R an, so dass f: A — B
bijektiv wird. Bestimmen Sie die inverse Funktion f~': B — A.

2. Esseien f: X — Y eine Abbildungund A C X, 4;,B; C Y.
(a) Zeigen Sie: Aus A; C By folgt f~1(A1) C f~1(By).
(b) Uberpriifen Sie die beiden Inklusionen

FFNAD) C A und  fTU(f(A) D A.

Geben Sie jeweils ein Beispiel dafiir an, dass i.a. keine Gleichheit gilt.
(c) Zeigen Sie, dass f~1(A1 N By) = f~1(A1) N f~1(By) gilt.

3. Fiir welche Zahlen a, b, c,d € R ist die Abbildung f : R? — R?, (z,w) > (az + b, cw + d)
surjektiv, injektiv, bijektiv?

4. Es sei f: A — B eine Abbildung. Zeigen Sie, dass F': A — A X B, x — (z, f(x)) stets
injektiv ist.

5. Sei M = {1,2,3} . Man finde zwei Funktionen f : M — M und g : M — M, fiir die
fog#go [ gilt

6. Losen Sie die mit (HA) gekennzeichneten Aufgaben der 5. Ubung.

Zusatz 1: Sei f : R — R ein Polynom vom Grade n, fiir das f(k) = kiﬂ giltbeik =0,1,2,...,n.
Geben Sie f(n + 1) an!

Zusatz 2: Sei f : R — R eine Funktion, die fiir alle x € R den beiden Bedingungen
(1) f(z+19) < f(z) + 19,
(2) fz+94) > f(x) + 94,

geniigt. Zeigen Sie, dass dann
fla+1)=f(z)+1

fiir alle x € R gilt.

Zusatz 3: Bestimmen Sie alle Polynome f : R — R, die der Gleichung f(2?) = f(z)f(z — 1)
geniigen!



