Analysis 1

9. Ubung — Semesterabschlussiibung

Sei A C R. Wir benétigen folgende Begriffe und Bezeichnungen:

e offene e-Umgebung von a € A

o Hiufungspunkt (HP) von A, A" Menge aller HP von A

e innerer Punkt von A, A° Menge aller inneren Punkte von A
o Abschliefung Avon A: A= AU A’

o A heiBt offen, wenn A = A°.

o A heiflt abgeschlossen, wenn A’ C A (d.h. A= A).

e A heifit beschrinkt, wenn Ir e R: A C U, (0) = (—r,r).

o (x0 € A heiit isolierter Punkt, wenn xo ¢ A'.)

o (A heifit perfekt, wenn A = A’.)

e (Menge 0A := A\ A" heifit Rand von A.)

1. Finden Sie A’, A, A?, (DA) folgender Mengen A C R

(a) A=N (b) A =[a,b) (c) A=la,b]
(d) A={2:neN} (e) A=(0,1)U(1,2) (f)A=Q

2. Untersuchen Sie, ob folgende Mengen A C R abgeschlossen, offen, beschrénkt, (perfekt)

sind:
(a) A=N by A={21-L:neN}
(c) A=(0,1] (d) A=10,1] (e) A=10,1]uU{2}

3. Seien A, B C R, A C R fiir K € N.
(a) Zeigen Sie, dass AUB = AU B.

(b) Gilt auch |J Ay = |J Ag ?
k=1 k=1

(c) Gt ANB=ANB?

Zusatz 1: Zeigen Sie, dass jede nichtleere, perfekte Teilmenge der Menge der reellen Zahlen
tiberabzéhlbar ist.

Zusatz 2: Wir definieren Ey = [0, 1], By = [0, %} U [%, 1] ,Eo = [0, é] U [%, %} U [g, %} U [%, l],

usw., so dass Fp,n € N, aus genau 2" abgeschlossenen Intervallen der Lénge 37" besteht.
oo

Man nennt D = () E,, das Cantorsche Diskontinuum oder auch einfach nur Cantor-
n=0

Menge. Zeigen Sie, dass D nichtleer, beschrinkt, abgeschlossen, perfekt und tiberabzihlbar

ist, aber kein Intervall positiver Lénge enthélt.

Zusatz 3: Zeigen Sie, dass die Menge aller reellen Zahlen aus [0, 1], bei denen in irgendeiner
Dezimalbruchdarstellung die Ziffer 7 nicht vorkommt, perfekt ist.



