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Kapitel 1

Elemente der Mengenlehre

Die ,Mengenlehre® - ein grofles und relativ junges Teilgebiet der Mathematik
- nimmt eine zentrale Stellung innerhalb der gesamten Mathematik ein. Ihr
Begriinder ist Georg Cantor (1845 - 1918).

1.1 Der Begriff der Menge

Eine Menge ist eine gedankliche Zusammenfassung von irgendwelchen wohl-
unterschiedenen Objekten zu einem Ganzen. Diese Objekte heiflen Elemente
der Menge.

Mengenbildung ist im iiblichen Leben eine normale Erscheinung:

e Einwohner der Stadt Chemnitz
o Weltbevilkerung

® USW.

Wenn A eine Menge bezeichnet, = ein Element dieser Menge ist, so schreibt
man x € A (z gehort zu A). Ist = kein Element von A, so schreibt man
x ¢ A (oder x€A). Standartbezeichnungen einiger Mengen:

e N - Menge der natiirlichen Zahlen

e 7 - Menge der ganzen Zahlen



e (@ - Menge der rationalen Zahlen
e R - Menge der reellen Zahlen

e C - Menge der komplexen Zahlen

Zu diesen Mengen werden im weiteren noch einige Ausfiithrungen vorgetra-
gen.

Oftmals 148t sich eine Menge dadurch beschreiben, dafl man eine Eigenschaft
angibt, die simtlichen Elementen dieser Menge und nur ihnen zukommt.

Beispiel: N:= {z € Z: x > 0}.

Leere Menge: Menge, die kein einziges Element enthélt. Man bezeichnet
diese mit (.

Frage: Warum fiihrt man diese ein? — Um Ausdriicke der Gestalt
{reR:2?= -1}

zuzulassen. Dies ist ndmlich gerade die leere Menge. Wenn eine Menge min-
destens ein Element enthilt, dann heif3t sie nicht leer.

Definition 1.1.1 Fine Menge A heifst Untermenge (oder Teilmenge) einer
Menge B, wenn jedes Element der Menge A auch Element der Menge B ist:
A C B (oder B D A). Wenn A C B und ein Element x € B ezistiert mit
x & A, so heifit A echte Teilmenge von B.

Im Besonderen gilt also A C A fiir jede beliebige Menge.
Wenn A C B und B C A, so heiflien A und B gleich: A = B.

Festlegung: Die leere Menge () ist Teilmenge einer jeden Menge. Eine Men-
ge heiflt endlich, wenn sie endlich viele Elemente enthilt, sonst heiflt sie
unendlich.

1.2 Funktionen

Definition 1.2.1 Seien A, B zwei Mengen, deren Elemente beliebige Objek-
te sein diirfen. Wir nehmen an, daff auf Grund einer bestimmten Vorschrift



f jedem Element x € A ein und nur ein FElement der Menge B zugeordnet
ist, welches wir mit f(x) bezeichnen. Dann heifit f Funktion oder Abbil-
dung der Menge A in die Menge B. Man schreibt dann f : A — B oder
f :x = y. A heiffit Definitionsbereich und B Zielmenge. Die Elemente
f(x) heiffen Werte der Funktion und die Menge aller Werte f(x), namlich
f(A) :={f(z) : z € A}, heifit das Bild von A unter der Abbildung f.

Beachte: Eine Funktion ist durch ein Tripel, ndmlich durch Definitionsbe-
reich, Abbildungsvorschrift und Zielmenge festgelegt. So sind die Funktionen

f:Z—R oz 22
g:R=R, 2022

nicht gleich.

Beispiel 1.2.2 A C RB = R, f : A — B - sind Funktionen einer
Verdnderlichen (klassische Sprechweise), wie etwa

sin: R— R, x+—sinx
cos:R— R, xz+cosx

Definition 1.2.3 Eine Abbildung f : A — B heifit Abbildung auf B, wenn
f(A) = B. Fiir solche Funktionen ist auch der Begriff Surjektion gebrduch-
lich.

In der Mathematik ist es (aus 6konomischen Griinden) tiblich, Sachverhalte
(zumindest in einem verniinftigen Umfang) symbolisch auszudriicken. So
schreibt man etwa: f : A — B ist eine Surjektion < Vy € Bz € A:y =
f(x). Das Symbol < ist den beiden Symbolen = und < gleichwertig. Thre
Bedeutung wird wie folgt festgelegt:

Seien P; und P> zwei Aussagen. Wenn aus dem Fakt, dal P; wahr ist, folgt,
daf} die Aussage P> wahr ist, so schreibt man

P, = P, oder P, <« P,

Man sagt auch, dafl P; hinreichend fiir P> ist, und dal P» notwendig fiir P,
ist.



Beispiel 1.2.4 Zwei Aussagen sind gegeben.:

Aussage Py: Im gesamten Raum Chemnitz regnet es seit einer Stunde stark.
Aussage Py: Die Briickenstrafle ist naf.

Offenbar: Py = P»
Py ist also hinreichend fiir Ps.
Py = Py gilt jedoch nicht, denn: Die Briickenstraffe kann nafl sein,
ohne daf es geregnet hat (Wasserrohrbruch, ... ).
Ps ist also nicht notwendig fiir Py.

Das Symbol < steht also fiir: P» gilt genau dann, wenn Py gilt, oder Pj ist
zu P» dquivalent, oder dafiir, dafl P; gilt, ist notwendig und hinreichend,
da} P> gilt.

Das Symbol Yy € B wird gelesen: fiir jedes y aus B ...
Das Symbol dx € A wird gelesen: es gibt ein x aus A4 ...

Definition 1.2.5 Sei F C A und f : A — B eine Funktion. Die Menge
f(E):={f(x) € B:x € E} heifit Bild der Menge E unter der Abbildung f.
Wenn F C B, so heifit fY(F):={x € A: f(z) € F} das (volle) Urbild der
Menge F unter der Abbildung F'. Besteht im besonderen F' nur aus einem
Element y, d.h. F = {y}, so heift f (y) := f{y}) (={x € A: f(z) =
y}) das Urbild des Elements y.

Definition 1.2.6 FEine Funktion f : A — B heifit eineindeutig oder In-
jektion, wenn fiir beliebiges y € B die Menge f~1(y) aus hichstens einem
Element besteht (f~'(y) = 0 ist also zugelassen).

Offenbar: f ist injektiv < aus 1 # x5 folgt f(x1) # f(x2).

Definition 1.2.7 Die Abbildung f : A — B heif§st Bijektion, wenn sie eine
Injektion und eine Surjektion ist.

Im Zusammenhang mit Funktionen tritt hdufig das Problem der Ld&sung
bzw. der Losbarkeit von Gleichungen auf, d.h. zu gegebenem y € B wird
eine Losung = € A der Gleichung f(z) = y gesucht, wobei die Abbildung
f+ A — B gegeben ist. Dabei ist  Losung, wenn f(z) gleich y ist. ,Losen



von Gleichungen“ ist bis heute eine der wichtigsten Aufgaben der Mathema-
tik (Differentialgleichungen, Integralgleichungen, lineare Gleichungssysteme,
usw.).

Offenbar gelten folgende Aussagen:

1. f(z) = y besitzt stets wenigstens eine Losung, wenn f surjektiv ist
(Existenz der Losung).

2. f(x) =y besitzt hochstens eine Losung, wenn f injektiv ist. (Eindeu-
tigkeit).

3. f(xz) = y besitzt zu jedem y € B genau eine Losung = € A, wenn f
bijektiv ist.

Ein wichtiger Begriff ist die Verkniipfung (Hintereinanderausfithrung, bzw.
Komposition) von Funktionen. Dazu seien f : A — B, g : B — C Funktio-
nen. Dann definiert man die Komposition g o f durch

gof:A—=C, zw g(f(z))

1L L

Beispiel 1.2.8 f:R— R, 2+ 2%, sin:R— R, z+— sinz.
Komposition der Funktion f und sin lautet: sinof : R = R, x — sina?.

Definition 1.2.9 Sei f: A — B eine Bijektion. Dann besteht fiir beliebiges
y das volle Urbild f~(y) aus genau einem Element x, € A : f~(y) = z,.
Die Abbildung g : A — B, y > xz,, heifft Umkehrfunktion zur Funktion f.
Diese wird hdufig mit f~1 bezeichnet.

Offenbar ist f~1 ebenfalls eine Bijektion. Auferdem gilt f~1(f(x)) = x fiir
alle v € A und f(f~Y(y)) =y fiir alle y € B

Fiihrt man fiir eine beliebige Menge C' die identische Abbildung
I.: C — C, z — z, ein, so kann dies auch wie folgt ausgedriickt werden:
[ f=Tiund ff ' =1p.



Definition 1.2.10 Sei E C A und f : A — B eine Funktion. Die Funktion
F: F — B, x — f(x), heifst Einschrinkung von f auf E. Man schreibt
auch f|g statt F. Die Funktion f heifst auch Fortsetzung von F.

Wir kehren noch einmal zum Begriff der Komposition zuriick. Die Operation
der Komposition ist eine assoziative Operation, d.h. es gilt

ho(gof)=(hog)of.
Dies ist leicht einzusehen: Fiir Vz € A gilt namlich

(ho(gef))(x) = hlg(f(x))
((hog)o f)lx) = (hog)(f(x))=h(g(f(x))).

Das Assoziativgesetz ist von grundlegender Bedeutung. Bildet man ndmlich
die Verkniipfung von n Funktionen f1,..., f,, so ist es, wie man zeigen kann,
vollig gleichgiiltig, wie man die Klammern setzt. Beispielsweise gilt:

fio (o (fazo(famrofn)) ) = (- ((fro fa) o f3) o) o fr
Das Kommutativgesetz, d.h. f o g = g o f, gilt im allgemeinen nicht:

fTR>Rax——2x

z—=1, >0

g.R—>R,{ x—0, <0
r—1, <0
gof.R%R,{x'_)O, 23>0
z— -1, >0
fog'R%R’{mr—)U, z <0

Bemerkung 1.2.11 Die Menge der bijektiven Funktionen einer Menge A
auf sich,

S(A):={f:A— A: fist bijektiv}

bildet beziiglich der Komposition eine sogenannte Gruppe, ndmlich die sym-
metrische Gruppe von A, d. h. es gelten



1. ho(gof)=(hog)of (Assoziativgesetz)
2. folg=1I4s0f=f (neutrales Element)

3. foft=f"1lof=1I4 (inverses Element)
Der Begriff der Gruppe ist fundamental!

Vermerken schlieflich noch folgende wichtige Begriffsbildung: Zwei Mengen
A und B heiflen dquivalent (oder gleichmichtig), wenn es eine Bijektion
f + A — B gibt. Man schreibt auch A ~ B. Es gelten folgende Eigenschaften:

1. A~ A (Reflexivitét)
2. A~ B = B ~ A (Symmetrie)
3. A~ Bund B ~ C = A ~ C (Transitivitit)
Eine Relation in der Mathematik, die die Eigenschaften 1. bis 3. besitzt,

heifit Aquivalenzrelation.

Mittels der von uns eingefithrten Begriffe 148t sich der Terminus endliche
Menge exakt definieren: Eine Menge A heif}t endlich, wenn sie zu keiner
ihrer echten Teilmengen dquivalent ist. Wir werden diese Definition jedoch
nicht weiter benutzen.



1.3 Mengenoperationen

Seien A und Q (# 0) zwei Mengen. Wir nehmen an, daff jedem Element
w € () eine gewisse Untermenge der Menge A zugeordnet wird, die wir mit
A, bezeichnen. Wir haben also ein System von Mengen {4, },cq, wobei der
Index w die Menge 2 durchliuft. Die Menge 2 heifit auch Indexmenge.

Definition 1.3.1 Vereinigung der Mengen des Systems {A,} heifit die
Menge C (C A), fir die x € C dann und nur dann gilt, wenn © € A,
gilt fiir wenigstens ein w € Q. Man schreibt

C = UAw.

weN

Spezialfille:
Q={L,...,n}, C= ] 4n, Q=N={12..}, C= ] 4n
m=1 m=1

Definition 1.3.2 Durchschnitt der Mengen des Systems {A,} heifit die
Menge D, fiir e x € D genau dann gilt, wenn x 6 A, Broalle w E Q gilt.

Man schreibt D = (| A, und entsprechend D = ﬂ Ay, bzw. D = ﬂ A
weN m=1 m=1

Wenn A(\B =0, so heiffen A und B durchschnittsfremd oder disjunkt.

Definition 1.3.3 Unter der Differenz A\B (d.h. A—B) der Mengen A und
B versteht man die Teilmenge der Menge A, die aus all jenen Elementen von
A besteht, die nicht zu B gehdren. (A D B wird dabei nicht vorausgesetzt)

AUB



Beispiel 1.3.4

1. Ay ={1,2,3}, A ={2,3,4}
= Al U A2 = {1,2,3,4}, Al N A2 = {2,3}, Al\A2 = {1}

2. Q={weR:0<z<1}, A, ={reR:0<z<w}

= U Av={reR:0<a<1}, N Au=10
wEeN weN

Definition 1.3.5 Sei A C M. Die Differenz M\ A heifst Komplement von
A bzw. M. Man schreibt dafiir A¢ (oder auch CprA).

Einige Eigenschaften (deren Beweise elementar ist):

AUAC =M, ANA® =10, (AUB)¢ = A°NB°¢, (ANB)¢ = A°UB° Wéihlen wir
eine Grundmenge M und erklédren fiir ihre Teilmengen A C M,B C M, .. .die
Mengenverkniipfungen U, N, \, so erhalten wir eine sogenannte algebraische
Struktur (System) mit den folgenden Eigenschaften:

1. AUB=BUAund AN B = BN A (Kommutativgesetze)
2. AU(BUC) = (AUB)UC, AN(BNC) = (ANB)NC (Assoziativgesetz)

3. AUBNC)=(AUuB)N(AuC), AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC)
(Distributivgesetze)

4. Es existieren fiir U und N die neutralen Elemente M und 0:
ANM =Aund AUO=A

5. Es existiert zu jeder Teilmenge A C M ein Komplement A C M mit
ANA =Pund AUA =M

Die sogenannte Potenzmenge von M (Menge aller Teilmengen von M), ver-
sehen mit den Verkniipfungen N,U,\ bildet aufgrund dieser Eigenschaften
eine sogenannte Mengenalgebra. Diese stellt ein Modell der abstrakten Boo-
leschen Algebra dar.

Definition 1.3.6 Seien A und B zwei Mengen. Aus je zwei Elementen a €
A und b € B bilden wir ein neues Objekt, ihr geordnetes Paar (a,b). Dabei
sei (a,b) = (a,b') & a=d', b=1V. Die Menge aller geordneten Paare (a,b)
mit a € A, b € B heifit direktes Produkt der Mengen A und B : A X B.

10



Analog dazu bildet man das Produkt einer beliebigen endlichen Anzahl von
Mengen: Ay X Ay X -+ X A, = Menge aller geordneten n-Tupel (z1,...,Ty)
mit x; € A;. Im Spezialfall Ay = --- = A, = A setzt man Ax--- x A= A",

Beispiel 1.3.7 Sei:

1. A=R
R? = {(a,b) : a,b € R} (Gauf’sche Zahlenebene)
R ={(a1,...,a,) 1 a; ERji =1,...,n}.

2. f: A — B eine Funktion. Graph der Funktion f heifit die Teilmenge
{(a,b) € Ax f(A): f(a) =b} C Ax B.

Vermerken: die Zuordnung Funktion f — Graph f ist eineindeutig. Hieraus
erwdchst die Méglichkeit, Funktionen mit gewissen Mengen zu identifizieren.
Frage: Wann ist eine Teilmenge von A x B Graph einer Funktion?

Definition 1.3.8 Sei X ecine beliebige Menge. Relation auf X wird jede
Teilmenge R von X x X genannt. Man sagt auch, daoff zwei Elemente x und
y € X in R-Relation zueinander stehen (zRy), wenn (z,y) € R.

Beispiel 1.3.9 (Beispiele wichtiger Relationen:) Eine Relation R
heifst

1. reflexiv, wenn rRx,Vxr € X
symmetrisch, wenn aus tRy = yRx

antisymmetrisch, wenn aus Ry und yRr = z =y

transitiv, wenn aus xRy, yRz = zRz.

R heifit Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Statt xRy wird dann hiufig = ~ y geschrieben.

[z] == {y € X : y ~ x} heiBt Aquivalenzklasse. Es gilt: zwei Aquivalenzklas-
sen [x1] und [z3] stimmen entweder iiberein oder sind durchschnittsfremd.
Wenn also y € [z] = [y] = [z]. Jedes Element y € [z] heiit auch Représen-
tant. Jede Aquivalenzrelation R erzeugt eine Zerlegung von X in paarweise

11



disjunkte Mengen (Aquivalenzklassen) und jede Zerlegung einer Menge X in
paarweise disjunkte (nichtleere) Teilmengen erzeugt eine Aquivalenzrelation:
z ~y < x,y gehoren zu ein und derselben Teilmenge.

R heifit Ordnungsrelation, wenn R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
ist. Statt xRy schreibt man hiufig < y.

Reflexivitét: r<zxfirallexr e X
Antisymmetrie: z<yundy<z=z=y
Transitivitit: r<yundy<z=zx<z

1.4 Zahlenbereiche

1.4.1 Natiirliche Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlen
N:={1,2,3,4,...} CR
143t sich durch die Peano-Axiome kennzeichnen. Sie lauten:

I.1eN
22.neN=(n+1)eN
3.n#Fm=(n+1)#(m+1)
4. neN=>n+1#1
5. Wenn fiir A C N gilt

(a) 1€ A

(by Vne A=n+1€A

dann ist A =N

Man kann die Menge der natiirlichen Zahlen axiomatisch einfithren, d.h. wir
nehmen an, daf es eine Menge N und eine Funktion § : N — N gibt, fiir die
die folgenden Axiome gelten

(i) 0:N — N ist injektiv

12



(ii) Es gibt ein Element (wir bezeichnen es mit dem Symbol 1), das nicht
zu im § gehort

(iii) Wenn fiir A C N gilt

(a) 1€ A
(b) Vn e A= d(n) € A,

dann ist A = N.

Nach lingeren Uberlegungen sieht man ein, daf allein auf Grundlage der
Axiome (i) - (iii) eine Operation der Addition mit den uns bekannten Ei-
genschaften eingefiithrt werden kann (z(n) =: n+1 -sogenannte Nachfolge-
funktion) und die Eigenschaften 1. - 5. gelten. Wir werden dies hier unter-
lassen und sofort mit 1. bis 5. arbeiten. Das Axiom 5. nimmt eine besondere
Stellung ein. Es ist die Grundlage fiir das Beweisprinzip der vollstdndigen
Induktion. Wir erldutern dies nun.

Jedem Element n € N sei eine Aussage P(n) zugeordnet. Wir mochten
wissen, ob diese Aussage fiir jedes n € N wahr ist. Es gelte nun:

(a) P(1) ist wahr (Induktionsanfang)

(b) fiir beliebiges n € N gelte P(n) = P(n + 1) (Induktionsschluf).

Dann ist die Aussage A(n) fiir alle n € N wahr.

Beweis. Sei A C N wie folgt erklart: A :={n € N: P(n) ist wahr }. Dann
gilt 1 € A (in Folge von Voraussetzung (a) und ausn € A = n+1€ A
(infolge von (b).) . Also ist nach Axiom 5. A =N. O

Man beachte, dafy der Induktionsschluf} fiir ein beliebiges, jedoch festes n € N
zu beweisen ist. Dabei heifit P(n) auch Induktionsannahme und P(n + 1)
Induktionsbehauptung. Wir geben nun noch ein wichtiges Beispiel an.

Wieviele Vertauschungen (Permutationen) des n—Tupels (1,2,3,...,n) gibt
es?

n=1 (1) — eine Permutation
n=2 (1,2),(2,1) — 2 Permutationen
n=3 : (1,2,3),(1,3,2),

(2,1,3),(2,3,1),

(3,1,2),(3,2,1) — 6 Permutationen

13



Wir vermuten daher, daf} es genau n! := 1-2-3---n Permutationen des
n—Tupels (1,...,n) gibt. Diese Aussage bezeichnen wir mit P(n) und be-
haupten, daf} sie fiir jedes n € N wahr ist.

Beweis. (vollstindige Induktion): n = 1: 1! = 1 wurde bereits gezeigt.

P(n) = P(n + 1): Wir unterteilen die Menge der Permutationen von
(1,2,...,n41) in (n+1) Klassen. Die Klasse Nummer k (k € {1,...,n+1})
enthalte dabei gerade alle Permutationen der Form (k,i1,...,%,), wobei
(i1,...,iy) eine beliebige Permutation von (1,2,..., k — 1,k +1,...,n+ 1)
ist. Nach Induktionsvoraussetzung enthilt die Klasse Nummer £ genau n!
Permutationen. Insgesamt erhélt man dann also (n + 1)! = (n + 1)n! Per-
mutationen. |

Wir haben offenbar folgendes Resultat gezeigt (andere Interpretation): Die
symmetrische Gruppe S(A) einer n—elementigen Menge A besteht aus ge-
nau n! Elementen. Wenn némlich A = {ay,...,a,} und {a;,,...,a;,} eine
Permutation ist, dann wird durch die Zuordnung a; — a;,, a2 — @iy, ...,
an — a;, eine Bijektion der Menge A erzeugt. Umgekehrt erzeugt offenbar
jede Bijektion der Menge A eine Permutation. Eine weitere Folgerung liefert
uns die Anzahl der m—elementigen Teilmengen einer n—elementigen Menge
{ai1,...,a,}. Die Beweisidee demonstrieren wir anhand folgenden Beispiels:

Wieviel verschiedene Belegungen von zwei Zimmern mit jeweils m und
n —m (n > m) Betten durch n Bewohner ist moglich? Offenbar ist diese
Zahl gleich Uz#')'m' (wie die Betten innerhalb eines Zimmers belegt wer-
den, interessiert uns nicht). Somit entspricht jede m—elementige Teilmenge
genau einer Belegung unserer Zimmer im genannten Sinn. Damit haben wir

gezeigt, daf eine n—elementige Menge genau

(:) - (n_"iw'o'm' (1.1)

Teilmengen besitzt, wobei (Z) per Definition gleich 1 gesetzt wird. Setzt man
per Definition 0! = 1, so ergibt sich (Z) = 1 sofort aus 1.1. Gleichermaflen
ergibt sich dann aus 1.1 auch (g) = 1. Diese Vereinbarung sehen wir von nun
an als giiltig an. Die Zahlen (") (0 < m < n) heifien Binomialkoeffizienten.

Diese Bezeichnung riihrt daher, daf} sie im binomischen Lehrsatz auftreten.

Dieser lautet:
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Fiir reelle (wie auch fiir komplexe) a,b und n € Z := NU {0} gilt
" /n
(a+b)" = Z ( )akbn_k binomischer Lehrsatz.

k
k=0

Fiir den Beweis benotigen wir die fiir 0 < m < n giiltige Rekursion

()=o) ()

die wir zunéchst beweisen werden. Es gilt ndmlich

(:2) + (m7i 1) ~ _Ti)!m! Tz 1)!(Z!+ —m)!

~al(n+l-m)+nlm  alln+l)  (n+1)! <n+1>
(1l =-m)m!  (n+l-m)lm!  (n+l-m)lm!

m

Mittels der angegebenen Rekursion lassen sich die Binomialkoeffizienten
leicht berechnen:

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>, 1 5 10 10 5 1

= die Binomialkoeffizienten sind somit in dem Pascalschen Dreieck ange-
ordnet.

Beweis des binomischen Lehrsatzes (vollstindige Induktion): Fiir
n =1 gilt

1 1
(a+b)=a+b= <0>a0b1 + <1>albo.

Nehmen an, daf} er fiir fixiertes n gilt und zeigen, daf} er dann auch fiir n+1
giiltig ist.

(a+ b)n+1 =(a+b)(a+b)"=(a+0D) i <Z> aFpn—F

k=0

15



k=0

Fiir j = k+1 gilt:

n+1 n
_ Z( n )ajbn—j+1+ <Z>akbn—k+l

=R

()22

Mittels Rekursionsformel:

n+1\ , " n+1 _ n+1
_ bn+1 kbn—l—l k n+1b0
(0>a —i-];(k)a +n+1a
n+1
_ Z nt L kpnriok
k

k=0

Schlielich wollen wir kurz auf die multiplikativen Elementarbausteine der
natiirlichen Zahlen, die Primzahlen, eingehen.

Definition 1.4.1 FEine natiirliche Zahl m € N heifst Teiler von n € N, falls
es ein k € N gibt, mit n = m - k. Wir schreiben dann m|n. Jede natiirliche
Zahl n besitzt also zumindest die Teiler 1 und n. Ist n > 1 und besitzt keine
weiteren Teiler, so heifst n Primzahl.

Es gilt nun folgender

Satz 1.4.2 Jede Zahl n € Nyn # 1 lafit sich eindeutig als Produkt von
Primzahlen schreiben:

n:pgl .pg2..-p’,’;k (1'2)
wobei pj Primzahlen und rj € N.

Der Beweis der Existenz einer solchen Darstellung kann iiber vollstindige
Induktion gefithrt werden. Dabei tritt eine Feinheit auf: Zum Nachweis von
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P(n + 1) wird als Induktionsvoraussetzung P(k),k = 1,...,n (und nicht
lediglich P(n)) benotigt.
Aufgabe: Wie kann man dies auf den uns bekannten Fall zuriickfithren?

Definition 1.4.3 Zu n,m € N heifit
99T (n,m) := max{k € N: k teilt n und m}
der grifite gemeinsame Teiler von n und m, und
kgV (n,m) := min{k € N : n und m teilen k}
das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m. Aus praktischen Erwdgun-
gen wird in der Darstellung 1.2 das Auftreten von Foktoren der Gestalt

p?(: 1) zugelassen. Dann kann man fir beliebige natirliche Zahlen m und
n etwa

n=pi*---pF, m=pi..  pi*
schreiben, denn wenn in der urspringlichen Darstellung z.B. fiir n der Fak-
tor p;* nicht auftritt, so kann p;' mit r; = 0 als Faktor hinzugefigt werden,

ohne daf sich am Produkt etwas dndert. Sind (die erweiterten) Primzahl-
zerlegungen von n und m bekannt und etwa

— )7 Tk
n_pllpk

S S
m:pll...pkk

so lassen sich kgV(n,m) und ggT(n,m) leicht berechnen. Es gilt namlich:

min(rq,s1) min(ry,sk)

99T (n,m) = p; Dy

max(ri,s1) max(ry,sg)

kgV (n,m) = p;

Wenn die erweiterten Primzahldarstellungen nicht bekannt sind, kann man
den Euklidischen Algorithmus zum Aufsuchen des grofiten gemeinsamen Tei-
lers einsetzen. Dieser stiitzt sich auf folgenden Fakt (Division mit Rest): Sei
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g € Nund p € Z,. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen m,r € Z mit
r < qund

p=mq—+r.

Die Existenz kann iiber vollstdndige Induktion bewiesen werden.
Eindeutigkeit: Sei noch eine weitere Darstellung p = m1q + r1 gegeben.

= 0=m-mi)g+r—r

= |(m—=mi)lg=r—rl<gq

= |(m—m1)| <1=|m—mi| =0, da m —m; eine ganze Zahl ist
= m—-m;=0undr—r; =0

Wir geben nun einen Satz an, der nicht nur die Existenz eines gréfiten ge-
meinsamen Teilers, sondern noch einen Algorithmus (Euklidischer Algorith-
mus) zu dessen Berechnung liefert.

Satz 1.4.4 (Satz vom grofiten gemeinsamen Teiler) Es seien n,m
natirliche Zahlen. Dann existiert genau ein ggT (m,n). Dabei gilt

99T (m,n) = sin + som (D)

mit gewissen ganzen Zahlen s1 und so. Umgekehrt ist jeder gemeinsame
Teiler d von n und m, der die Gestalt (A) besitzt, grofiter gemeinsamer
Teiler.

Beweis. Sind d und d’' grofite gemeinsame Teiler von n und m, dann gilt
nach Definition d|d' und d’'|d. Daraus folgt d = d'. Ferner: besitzt ein Teiler
von n und m die Gestalt (A), dann ist er gg7'(n, m), denn jeder gemeinsame
Teiler von n und m ist dann auch Teiler der rechten Seite von (A).

Existenz: Falls n = m = trivial. Sei nun n > m. Falls m n teilt, dann ist
99T (n,m) = m. Andernfalls erhalten wir durch wiederholte Anwendung der
Division mit Rest folgendes:

n=mq+r;, 0<ri<m

m =r1r1qe+ro, 0 <1y <ryoder rs =0.

18



Wenn ro # 0 fahren wir fort:
ri =1roqs + 73, 0 <73 <19 <71y oder rg =0 usw.

Die Reste ri,7r2,r3,... bilden eine streng abnehmende, monotone Folge
nichtnegativer ganzer Zahlen. Daher miissen wir nach endlich vielen Schrit-
ten zum Rest 0 gelangen. Fiir eine gewisse natiirliche Zahl k ergibt sich
also:

Th—a4 = Tk-3qQk—2 +Tp—2, 0 <rp_o <71p_3 (Ak—2)
Th—3 =Tk—2qk—1+Tk-1, 0 <71 <Tp 2 (Ak—1)
Tk—2 = Tk—1qk + Tk, 0 <rp <rp_1 (A.k)
Tk—1 = Tkqk+1, (Ak+1)

Wir zeigen nun, daf sich rj - der letzte von Null verschiedene Rest - in der
Form rp = sin + sem mit geeigneten Zahlen s1, so € Z darstellen 148t, und
r, sowohl n als auch m teilt.

Beginnen wir mit der zweiten Behauptung: Setzen (A.k + 1) in (A.k) ein
= 19 = rilp_o; setzen dies in (A.k — 1) ein = rp_3 = rilp_3 usw.

= r} teilt sowohl n als auch m.

Weiter: aus (Ak) = ry =rg_o — Tk 1qk-

Mittels (A.k — 1) kann hierin r;_; durch eine Linearkombination von rj_s
und rj_3 ersetzt werden usw. Schliefilich erhalten wir, dafl rp, = sin + som
mit s1, 82 € Z. O

Definition 1.4.5 Folge in A wird jede Funktion f: N — A genannt. Statt
f(n) wird hdufig fn geschrieben. Eine Folge kann somit auch als Familie

{fn}nen aufgefaf$t werden.

1.4.2 Reelle Zahlen

Z=1{.,-3-2-1,01,23,...}
Q={"|:meZ,neZR\{0}}
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werden eingefiihrt, um Gleichungen der Gestalt n +xz =m (n,m € N losen
zu konnen bzw. solche fiir n-x =m n,m € Nyn # 0. Q ist ebenfalls noch
nicht ausreichend: es gibt zum Beispiel keine rationale Zahl, deren Quadrat
gleich 2 ist.

Beweis. Nehmen an, daf} es eine solche rationale Zahl a gibt, a = -, n,m €

Nn # 0. Wir kénnen annehmen, daf§ n und m teilerfremd sind, d.h. der
Bruch gekiirzt ist. (< ggT'(n,m) = 1)

Es folgt nun 2 = TZ—Z = 2m? = n? = n? gerade = n gerade, etwa n =
2k, k € N

(n ungerade = n = 2t + 1 = n? = 4#> + 4t + 1 ist ungerade)

= m? gerade (2m? = 4k?) = m gerade. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Teilerfremdheit von n und m. 0

V2

0 1 ¢Q

Die rationalen Zahlen lassen , Liicken®“ auf der Zahlengeraden. Idee: Liicken
fiillen. Diese Prozedur ist aufwendig und wird hier nicht erklirt. Wir geben
stattdessen ein definierendes Axiomensystem fiir die reellen Zahlen an. Wir
nehmen also an, daf} es eine unendliche Menge gibt, die mit zwei bindren
Operationen versehen werden kann, und fiir die folgendes gilt: (bindren Ope-
rator nennen wir Addition: 4+, und Multiplikation: -).

(I) Regeln der Addition

(a) 24+ (y+z)=(x+y) +=2
(b) z+y=y+ux

(¢c) x+0=0+2x==x

d) 24 (-2) = (—2)+2 =0

(
(IT) Regeln der Multiplikation
(@) (z-y)-z=u-(y-2)
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(b)
c)
d)

I
— o
s

8 8 8
gl= =
Il

I
&l
8
I
—
£}
RIS
=

(
(III) Distributivgesetz
x-(y+z)=z-y+x-z (gibt an, daBl die Multiplikation mit der
Addition vertriglich ist)

(IV) Ordnungseigenschaften (es ist eine Ordnungsrelation < gegeben mit: )

(a) fir beliebige z,y € R gilt * <y oder y < z
b)) z<y=>z+z2z<y+z
(c) z<yund z2>0=z-2<y-=z

(b) und (c) gibt an, daf die Ordnungsrelation mit den algebraischen
Operationen vertriglich ist)

Schreiben z < y, wenn z < y und z # y gilt.

Vermerken: diese Axiome werden auch von den rationalen Zahlen erfiillt.
Somit bendtigen wir wenigstens noch ein Axiom, welches die Menge QQ von
R unterscheidet, dies ist das

(V) Vollstandigkeits- oder Stetigkeitsaxiom

Zerlegt man die Menge R in zwei Mengen N und M,d.h. R=NUM,
wobei N # (), M # () und fiir Vo € N,Vy € M : 2 < y. Dann gibt es
genau ein Element s € R (Schnittzahl genannt) mit z < s < y fiir alle
x € N und fiir alle y € M.

Bemerkung 1.4.6 zu vorangegangenen Regeln:

e Fine Menge G mit einer bindren Operation ,+%, die die Regeln der
Addition erfillt, heiffit Abelsche Gruppe.

e FEine Menge G mit den bindren Operationen ,+“ und ,-“, die die Re-
geln der Addition, der Multiplikation und das Distributivgesetz erfillt,
heift Korper (vermerken, dafs G\ {0} beziiglich der Multiplikation eine
Abelsche Gruppe ist)
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o Q erfillt nicht das Vollstindigkeitsaxiom. Zu
N={zcQ:2?<2}U{zr€Q:2 <0},
M={zcQ:22>2}n{zcQ:z >0}

gibt es ndamlich keine Schnittzahl in Q. Dies wire ja s = /2 € Q).

Geht man von dieser Axiomatik aus, so entsteht die Frage, wie die natiirli-
chen Zahlen eingefithrt werden kénnen. Man definiert dazu den Begriff der
induktiven Menge: Eine Teilmenge K C R heiflt induktiv, wenn 1 € K und
aus k € K auch £+ 1 € K folgt. Der Durchschnitt aller induktiven Mengen
ist wieder eine induktive Menge (Beweis!); diese wird mit N bezeichnet und
erfiillt gerade die ersten fiinf Axiome des Punktes 1.4.1 (Beweis).

Rechnen mit Ungleichungen und Betréigen

Aus den Grundregeln fiir die Ordnungsrelation < folgen weitere Regeln fiir
das Rechnen mit Ungleichungen

l.x<y=—22>—y

2.z2<yund z2<0=zx-2>y- 2
3. 22>0

4. r<yundu<v=z+u<y+wv

5. 0<z<yundO0<u<v=z-u<y-v
Beweisen z.B. 1.:
<y = z+(—z—y)<y+(-zxz—-y = —y<-=zx

a fallsa >0

—a fallsa <0 Betrag von a.

Definition 1.4.7 Zu a € R heifit |a| := {

Eigenschaften des Betrages:
l. [a] >0und |a| =0 a=0
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2. fa-b| = al - b

3. |a + b| < |a| + |b| Dreiecksungleichung
Wir werden spéter einsehen (in der Grenzwerttheorie), daff diese Eigenschaf-
ten fundamental sind.

Vermerken: Wenn a,b € R, so wird mit |a — b| der Abstand von a zu b
bezeichnet.

Definition 1.4.8 Sei M eine Teilmenge von R.

(i) © € R heifit obere Schranke von M, falls m < x gilt fiir alle m € M.
Analog wird der Begriff ,untere Schranke* eingefiihrt.

(ii) M heifit nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, falls es eine obere
(untere) Schranke von M gibt.

(iii) s € R heifit Supremum von M, falls s eine obere Schranke von M ist
und fiir jede obere Schranke x von M die Beziehung s < x gilt (= s ist
im Falle seiner Existenz eindeutig bestimmt). Analog wird der Begriff
SInfimum von M“ als grofite untere Schranke definiert.

Beispiel 1.4.9 [a,b] := {z € R: a < z < b}, supla,b] = b, infla,b] = a.
oder: (a,b) :={x € R:a <z < b}, sup(a,b) =0, inf(a,b) = a.

Satz 1.4.10 Jede nichtleere und nach oben (bzw. nach unten) beschrinkte
Menge M C R besitzt ein Supremum (bzw. ein Infimum).

Beweis. Man zerlege R wie folgt:
L:={zeR:3Ime M mit x < m}
K :={yeR: firVme M gilt y > m}.
=>R=LUK; L#0(daM #0); K#0

(da M nach oben beschriankt ist); = < y fiir Vo € L und Vy € K.

Nach dem Vollstdndigkeitsaxiom gibt es eine Schnittzahl s. Diese ist gerade
das Supremum von M. O
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Folgerung 1.4.11 Es gilt:

1. N ist nach oben unbeschrankt.

2. Fiir jedes x > 0 gibt es ein n € N mit 0 < % <z (Aziom des Archi-
medes).

3. Zwischen zwei reellen Zahlen x < y gibt es immer (unendlich viele)

rationale Zahlen.

Beweis.

1. Nehmen an, dafl N beschrinkt ist = Js = supN. Betrachten Z, :=
{n=1:meN}Firs=n—-1€Z giltnunzr=n—-1<s—1. Damit
ist s — 1 eine obere Schranke von Z,. Wegen N C Z_ ist dann auch
s — 1 eine obere Schranke fiir N. = Widerspruch zu s = supN.

2. Nach 1. kann % keine obere Schranke fiir N sein.

1
= dneNmitd< —<n=0<1<n-zx
x

1
= 0<—<uw.
n

3. NachZ.EInENmit0<%<y—x:>x<x+%<y
ManwéhlenunmEZmitmT_lgx<%

m m-1 1 1 m
= < —= +—<z+—-<y=—€(x,y)
n n n n n

Zifferndarstellung reeller Zahlen

Seien n und ¢ natiirliche Zahlen, g > 1. Eine Darstellung der Form

k
n:ergj, r; €{0,1,...9 —1}
Jj=0
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heif3t g-adische Zifferndarstellung von n. Dabei heiflen

r; — Ziffern
g — Basis
E — Stellenzahl (falls r, # 0)

Man schreibt n = (ry 7p—1---70)g
Héufig verwendete Basen sind

g = 2 (Dualdarstellung, Ziffern: 0, 1)
g = 10 (Dezimaldarstellung, Ziffern: 0,...,9)
g = 16 (Hexadezimaldarstellung, Ziffern: 0....,9,A,..., F)

Wir kommen nun zur g-adischen Darstellung reeller Zahlen. Sei dazu x € R
und es gelte ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 2 > 0. Wir spalten dazu
den ganzen Anteil [x] =: n (entier) ab: z = n+ 1z, n € Zy, 0 < 9 < 1.
Der ganze Teil wird wie iiblich umgerechnet. Fiir 29 # 0 sucht man eine

Darstellung nach Potenzen von é = ¢! der Form

oo
Ty = Z $j977 = 5197 + 8297 + 5207 + 5397 +sagTH
=1

(sj € {0,1,...,9 —1}). Man schreibt dafiir zo = (0 s1 s2...). Die Ziffern s;
lassen sich durch iterierte Multiplikation darstellen:

grog = s1+x, 0<z1 <1
gri = So+ o3, 0<za <1
gra = Ss+z3, 0<z3 <1

Dieser Prozef bricht méglicherweise mit x; = 0 ab.

Bemerkung 1.4.12 Man kann anhand des Verfahrens unschwer erkennen,
dafs die Dezimaldarstellung jeder rationalen Zahl 3 endlich oder pOeriodisch
ist. Die Umkehrung gilt auch: Jede periodische Dezimalzahl stellt eine ratio-
nale Zahl dar.

1.4.3 Komplexe Zahlen
Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat in R offenbar keine Losung. Frage: Kann

die Menge der reellen Zahlen (unter Beibehaltung der arithmetischen
Operationen ) so erweitert werden, dafl obige Gleichung (und allgemeiner)

25



16sbar ist?

Eine solche Erweiterung existiert: Menge der komplexen Zahlen C.
Wir beschreiben diese Erweiterung wie folgt: Vermerken zunéchst, daf§
R? ;=R x R:= {(2,9) : v,y € R}

Geometrische Interpretation: Ebene.

Wir  fithren in die Menge R? zwei bindre Operationen
ein, die wir wieder Addition und Multiplikation = nennen:

Addition : (al, bl) + (az, bg) = (a1 + as9,b1 + bg)

Multiplikation : (al, bl) . (az, bg) = (a1 -ao — by - ba,a1 - by + as - bl)
Das algebraische System (R?,+,-) bezeichnen wir mit C. Es gilt R C C im
folgenden Sinne: Wir identifizieren R mit R x {0} := {(z,0) : x € R}. Dabei
gilt (x,0) + (y,0) = (¢ + v,0) und (y,0) - (2,0) = (zy,0). Auf R stimmen
also die ,neuen“ Operationen der Addition und Multiplikation mit den
»alten® iiberein.

Vermerken: Die Operationen der Addition und Multiplikation sind asso-
ziativ und kommutativ. Auflerdem gelten die Distributivgesetze. (Nachweis
elementar).

Wenn (a,b) # (0,0), dann 3(c,d) € C mit (a,b)(c,d) = (1,0), ndmlich
(c,d) == (=5, a{—_:’bQ) C erfiillt die Regeln der Addition, die Regeln der
Multiplikation und die Distributivgesetze des Punktes 1.4.2 und ist somit
ein Korper.

Man tiberpriift direkt, da8 (a,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) gilt. Man schreibt dies
auch als a +ib (= a + bi) mit 7 = (0,1). Und es gilt i = —1.

Wenn ¢ = a + b, a,b € R, so heifit a Realteil und b Imaginérteil der kom-
plexen Zahl ¢; a =Rec, b =Imec.

Absolutbetrag einer komplexen Zahl ¢ = a+ib (a,b € R) ist nach Definition

die Zahl |¢| := Va2 + b2

Beachte: Nach Definition ist die Quadratwurzel v/d aus einer reellen Zahl
d > 0 die kleinste reelle Zahl z > 0 mit 22 = d !

Eigenschaften:
L. |¢) >0,c=0%|¢]=0
2. |ed| = |e||d]

3. |e+d| <|c| + |d| (Dreiecksungleichung)
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Die Eigenschaften 1. und 2. werden durch direktes Nachrechnen iiberpriift.
Der Beweis der Eigenschaft 3. ist schwieriger. Er stiitzt sich auf

Hilfssatz 1.4.13 (Schwarzsche oder auch Cauchysche Ungleichung)
Seien a;, b; reelle Zahlen, 1 =1,...,n. Dann gilt

(£) <(£4) (%9)

Beweis. Wir setzen

A:iaf, B:ibf, C:iaibi
i=1 i=1 =1

=0< ) (Baj—Cb)>=B*Y af —2BCY _abi+C*» 1}

= B?A - 2BC? + C*B = B?’A— C*B = B(BA — C?)

Wenn B = 0 = 1.3 gilt offenbar; wenn B # 0, d.h. B > 0 gilt = BA > C?
und damit die Behauptung. 0

Nun koénnen wir die Eigenschaft 3. beweisen:

Beweis. Sei ¢ = ¢ + ica, d = dy + ids. Daraus folgt:

lc+d? = (c14di)* + (c2 + dp)?
= E 4G+ 2Acrdy + cady) + 2 + d
< G+ d+d+d3+2( +B)3(d +d3)F (nach 1.3)
= (E+A) + (@ +dB))
= (le[+d])*.

Die konjugiert komplexe Zahl
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Wenn z = z + iy, (z,y € R) komplexe Zahl ist, dann heifit z := = — iy die

zu z konjugiert komplexe Zahl.

Eigenschaften:

.21 +2=z1+2
2. Z1z2 =712

3. 27 = |22

4. z +z— reelle Zahl, 7 = z wenn z reell = z = z,

Geometrisch lassen sich die komplexen Zahlen als Punkte (Vektoren) einer
Ebene, der komplexen Ebene bzw. der Gaufischen Zahlenebene darstellen.

1y A

& Yo

20 = To + 1Yo

o |

Geometrische Interpretation der biniren Operationen

1. Addition

Vektoraddition mittels ,,Parallelogrammregel®.
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1y A

sy

2. Multiplikation

Diese wird transparent, wenn man die trigonometrische Darstellung einer
komplexen Zahl einfithrt. Das heiflt wir arbeiten mit Polarkoordinaten.

YA

Lol

= J

= |z|
Lénge/Betrag
von z

z =r(cos ¢+ isingp)

Wenn z # 0 ist, dann ist ¢ bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt
und wird Argument der komplexen Zahl genannt. Das Argument einer kom-
plexen Zahl z # 0 ist also eine Menge. Wenn jedoch ¢1,p2 € argz =
COS (o1 = COS P2, Sing; = sin ps. (Das heiBt, dafl die Periodizitit der Sinus-
und Cosinusfunktion ausgenutzt wird.) Bisweilen bezeichnet man mit arg z
irgendein Element aus dem Argument von z.

Vermerken: wenn z = 0, dann ist das Argument nicht erklért.
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Es gelte nun:
21 = 11(cos @1 + isiny)
29 = 12(C08 o + i 8in @2)

= 2129 = 117r2(C0S 1 COS P2 — sin 1 sin Yo + i(Cos Y1 SiN P2 — €OS Y2 siN Y1)
= r1ra(cos(p1 + p2) +isin(pr + p2))

(Additionstheorem)
YA
21" 22 29
ry = |z
Z1
PLT P2 r1=lal

2<P\1\

Betriage werden multipliziert, Argumente addiert!

sY

Wenn z = r(cos ¢ + ising), so zeigt man mittels Induktion, daf}
2" = r"(cos(np) + isin(ny)).

Kehren zur Ausgangsfrage zuriick: Wie 16st man Gleichungen der Gestalt
z" =a,a € Cund n € N gegeben ?

Betrachten zunichst den Fall ¢ = 1 und bestimmen die n-ten Einheits-
wurzeln €5, £ = 0,...n — 1, ndmlich die Lésungen von 2" = 1. Sei nun z
irgendeine komplexe Zahl mit 2™ = 1. Wegen |2|" = |2""| =1 = |2| =1, das
heiit z liegt auf dem Einheitskreis T := {z € C: |z| = 1}
=z =cosp+ising
= 2" = cos(ny) + isin(np) =1
= sin(ny) = 0 (und cos(np) = 1)
=np =2mp, peZ

27p

=>p==L peZl

n ?
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Ferner gilt p=In+r, l€ Zundr € Z,0<r <n

= p=2r(l+Z) und sing =sin 2", cosp =cos 2L, 0<r<n

Also gibt es hichstens n Wurzeln der Gleichung 2" = 1 und diese befinden
sich unter den Zahlen

2tk ok
ep = cos —& Lisin 2" k=0,1,...,n—1 (1.4)
n n

Nun iiberpriift man unmittelbar, dafl jede der Zahlen 1.4 Wurzel der Glei-
chung 2™ =1 ist. Wir haben also folgenden Satz bewiesen:

Satz 1.4.14 FEs gibt genau n verschiedene komplexe Zahlen g, ... ,en—1, die
die Gleichung z" =1 erfiillen, diese sind gegeben durch

ok
er = cos % 4 isin E gk =0,1,...,n—1.
n n

Beispiel 1.4.15 Lisungen von 28 =1

Ly A

Wir betrachten nun z" = ¢ mit a # 0.

Zunichst schreibt man a = r(cos ¢ + isin ), direktes Nachrechnen liefert,
dal 2z, = {/r(cos %Zﬂk + isin %m) der Gleichung 2" = a geniigt. Wir
haben zu zeigen, dafl es keine weiteren Ldsungen gibt. Der Beweis dafiir
stiitzt sich auf folgende Uberlegung: Seien z; und zy zwei Losungen von
2" = a. Dann gilt (2)" = 1, das heifit es gibt ein 0 <k < n mit 2 = ¢,
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das heiflt zo = €121. Hieraus folgt, dal jede Losung von der Gestalt ez ist,
wobel 0 < k < n.

Hieraus folgt: Jedes Polynom der Gestalt z™ — a besitzt n Wurzeln (a # 0).
Dieser Fakt kann verallgemeinert werden.

Hauptsatz der Algebra: In der Menge der komplexen Zahlen besitzt jedes
Polynom n-ten Grades genau n Nullstellen. Die Aussage des Hauptsatzes der
Algebra kann auch wie folgt gefait werden: Jedes (komplexe) Polynom P
vom Grade n, d.h. P(z) = a,z" + ... + ap mit a,, # 0 kann als

Piz)=ap(z—21)...(2 — 2zp)

geschrieben werden, wobei zi,...,z2, fixierte komplexe Zahlen sind; diese
heiflen Nullstellen oder Wurzeln des Polynoms P. Tritt unter den Wurzeln
von P die Wurzel mit dem Index j genau k; mal auf, so heifit die Zahl k;
die Vielfachheit der Wurzel £;. Damit kann P auch als

P(z) = an(z— M)k . (2= X))k

geschrieben werden, wobei die Zahlen Aq, ..., \; paarweise verschieden und
ki1 4+ ...+ k; = n gilt. Die multiplikativen Elementarbausteine komplexer
Polynome sind somit Faktoren der Gestalt (z — A) (bis auf den Faktor a,,
der ein Polynom vom Grade 0 ist). Fiir reelle Polynome gilt im Reellen
diese Aussage nicht. Beispiel: #2 + 1. Der Hauptsatz der Algebra kann aber
benutzt werden, um auch die elementaren (multiplaktiven Bausteine reeller
Polynome im Reellen zu bestimmen.

Folgende Uberlegung zeigt dies sofort: Jedes reelle Polynom P kann auch als
komplexes Polynom betrachtet werden. Wenn nun A eine komplexe Nullstelle
von P ist (und eine solche existiert nach dem Hauptsatz der Algebra, dann
gilt P(\) = P(\) = 0. Nun ist aber

P(A) = aphy + ... +ap;
somit ist auch A Nullstelle von P. Ist nun X\ nicht reell, so tritt ein Faktor

der Gestalt (z — \)(z — A\) = 22 4+ az + b mit reellen Zahlen a,b auf. Somit
kann ein reelles Polynom vom Grade n als

d(x — M) (= Ap) P (22 4 g + b)) (02 4 apa + by)
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geschrieben werden, wobei d # 0 eine reelle Zahl, z1,...,\,, die reellen
Nullstellen von P und 22 + a;jv + b; paarweise verschiedene Polynome sind,
die keine reellen Nullstellen besitzen. Auflerdem gilt

ki+. ..+ kp+2s1+...+2s5, =n.

Folgerung. Jedes reelle Polynom P, dessen Grad ungerade ist, besitzt we-
nigstens eine reelle Nullstelle.

Die elementaren (multiplikativen) Bausteine reeller Polynome (im Reellen)
sind somit Polynome vom Grade < 2 (mit den oben angegebenen Eigen-
schaften). Dieser Fakt spielt spiter bei der Integration rationaler Funktionen
eine wichtige Rolle. Komplexe Zahlen finden mannigfaltige Anwendungen.
In der Elektrotechnik werden sie beispielsweise zur Untersuchung von Wech-
selstromkreisen herangezogen.

Beispiel 1.4.16 (Widerstand und Spule in Reihe geschaltet) Bei
diesem Beispiel betrachten wir einen Wechselstromkreis.

O~ O

R: Ohmscher Widerstand
L: Induktivitat
U(t) = Uy cos wt: Spannung mit Uy > 0

Kirchhoffsche Gesetze: Die Stromstirke I(t) geniigt der Differentialglei-
chung

dI
L— +RI=U.
dt *

Diese Gleichung ist zu lsen. Setzen et := coswt + isinwt und sehen die

Grofen U(t) und I(t) als Realteile gewisser komplexwertiger Funktionen
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U*(t) und I*(t) an. Weil wir es mit periodischen Vorgingen zu tun haben,
setzt man

U*(t) = Upe™t, T*(t) = Ije™t, It cC

Setzen dies in obige Differentialgleichung ein:

. . . Us
L I§ iwe" + R Ij e =U ' =I5 = ———.
0 0 ° T R+iwL
Polardarstellung von I : If = Ipe ™ mit Iy = %,tana = <L

Mit der komplezen Stromstirke I* = Ioe"“'=%) folgt fiir die physikalische
Stromstirke 1(t) = Iy cos(wt — «). Dies ist tatsichlich (die einzige) Lisung
obiger Differentialgleichung.
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Kapitel 2

Vektoren

2.1 Der Begriff des Vektors

In der Physik, besonders in der Mechanik, unterscheidet man zwischen ska-
laren und vektoriellen Gréfien.

Skalare Groflen: Temperatur, Luftfeuchtigkeit, . ..

Vektorielle Grofien: Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung, ...

Intuitiv weiff man, daf vektorielle Grofien durch Lénge (Betrag, Norm) und
durch Richtung gekennzeichnet sind.

Eine strenge mathematische Fassung ist nicht ganz einfach und beinhaltet
sowohl die korrekte Definition der Linge als auch der Richtung. Wir werden
diese Begriffe schrittweise herausarbeiten. Kehren wir zunichst wieder zur
Physik zuriick. Dort werden Vektoren als gerichtete Strecken dargestellt:
Wenn wir uns den 3-dimensionalen physikalischen Raum denken, und uns
dort zwei Punkte P und @ gegeben sind, so wird mit v = ]@ der Vektor
bezeichnet, der P als Anfangspunkt und @ als Endpunkt besitzt, d. h.

P/

Diese Konzeption ist jedoch zu eng gefait (sie fithrt auf logische Schwierig-
keiten). Beispielsweise sei uns eine Rakete gegeben, deren Triebwerk arbeitet

Q
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(also eine Kraft wirkt) und die sich geradlinig bewegt. Denken wir uns die
gleiche Rakete mit dem selben Triebwerk bestiickt, nun allerdings auf einer
Bahn (Geraden), die zur ersten parallel ist:

y

2

V4
\j

In beiden Féllen besitzt die wirkende Kraft gleiche Linge und gleiche Rich-
tung. Also sollte der Begriff des Vektors nicht von den Begriffen Anfangs-
punkt und Endpunkt abhingen. Daher werden Vektoren, die durch Paral-
lelverschiebung ineinander iiberfithrt werden koénnen, als gleich angesehen
(freie Vektoren). Mathematisch bedeutet dies, daf in die Menge der gerich-
teten Strecken eine Aquivalenzrelation eingefiihrt werden kann: Zwei gerich-
tete Strecken heiflen dquivalent, wenn sie durch eine Parallelverschiebung
ineinander iiberfithrt werden kénnen. Ein Vektor ist dann eine Aquiva-
lenzklasse. Der Mathematiker ist damit immer noch nicht zufrieden; im
3-dimensionalen Raum kénnen wir uns gerichtete Strecken vorstellen. Wie
sieht das aber im Héherdimensionalen aus?

Um die Frage beantworten zu kénnen, gehen wir wieder zum 3-dimensionalen
physikalischen Raum zuriick. Wir stellen uns vor, daf} in ihm ein kartesisches
Koordinatensystem gegeben ist. Dann kann dieser mit dem Raum R? iden-
tifiziert werden; das Tripel (x1, x2, x3) bedeutet dann gerade, daf z1, 22 und
x3 die Koordinaten eines gegebenen Punktes P sind: P = P(x1, z2, z3). Sei-
en nun P = P(x1,22,23) und Q = Q(y1,%2,y3) € R fixierte Punkte. Wir
betrachten ]@, also einen Représentanten eines Vektors v (man sagt auch,
v sei an P angelegt).

Wir betrachten den Punkt S = S(y; — 21, y2 — 2, ys —x3). Dann ist, wie man
leicht sehen kann, auch OS ein Repréisentant von v. Dieser ist eineindeutig
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durch den Punkt

(y1 — 71,y2 — 72,y3 — 73) € R®

festgelegt. Also konnen wir sagen, dafl zwischen allen (freien) Vektoren, die
im Raume R?  wirken“, und allen Punkten des Raumes R? eine eineindeutige
Beziehung besteht.

Diese Zuordnung wird wie folgt gegeben. Ist v ein (freier) Vektor im Raume
R3, so ordnen wir ihm den Reprisentanten zu, dessen Anfangspunkt gerade
der Koordinatenursprung ist. Der Endpunkt dieses Représentanten ist dann
gerade der Punkt, den wir v zuordnen. Wollen wir diesen Vektor an den
Punkt R = (21, 22, 23) € R?® anlegen, so haben wir den Vektor (die gerichtete
Strecke) RS zu bilden mit § = (z1+(y1—21), 224+ (y2—x2), 23+ (y3—3)). Mit
anderen Worten, wenn wir den Vektor v an einen Punkt R € R3 anzulegen
wollen, haben wir den Punkt S = (21 + (y1 — z1),...,23 + (y3 — x3)) zu
bilden, d. h. durch v wird eine Abbildung durch (21, 22, 23) — (21 + (y1 —
x1),...,23 + (ys — x3)) definiert. Diese Abbildung heifit Translations- oder
Verschiebungsabbildung, die durch v erzeugt wird. Bezeichnung: 7, oder
Ta,a = (y1 —1,...,ys —x3). Da Vektoren in einer eineindeutigen Beziehung
zu den eben definierten Translationen stehen, werden diese Translationen
auch freie Vektoren genannt. In dieser Terminologie ist ein freier Vektor
eine Translation 7, (die auch Translationsoperator genannt wird). Dieser
Begriff ist nun vollig korrekt definiert. Die Formulierung, an einen Punkt
P = (z1,...,xz,) den Vektor 7,,a = (a1, ...,as3) anlegen, bedeutet nun das
Bild 7,(P) zu bestimmen (d. h. in unserer fritheren Terminologie PTa(P; zu
betrachten).

Aus der Physik ist bekannt, dal zwei Kréfte 171) , IT; , die auf einen
punktformigen Kérper wirken, dquivalent durch eine dritte Kraft K3 ersetzt
werden konnen, die als Summe dieser Vektoren definiert ist (Superpositions-

prinzip):

Ki=K; + Ky = Ko + Ky;

die Summenbildung wird dabei nach der Parallelogrammregel vollzogen, d.
h.
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ky T~

ko e

Auch hier entsteht die Frage, wie wir diese Operation mathematisch exakt
fassen konnen. Wir denken uns die Vektoren K; und IT; an den Koordi-
natenursprung angelegt. Dann sind K; und K> entsprechend durch ihre
Endpunkte (z1,...,z3), (y1,...,ys) festgelegt. Dies gilt auch fir IT?,), dessen
Endpunkt durch (z1,...,23) gekennzeichnet sei. Man kann leicht einsehen,
dafl dann gerade

gelten muf. Dies fiihrt zunéichst auf die Idee, dal der Raum R3 (allgemeiner:
der Raum R") mit der biniren Operation einer Addition versehen werden
kann:

(xla"'vxn)+(y17-"ayn) = (x1+y17'--7xn+yn)

Vektoren konnen mit Skalaren (d. h. mit reellen Zahlen) multipliziert werden
(Streckung des Vektors und ,Richtung® bleibt erhalten, wenn z > 0, wird
umgekehrt, wenn z < 0).

Dies fiihrt auf eine Abbildung R x R" — R" (A, (x1,22,...,2,)) —
(Az1, Axa,...,A\xy,), die sogenannte Skalarmultiplikation; diese wird als Az
geschrieben (A € R,z € R"). Entsprechend heifilen die Elemente A € R
auch Skalare. Wenn (x1,...,z,) € R gilt, dann heiflen x1,xz9,..., 2, die
Komponenten oder Koordinaten des Punktes (z1,...,x,). Die oben ein-
gefiihrten algebraischen Operationen werden also komponentenweise (ko-
ordinatenweise) ausgefithrt. Wir setzen noch O = (0,0,...,0). Dann gilt
(v,w,z € R" o, 5 € R)

l.vo+rw=w+w

2.0+ (w+2)=(v+w)+z
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5
6. a(Bv) = (B

7. (a+p)v=av+ pv
8

av4w) =av+ aw

Vermerken: Die Eigenschaften 1. bis 4. bedeuten, dafl (R", +) eine Abelsche
Gruppe ist.

Die Eigenschaften 5. bis 8. bedeuten, daf} fiir alle Elemente aus R" die Mul-
tiplikation mit allen Elementen (Skalaren) des Korpers R definiert ist, wobei
die genannten Gesetze gelten. Man sagt auch, dafl R” ein Vektorraum (li-
nearer Raum ist auch gebrauchlich) iber dem Korper R ist. Dies gibt Anlaf}
zu folgender Definition.

Definition 2.1.1 Sei V ecine beliebige Menge, fiir die eine bindre Operation
.+ definiert ist, d. h. (z,y) — = +y. Sei ferner K ein beliebiger Korper
und eine Operation K XV =V, (a,v) — av gegeben. Wenn fiir diese Ope-
rationen die Figenschaften 1. bis 8. gelten, dann heifit V linearer Raum tber

K.

Alternative Definition:

Eine Abelsche Gruppe (V, +) heifit linearer Raum iiber K, wenn eine Abbil-
dung K x V = V, (a,v) — av gegeben ist, die die Eigenschaften 5. bis 8.
besitzt.

‘ Lineare Algebra = Theorie der linearen Rdume ‘

Wir werden vorrangig lineare Rdume iiber R oder C betrachten.

Definition 2.1.2 Sei V' ein linearer Raum diber dem Korper K(= R oder
C). Frir fiziertes a € V heifit die Abbildung v — a-+v freier Vektor in V. Wir
bezeichnen diese wieder mit T, und nennen die Abbildung auch Translation
(um den Vektor a).
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Bemerkung 2.1.3 Den Vektor T, an den Punkt P € V' _anlegen® bedeutet
nun das Element To(P) zu bilden; das geordnete Paar (P, T,(P)) bezeichnen
wir auch mit PTo(P).

Offenbar sind die Abbildungen 7, : V' — V Bijektionen; dabei gilt
To' =T Taro=Tao Ty, ToTa=TaTo =T

= Die Menge T'(V') aller Translationen bildet beziiglich der bindren Opera-
tion der Komposition eine Abelsche Gruppe; definiert man noch A7, durch
Tre (A € K), so wird T(V) sogar zu einem linearen Raum; dabei ist die
Abbildung ¢ : V. — T(V),a — T, offenbar eine Bijektion, fiir die noch

p(Aa) = Ap(a)
pla+d) = opla)op(d)
gelten (z. B. ¢(a +b) = Toqp = Ta o Ty = @(a) o ¢(b)).
Die Abbildung ¢ ist also mit den linearen Strukturen von V und T'(V)

vertriiglich. Sie wird daher lineare Abbildung genannt.

Definition 2.1.4 Seien Vi und Vs lineare Rdume tber K. Eine Abbildung
@ : Vi — Vo heifst linear (auch linearer Operator genannt), wenn

p(Av) = Ap(v)
pla+b) = wla)+ o)
fiir alle A € K und alle a,b € V1 gelten.

Eine lineare Abbildung ¢ : Vi — Vo heiffit Isomorphismus, wenn ¢ eine
Bijektion ist. Die Rdume Vi und Vo werden dann auch isomorph genannt.

Bemerkung 2.1.5

1. Die bindren Operationen in Vi und Vo ebenso wie die Multiplikation
mit Skalaren haben wir einheitlich mit ,+% und ,, - * bezeichnet!

2. Isomorphe Rdiume kénnen sich zwar durch die Natur ihrer Elemen-
te unterscheiden, sind aber in threr linearen Struktur gleich. Daher
werden solche Rdume hdufig identifiziert.
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Beispielsweise konnen wir V- -mit T'(V') identifizieren. Das Studium der
linearen Struktur von T(V') (und einiger weiteren Figenschaften) ist
somit das Studium dieser Figenschaften in V! Wir werden uns daher
auf die Untersuchung von V beschrdinken!

Definition 2.1.6 Sei V' ein Vektorraum dber K (= R oder C). Fir jedes
Element v € V, v # 0, heifit die Menge

B={\v:XeR und A >0}

Richtung. Zwei Vektoren v1 und vo besitzen gleiche Richtung, wenn sie beide
zu einer Menge der Gestalt B gehoren (< es gibt einen Skalar p > 0 mit

v = pv2).
Weitere Beispiele von linearen Riumen

1. C" ist ein linearer Raum iiber C, wenn man die Addition durch

(1,5 &n) + (pas ey o) = (& 4+ pas - €+ pin)

und die Multiplikation mit Skalaren durch

A1,y &) = (M, .., AE)

einfiihrt.

2. Sei P, die Menge aller reellen Polynome, d. h. die Menge aller Funk-
tionen

n
P:R— R, xHZaixz,
i=0

wobei ay, . . ., a, fixierte reelle Zahlen sind (analog fithrt man den Be-
griff komplexes Polynom ein).
Addition: (327 5 aiz?) + (30 bix?) := S0 o(a; + b))z

Multiplikation mit Skalaren: A Y7 | a;z’ := Y1 (Aa;z?)

3. Sei A die Menge aller Funktionen f : R — R.

Addition: (f1 + f2)(2) := fi(z) + f2(z)
Multiplikation mit Skalaren: (\f)(z) := Af(x)
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4. L ={x € R:x > 0} ist Abelsche Gruppe (L, ).
Multiplikation mit Skalaren o aus R: «a ([ := (%

Fazit: Lineare Rdume begegnen uns auf Schritt und Tritt!

2.2 Norm eines Vektors

Wir wenden uns nun dem Begriff Norm oder Lénge eines Vektors zu. Dazu
betrachten wir wieder den Fall eines konkreten linearen Raumes, nidmlich
des linearen Raumes R?.

YA

V2 - -2 v = (v1 + v2)

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras
macht es Sinn, die Linge des Vektors
v durch

loll := /o7 + o3

zu erklaren.

Allgemeiner: Sei n € N beliebig. Die Linge oder Norm eines Vektors v =
(v1,...,v,) € R" wird durch

o] :=

erklart.
Die so erklirte Norm besitzt folgende Eigenschaften:

(i) ||v]] >0 und |jv|| =0 v =0
(i) flzvl] = [A]- [lo]l VA € R

(iii) [Jv +wl|| < |lo]| + [|w]| (Dreiecksungleichung)
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Die Eigenschaften (i) und (ii) sind offensichtlich. Die Eigenschaft (iii) ist
schwieriger zu beweisen. Sie ist aber eine direkte Folgerung aus der schon
bewiesenen Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (Punkt 1.4.3.).

Wir definieren nun allgemein:

Definition 2.2.1 Gibt es fiir einen Vektorraum tiber K (=R oder C) eine
Abbildung || - || : V = R, v ||v||, die die Figenschaften (i) bis (iii) erfiillt,
so heifit || - || eine Norm fir V. und (V.|| - ||) heifft normierter Raum, ||v||
Norm (oder Linge) des Vektors v.

Weitere Beispiele fiir normierte Rdume

1. R*:
o [[v]loo := max{[o],....[val}
o [[v]]o:=1/>00, v? (Euklidische Norm)
o lloll =303 il
2. C:
o ||v|loo := max{|vi],...,|vn|}
o lvll2 = /320 [vil?

o lloll == 32 [oil

Man kann zeigen, dafl beliebige Normen auf R” oder C* im folgenden Sinne
dquivalent sind: Wenn || - ||, und || - |3 Normen auf R" oder auf C" sind,
dann gibt es zwei Zahlen c¢;,co > 0 mit

crllella < ll2lls < callzlla Vo € B (oder C).

Das bedeutet:

Die Wahl der konkreten Norm ist zunichst nicht bedeutsam, wenn es um
»,2Konvergenz“ geht. Dies ist fiir allgemeine lineare Rdume nicht mehr richtig
(und zwar fiir solche, fiir die dimV = oo gilt).

Mit dem Begriff der Norm ist ein weiterer wichtiger Begriff verkniipft: Sei
(V.|| - ||) ein normierter Raum. Dann heif}t

d(v,w) == ||lv — w|| (v,w e V)
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Abstand der Vektoren v und w.

Eigenschaften

1. d(v,w) >0 und d(v,w) =0 v=w
2. d(v,w) = d(w,v)

3. d(v,z) <d(v,w) + d(w, 2) (Dreiecksungleichung)

Man definiert allgemeiner (Unter X verstehen wir irgendeine Menge.):
Seid: X x X — R eine Funktion, die die eben formulierten Eigenschaften
1. bis 3. besitzt. Dann heifit d Metrik auf X, und das Paar (X,d) metri-
scher Raum. Die Zahl d(x1,x2) wird als Abstand der Punkte x; und xs
interpretiert. (AuBerst wichtige Begriffsbildung — Analysis)

2.3 Der Begriff des Skalarproduktes von Vektoren

Wir beginnen wieder mit einem Beispiel:
Ein Massepunkt sei auf einer Geraden unter Wirkung der konstanten Kraft
K verschiebbar.

Fragen: Welche Arbeit A wird geleistet, wenn dieser Punkt unter der Wir-
kung von K aus dem Punkt P; in den Punkt P» verschoben wird?

1 !

N P,

Antwort (Physik):
A = ||k|| - [|PLPz]| - cos p, wobei ¢ der Winkel ist, den K mit P; P> bildet
(keine Zweideutigkeit moglich, da cos ¢ = cos(2m — @) gilt!).

Daher definiert man: Das Skalarprodukt zweier Vektoren a,b € R? ist nach
Definition die Zahl

(a,b) := lal| - [[b]] - cos ¢,
wobei ¢ der Winkel ist, den diese beiden Vektoren miteinander bilden.
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Bemerkung 2.3.1

1. Es gilt cos(2m — ¢) = cos, daher ist es gleich, ob man den grifie-
ren oder kleineren der beiden Winkel wdihlt, den a und b miteinander

2. Seia #0 und A = {Xa : A € R} die durch a gegebene (gerichtete)
Gerade. Als orthogonale Projektion des Vektors b auf /\ bezeichnet

bilden:

man den Vektor
a

pT’Ab = (HbHCOS (P)Ha“

(a,b) a
Tal Tap @7

pra(b+c) = prab+prac
praAb = Aprab

= Die Abbildung pra : R® — A ist eine lineare Abbildung. (/\

st offenbar ein linearer Teilraum von R3.)

b) llprab+e)|l < llprabll + [lpracll

Zeigen z. B. a)
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= Additivitét

A
weiter:
Wenn A\ > 0, dann gilt Homogenitét.
Wenn A < 0= praib=|\|-[|b]| - cos(m — ) = A- ||b]| - cos p. O

Diese Aussagen kénnen nun benutzt werden, um folgende Eigenschaften des
Skalarproduktes (-,-) zu zeigen:

(a,0) (b,a) (2.1)
(Aa,b) = Xa,b) (2.2)
(a+bc) = (a,c)+(bc) (2.3)
(a,a) > 0, (a,0) =0=a=0 (2.4)
Wir beweisen z. B. (2.3):
Wenn ¢ = 0, dann ist die Behauptung offensichtlich;
¢ # 0: Aus (2.1) folgt (a + b,¢) = (c,a + b). Aus 2.a) folgt nun
pra(a+b) = pra.a+pradb
att) e _ o) e (b o
llell el llell flell el llel
= (c,a+b) = {c,a)+ (c,b) und damit die Behauptung.
O

Mittels (2.1) bis (2.4) laBt sich (a,b) durch die Koordinaten von a und
b ausdriicken. Um dies einzusehen, fithren wir die Einheitsvektoren e; :=
(1,0,0), e2 := (0,1,0), eg := (0,0,1) ein und vermerken

]R3 5C = (Cl, 02,03) = Chre1 + Chey + Cses.

1, i=j

Aus (e;,ej) = 0;5 := { 0 i (Kroneckersymbol)
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folgt nun unmittelbar (a = (a1, az2,as), b = (b, ba, b3))

‘ (a,b) = a1by + azbs + asbs ‘

Diese Uberlegungen nimmt man als Anla$ fiir folgende Definition
Definition 2.3.2 Sei V' ein Vektorraum diber R. Sei
(,):VxV >R

eine Abbildung, die die Figenschaften 2.1 bis 2.4 aufweist. Dann heifit diese
Abbildung Skalarprodukt und das Paar (V,(-,-)) Vektorraum mit Euklidi-
schem Skalarprodukt (= Euklidischer Raum,).

Wichtige Begriffsbildung fiir die Geometrie!

Beispiel 2.3.3

1. R"™ ist ein Euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt
n
(a,b) = axby (2.5)
k=1

(Verallgemeinerung des Euklidischen Raumes R®)

2. Es bezeichne C[0,1] die Menge aller stetigen und reellwertigen Funk-
tionen auf
0,1]:={z€R:0<z<1}. = reeller Vektorraum.

1
Skalarprodukt: {f,g) = [ fgdx
0

Satz 2.3.4 (Schwarzsche Ungleichung)

a) Ist V' ein Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), so gilt

[{w, )| < lull -0l mat o]l := v/ (v, ).
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b) Fir jeden Euklidischen Vektorraum ist durch
o]l = v/ (v, v)

eine Norm definiert.

Beweisidee.

zu a): Man betrachte den Ausdruck (au + v, au + Bv) > 0 mit zunéchst
beliebig vorgegebenen Skalaren « und . Man forme diese unter

Beriicksichtigung der Bilinearitit um und spezifiziere a := ||v]| und
= %llull.

zu b): Man beweise die Dreiecksungleichung mit Hilfe der Schwarzschen
Ungleichung (Modell: komplexe Zahlen!).

0

Bemerkung 2.3.5 Fir den Euklidischen Raum R* mit dem Standard-
Skalarprodukt (2.5) haben wir die Schwarzsche Ungleichung bereits im Punkt

komplexe Zahlen bewiesen.
1
n 2
i=1

(%)

Definition 2.3.6 Zwe: Vektoren u,v € V' heiffen zueinander senkrecht oder
orthogonal, wenn (u,v) =0 gilt. Man schreibt dies auch v L v (& v L u).

=

n
§ Tiyi
i=1

Beispiel 2.3.7 Die Einheitsvektoren e; € R3 sind fiir i # j zueinander
orthogonal:

€; 1 €, 1 7'5 ]
Definition 2.3.8 Sei V' ein Fuklidischer Raum, v,u € V. Die Zahl

(u, v)
el - [l

wird als Kosinus des Winkels ¢ interpretiert, den die Vektoren u,v mitein-
ander ,bilden*.
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Eine Reihe elementargeometrischer Probleme lassen sich mittels des Skalar-
produktes 16sen.

Beispiel 2.3.9

1. Wenna L b gilt, dann ist ||a+b||> = ||a||?>+||b||*> (Satz des Pythagoras)

la+0b|> = (a+ba+b)
= (a,a) + (a,b) + (b,a) +(b,b)
~—— =
I I
0 0
= lall®+ [|b]I?

2. (Satz des Thales)

Die Winkel iber dem Durchmesser eines Kreises sind rechte.
(z,y)

90°

Cro) T (n0)

Wir bilden das Skalarprodukt der Vektoren (—r,0)(z,y), (r,0)(z,y), d.
h. der Vektoren (x + r,y) und (x — r,y): dieses ist gleich

(F+r)(@—r)+y*=2>—r"+y* =0
= Winkel ist ein rechter.

3. Kosinussatz:

lall® = 1611% + llell® = 2[|Bll el cos a

b
a
a -
p -
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a=b—c = o = (b—cb—c)

(b, c)
1ollell

=Bl + llell® = 2[bllllc]l cos

= [lblI* + llell* = 20ibll ]

2.4 Das Vektorprodukt (nur im Raum R?)

Das Vektorprodukt (duBeres Produkt oder Kreuzprodukt) zweier Vektoren
a,b € R® wird durch folgende Eigenschaften (eindeutig) bestimmt:

(1) |la x b|| = ||a]|||b]|| sin ¢|, wobei ¢ einer der beiden Winkel zwischen a
und b ist (—sing = sin(27w — @) !). Der Betrag des Vektorproduktes
a x b ist somit gleich dem Flacheninhalt des von a und b aufgespannten
Parallelogramms. (Rechnen Sie dies nach!)

(ii) a x b steht senkrecht auf a und auf b. Somit liegt a x b bis auf das
Vorzeichen (Richtung) fest.

(iii) Das Tripel (a,b,a x b) der Vektoren a,b, a x b bildet (in dieser Reihen-
folge) ein sogenanntes Rechtssystem (Rechte-Hand-Regel).
Dies bedeutet: Dreht man den Vektor a auf kiirzestem Weg in die
Richtung von b, so zeigt a x b in die Richtung, in die sich eine Rechts-
schraube bei dieser Drehung bewegen wiirde.

F =la x b

Bemerkung 2.4.1 Das Vektorprodukt findet in der Physik mannigfaltige
Anwendungen (Drehmoment, ... ).

Eigenschaften des Vektorproduktes
(1) axb=—(bxa)
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(2) (Aa) x b= A(a x b)

3) ax(b+ec)=axb+axc

Beweis.

(1):

(2):

(3):

Vertauschung der Reihenfolge von a und b &ndert lediglich den Dreh-
sinn und damit die Richtung von a x b.

Multiplikation von a mit A dndert den Fliacheninhalt um das |A|-fache;
die Richtung bleibt erhalten, falls A > 0 ist und dndert sich fiir A < 0.

Dieser Beweis ist etwas schwieriger und stiitzt sich auf folgende Fest-
stellung;:
Ist ||v]| = 1, so kann u x v wie folgt konstruiert werden.

Dabei bezeichnet @ die orthogonale Projektion von u auf II, und es
gilt ||[@|| = ||ul|sing. @ = u x v wird nun durch eine Drehung von u
um § (im Uhrzeigersinn) konstruiert.

Wegen (2) konnen wir ||al| = 1 annehmen (falls a # 0 gilt). Sei nun II
die Ebene, auf der a senkrecht steht. Ferner gilt b+ ¢ = b 4 . Unter
Beriicksichtigung obiger Feststellung kann man nun die Behauptung
unschwer einsehen.

g

Mittels der Eigenschaften des Vektorproduktes kann nunmehr a x b mittels
der Koordinaten von ¢ und b ausgedriickt werden:

Es bezeichnen ey, s, e3 wiederum die Einheitsvektoren im Raume R?. Aus
der Definition des Vektorproduktes folgt dann

e; xe =0 =123
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€] X ea =e3, € X e3 =e€1, €3 X €1 = €2

Merkregel:

\—) zyklisches Durchlaufen
der Indizes.

@

Damit erhalt man

3 3
axb = <Zai€i> X <Z bm,)
=1 =1
3
= Z aibj(ei X ej)
ij=1

= (agbz — agba, asby — a1bs, arby — asby)

Der Physiker liebt es, diesen Sachverhalt . formal“ wie folgt darzustellen.
Seien uns zwei Punkte (a, as), (b1, b2) des Raumes R? gegeben. Wir schrei-

ben die Koordinaten als Zahlenschema A = Zl Zz ) auf und ordnen
1 02

diesem Schema (welches auch Matrix genannt wird) eine Zahl det A zu, die
Determinante von A genannt wird:

a1 ag
det A := a1b2 — b1a2 >§
b1 b
Seien uns nun n Vektoren (aij)?zl, t=1,...,n, gegeben. Wir schreiben die

Koordinaten wieder als Zahlenschema auf:

a11 ai12 ... Q1p

a1 a2 ... QA2p
A=

anl anp2 ... dnn
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welches wiederum Matrix, genauer (n,n)-Matrix, genannt wird. Dieser Ma-
trix kann wieder eine Zahl det A, die Determinante von A zugeordnet wer-
den. Wir geben diese zunéchst noch fiir n = 3 an: (Entwicklung nach der
ersten Zeile)

ailr a2 a13 a2y o3
det a21 Q22 a23 = a1 det
azz2 ass
aszyr asz2 as3

a1 G2 a1 422
—aq det 5 )+ a1z det
a3l G33 a3l G32

Der Physiker schreibt nun formal

er e e3
a X b= det a1 as as
by by b3

Bemerkung 2.4.2

1. Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, d. h. es gilt im allgemeinen
a x (bxc)# (axb)xc Man wihle z. B. a =e1, b=-e3, c= ey
=e1 X (e2 Xex) =e3 x0=0 und (e1 X €2) X e2 = €3 X €2 = —ey.

2. (Jacobiidentitit)
Fiir beliebige Vektoren a,b und ¢ € R® gilt
ax(bxe)+bx(exa)+ex(axb)=0
(Man zeige dazu a x (b x ¢) = {a,c)b — {a,b)c

Definition 2.4.3 Seien a,b € R® beliebigen Vektoren. Den Ausdruck {(a x
b, c) nennt man Spatprodukt der Vektoren a,b und c.

Man iberpriift durch elementares Nachrechnen, dal (a x b,c) =

ay a2 as
det b1 by b3 gilt.
i C2 C3

Bemerkung 2.4.4 Das Spatprodukt kann als orientiertes, d. h. vorzeichen-
behaftetes Volumen des von den Vektoren a,b und ¢ aufgespannten Spates
betrachtet werden:
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Grundfliche A = |la x b||, h = ||praxs |l = ‘< axb c>‘ = A-h=V=
|{a x b, c)l.

llaxol[*

2.5 Allgemeine Vektorriume (lineare Riume)

Sei V ein linearer Raum (Vektorraum) tiber dem Korper K (K ist hier ein
beliebiger Korper).

Beispiel 2.5.1

1.
2.

K st iber K ein linearer Raum.

Ist K' ein Teilkérper von K, so ist K ein linearer Raum dtber K'.
(= C ist ein linearer Raum tber R)

Wir betrachten den Koordinatenraum K™, der wie folgt erkldrt ist: Sei
n eine natirliche Zahl und K™ = K X K X --- X K die Menge aller
n-Tupel (a1,...,a,) mita; € K, i=1,...,n.

Addition: (ay,...,an) + (b1,...,by) == (a1 + b1, ..., an + by)
Multiplikation mit Skalaren: t(aq,...,a,) = (tay,..., tay,)

Fiirn = 2,3 und K =R erhalten wir gerade R? und R3 mit den schon
friher definierten Operationen.

. L:={A€eR:\> 0} ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Multipli-

kation reeller Zahlen. Wir erkldren firl € L und o € R das Produkt
axl wie folgt: axl =1%. Die Axiome des Vektorraumes bedeuten dann
gerade

(ab)x 1l =ax(bxl) 1% ="

und
(a+b)«l=axl+bxl <1 =19
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5. Sei Fr(z) die Menge aller Funktionen f: X — R. Diese bildet einen
linearen Raum, wenn die algebraischen Operationen punktweise ein-
gefiihrt werden.

6. Wenn L ein linearer Raum tber C ist, dann kann ein neuer Vek-
torraum wie folgt gebildet werden: Die Abelsche Gruppe bleibt un-
verdndert, die Multiplikation mit einer komplexen Zahl wird durch
zx =7l erklirt.

Folgende Aussagen gelten in einem linearen Raum L:
Satz 2.5.2

1.0-l=a-0=0 VlieL,VacK.

2. (-1)l=-1 VIeL. (Mit 1 ist hier das Einselement des Kérpers
K bezeichnet.)

S. Giltmitae KundleL al=0=a=0 oderl=0.

4. Fir beliebige ay,...,an € K und ly,...,l, € L ist die Summe
27,;”:1 aply = a1ly + ... + aply, eindeutig erkldirt. Diese Summe nennt
man auch Linearkombination der Vektoren ly,...,l,. Analog ist das
Produkt ([1;_, ax)l = a1 --- anl eindeutig bestimmd.

Beweis. Zeigen z. B. 1., 2. und 3.:
1. 00 =(040)l =0l+0/ = 0=0[ und analog gilt a - 0 = a(0 4+ 0) =
a-0+a-0,d. h.a-0=0.

200+ (-l =1-14(-1)-1=(1—-1)l =0l =0. Also muf} (—1)/ das zu
[ inverse Element sein, d. h. (—=1)l = —I.

3. Seia#0 = (a7 ta)l =1 =0;ist [ # 0 und a # 0 so folgt mit voriger
Uberlegung [ = 0.

O
Definition 2.5.3 Seien l1,...,l; eine endliche Anzahl von Vektoren des
linearen Raumes L. Sie heiffen linear unabhdngig, wenn aus Al + ... +

Mel, =0 (N € K) immer \; =0 (i = 1,...,k) folgt. Andernfalls heifien
sie linear abhdngig.
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Beispiel 2.5.4

1. Ein einzelner Vektor [ ist linear unabhdingig < | # 0.

2. Ist unter den Vektoren ly,...,l; der Nullvektor, so sind sie linear
abhdngig.

3. Tritt ein Vektor mehrfach inly,. ..l auf, so sind diese ebenfalls linear
abhdngig.

4. Wir betrachten den Koordinatenraum K™ dber K und setzen e; =
(0,0,...,0,e,0,...) (e - Einselement von K ; steht an i-ter Stelle).
Es gelte (M, ..., ) = dp_i eer = 0 (= (0,...,0)). Daraus folgt
A =0,
k=1,...,n. Folglich sind die Vektoren e, linear unabhdingig.

Satz 2.5.5 Eine endliche Anzahl von Vektoren ly,...,l, (n > 2) ist genau
dann linear abhdngig, wenn einer dieser Vektoren Linearkombination der
anderen ist.

Beweis. Es seien die Vektoren [y,...,[, linear abhiingig. Dann existieren
Skalare \;, welche nicht alle identisch Null sind, fiir die ), _; Al = 0 gilt.
Sei Aj # 0. Dann gilt [j = —=A; " 20 1 Aklg, d. h. [j ist Linearkombina-

tion der anderen Vektoren. Sei nun z. B. [, Linearkom-
bination von Iy,..., 0, 1, d. h. I, = 3021 Ml = 021 Ml — 1 = 0 und
An = —1 = Diese Vektoren sind linear abhéngig. 0

Definition 2.5.6 Sei n eine natirliche Zahl. Ein linearer Raum L heifit
n-dimensional, wenn es in thm n linear unabhdingige Vektoren, jedoch nicht
n+ 1 solcher gibt (dim L = n).

Definition 2.5.7 Sei L ein n-dimensionaler linearer Raum. Jede Menge
{e1,...,en} linear unabhingiger Vektoren heifit Basis des Raumes L.

Bemerkung 2.5.8 Der Raum L = {0} besitzt im obigen Sinne keine Basis.
Seine Dimension wird per Definition gleich Null gesetzt.

Satz 2.5.9 Sei L ein n-dimensionaler Raum und {e1,...,e,} eine Basis
von L. Dann lifit sich jeder Vektor | € L eindeutig als Linearkombination
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der Vektoren eq,...,e, darstellen, d. h. es gilt | = Aie1 + ...+ Apeyn, wobei
die Skalare eindeutig bestimmt sind (Diese heiffen auch Koordinaten des
Vektors | beziiglich der Basis {e1,...,en}).

Beweis. Aus der Definition der Basis folgt, dafl die Vektoren [, ey, ..., e,
linear abhéngig sind. Es existieren somit Skalare p; mit puol + p1e; + ... +
tnen = 0, wobei nicht alle dieser Skalare gleich Null sind. Offenbar gilt 1o #
0, da anderenfalls auch die Skalare p1, . .., i, gleich Null sein miifiten (wegen
der linearen Unabhingigkeit der Vektoren e, ..., e,). =1 = A\e1+...+ \pen
mit \; = —pg b (i =1,...,n).

Eindeutigkeit: Es sei | = pie; + ... + pne, eine weitere Darstellung von .
Dann folgt (A, —pu1)er+. .. (Ap—pn)en = 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit
der Vektoren ey, ..., e, folgt nun ur, — A\, =0 (k=1,...,n). O

Definition 2.5.10 Sei {e1,...,e,} eine Basis von L und sei l = A\ie; +
..+ Anen. Dann heiffen die Skalare \; (€ K) Koordinaten des Vektors |
beziiglich der Basis {e1,...,en}.

Satz 2.5.11 Sei L ein n-dimensionaler Raum tber K. Dann ist L dem (n-
dimensionalen) Koordinatenraum K™ isomorph.

Beweisidee. Fixieren eine Basis {e1,...,e,} des Raumes L. Dann gilt
fiir einen beliebigen Vektor [ € L [ = Aje; + ... + Apepn, wobei der Vektor
(A1,...,Ap) € K eindeutig bestimmt ist. Die Abbildung A : L — K",
I — (A1,...,A\n), ist ein Isomorphismus (d. h. ist eine bijektive und lineare
Abbildung). O

Folgerung 2.5.12 Sind Ly und Lo zwei n-dimensionale Vektorrdume tiber
K, dann sind sie isomorph.

Satz 2.5.13 Sei L ein linearer Raum und eq, . . . , e, linear unabhdngige Fle-
mente von L. Wenn jeder Vektor aus L als Linearkombination der Elemente
e1,...,en dargestellt werden kann, dann gilt dim L = n.

Beweisidee. Man zeige mittels vollstdndiger Induktion folgenden Fakt:

Wenn g¢i, ..., g irgendein System von linear unabhingigen Vektoren in L
ist und jeder der Vektoren g; Linearkombination der linear unabhéingigen
Vektoren t1,...,t,, ist , dann gilt £ < m. O
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Beispiel 2.5.14 Se: P,, der Raum aller reellen Polynome vom Grade < n.
Dann folgt dimP, = n + 1. Wir zeigen, daf$ die Polynome 1,...,t" eine
Basis bilden.

Lineare Unabhingigkeit: Ao - 1+ Xy -t1 4+ ...+ X\, - t" = 0.

Differentation: A\y -1 4+2-Xo-t' +...+n- X\, - t"" 1 =0.

Fahren so fort und erhalten nach n Schritten n!\, = 0 usw. = N = ... =
An = 0.

Da jedes Polynom aus Py, als Linearkombination der Polynome 1,t,... t"
darstellbar ist, folgt nach Satz 2.5.16 dim P, = n+ 1. Gleichzeitig haben wir
die Methode des Koeffizientenvergleiches begriindet: Wenn Ao - 1 + At +
oo At = g - 1A prtt A ppt™ gilt, folgt N; = p; Vi =0, ..., n.
Diese Aussagen gelten auch fiir komplexe Polynome.

2.6 Teilrdume

Definition 2.6.1 FEine nichtleere Menge M eines linearen Raumes L heifit
Teilraum oder auch Unterraum, wenn fir alle l1,ls € L und beliebige Skalare
A1, Ao immer Aly + Xolo € M gilt.

Bemerkung 2.6.2 Ein Teilraum M C L ist selbst auch ein linearer Raum.
(Beweisen Sie dies!)

Beispiel 2.6.3

1. M = {0} und M = L sind offenbar Teilraume (die auch trivial genannt
werden,).

2. Die geordneten n-Tupel (ay,...,an) Mit Gpmi1 = Gz = ... =ap =0
(m < n) bilden einen Teilraum von K™.

3. Die Menge aller geraden Polynome P mit P(t) = P(—t) bildet einen
Unterraum von P.

Wir geben nun einen schonen und wichtigen Satz an, der zum Teil {iberra-
schende Folgerungen hat.

Satz 2.6.4 (Steinitzscher Austauschsatz) Sei L ein n-dimensionaler Raum
und
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B = {by.....by} ecine Basis. Ferner sei Cy = {c1,...,cx} (k < n) eine
Menge linear unabhdngiger Vektoren in L. Dann gibt es eine Teilmenge
By = {b1,...,by} C B derart, daff (B \ By) U C}, wieder eine Basis von L
ist.

Der Beweis (, der sich auf das Prinzip der vollstindigen Induktion stiitzt,)
wird hier nicht gebracht.

Folgerung 2.6.5 Sei L ein n-dimensionaler Raum und die Vektoren

€1,... e € L seien linear unabhdngig. Dann kann die Menge {eq, ... e} zu
ewner Basis ergdnzt werden, d. h. es existieren Vektoren l1,...,l,_ derart,
dafy {e1,...,ex,l1, ..., ln_r} eine Basis von L ist.

Beweis. Sei B eine Basis von L. Dann gibt es eine Teilmenge B =
{b1,...,br} C B, die gegen {ey,...,ex} getauscht werden kann. O

Definition 2.6.6 Ist S C L eine Menge von Vektoren, so bezeichnet man
mit L(S) die Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus S

(d. h.l € E(S) Sl= M1+ ...+ Xl mit l,...,l €5,k € N) und
nennt dies lineare Hiille von S. Dafiir werden auch die Bezeichnungen linS
oder spanS verwendet. L({e1,...,er}) heifit der auf die Vektoren ey, ..., ey
aufgespannte Raum.

Bemerkung 2.6.7 L£(S) ist ein Teilraum von L.

Satz 2.6.8 Sei L ein n-dimensionaler Raum und ei,es,..., e, ein Sy-
stem wvon linear unabhdngigen Vektoren des Raumes L. Dann gilt
dim span{es,...,ex} = k.

Beweis. Unter Beriicksichtigung von Folgerung 2.6.5 gelte

dim span{ey,...,ex} = m > k. Dann kann {ej,...,er} zu einer Basis
von span{ei,...,ex} erweitert werden: {e1,...,ex,l1,... 0, r}. Dann gilt
(beziiglich dieser Basis) z. B. fiir [y

ll = )\161+...+>\k6k+0'11
ll = 0'€1+...0-6k+1'll
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Hilfssatz 2.6.9 Wenn L n-dimensional ist, so ist jeder Teilraum M von L
der Dimension dimM < n.

Beweis. Sei dimM > n (d. h. dimM = oo oder m mit m > n). Dann
gibt es in M mindestens n+ 1 linear unabhéingige Elemente. Diese sind aber
auch in L linear unabhingig. Das widerspricht sich mit dim L = n. 0

2.7 Lineare Abbildungen

Zur Erinnerung: Seien Vi, V5 lineare Rdume tiber K. Eine Abbildung f :
V1 — V5 heiit linearer Operator, wenn

f(vl + 7)2) = f(vl) + f(vg) Yuy,ve € V7,
fw) = Af(v) VAe K,\Yv eV

gilt.
Bemerkung 2.7.1

1. Es gilt f(0) =0 sowie f(—1) = —f(l). Mittels Induktion zeigt man
2 Aivi) = 22 Aif (vi). (f(0) = f(040) = f(0) + £(0))

2. Ein linearer Operator f :V — K heifst auch lineares Funktional.

Satz 2.7.2 Seien L und M lineare Riume tber K und {l1,...,l,} sowie
{m1,...,myp} Familien von Elementen aus L und M (n € N).

1. Wenn L({l1,...,ln}) = L gilt, dann gibt es héchstens eine lineare
Abbildung f : L — M mit f(l;) =m;, i =1,...,n.

2. Sind die Elemente lq, ..., 1, linear unabhdngig, so existiert eine lineare
Abbildung mit f(l;) = m;.

Beweis.

1.: Seien f und f zwei lineare Abbildungen mit f (I;) = m; und f(lz) =m;
G=1,....n).8eil=Ml+...+ Aol =

f() = Y Nfli) = 22 im;

) = SNfl) = S amg
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= f(l)y=f() firallel € L, d. h. f = f.

2.: Setzen [ = M\ly + ... + A\ylp. (Diese Darstellung ist eindeutig, weil
{l1,...,1,} eine Basis ist.) Definieren f : L — M, — 1= \mi+...+
Apmy,. Diese Funktion ist linear und erfiillt die Gleichung f(l;) = m;.

g

Bemerkung 2.7.3

1. Lineare Operatoren werden hédufig mit A, B, ... bezeichnet. Statt A(x)
schreibt man auch Ax.

2. Sind A und B zwei lineare Operatoren und ist ihre Komposition Ao B
erkldart, dann ist A o B ebenfalls ein linearer Operator.

Definition 2.7.4 Sei A: L — M ein linearer Operator.
Die Menge ker A := {x € L : Ax = 0} heifit Kern oder Nullraum des
Operators A.

Bemerkung 2.7.5 ker A ist ein linearer Raum. (Beweisen Sie dies!)

Satz 2.7.6 Fin linearer Operator A : L — M ist genau dann injektiv, wenn
ker A = {0} gilt.

Beweis. Sei A injektiv, d. h. aus Az = Ay folge z = y.
Damit gilt Ax— Ay = A(z—y) =0 2 =y, d. h.ker A = {0}. (A"1(0) = 0)
Nun gelte ker A = {0} sowie Az = Ay & Az —y)=0=z=y. O

Satz 2.7.7 Sei A : L — M ein linearer Operator und L ein endlichdi-
mensionaler Raum. Dann gilt dimker A + dimimA = dim L. (imA ist ein
linearer Raum!)

Beweis. Offenbar ist ker A als Teilraum von L mit dim L. < oo ebenfalls
endlichdimensional. Nun sei {ej,...,er} eine Basis von ker A. Diese kann
durch Vektoren ej41,...,e, zu einer Basis von L erginzt werden. Jedes
Element aus imA besitzt folgende Gestalt:

A <z”: )\iei> = i)\iAei = i AiAe;.
i=1 i=1

i=k+1
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Das Bild von A wird somit durch die Vektoren Aegy1,..., Ae, aufgespannt.
Diese Vektoren sind aber linear unabhéngig:

0= i NAe; = A < i )\iei> = k= i Aie; € ker A.

i=k+1 1=k+1 1=k+1

Dann gilt aber k = Zle Aie; mit gewissen Skalaren A;. Wir haben somit
zwei Darstellungen des Vektors k beziiglich der Basis {eq,...,e,} erhalten.
=X\, =0,7=1,...,n. Damit gilt nun dimimA =n — k. O

Dieser Satz ist fiir die Losungstheorie von linearen Gleichungen in endlich-
dimensionalen Rdumen von enormer Bedeutung.

Folgerung 2.7.8 Sei dimL < oo und A : L — L ein linearer Operator.
Dann gilt: Entweder ist die Gleichung Ax = b fir alle b € L [dsbar, und
dann besitzt Az = 0 nur die Nullosung, oder sie ist nicht fiir jedes b losbar,
und dann besitzt Ax = 0 nichitriviale Losungen. Ax = b ist ndmlich genau
dann fir alle b € L losbar, wenn A eine Surjektion ist. Dann mujf§ aber
dimimA = dim L gelten und nach dem Dimensionssatz dimker A = 0. Dies
ist nach Satz 2.7.6 zur Injektivitit von A dquivalent.

Folgerung 2.7.9 Sei A : L — L ein linearer Operator und dimL < oo.
Dann ist L genau dann injektiv, wenn L surjektiv ist (Injektivitit < Bijek-
tivitit).

Bemerkung 2.7.10 In unendlichdimensionalen Raumen gilt diese Aussa-
ge nicht. Im Raum P der reellen Polynome ist z. B. der lineare Operator
A:P =P, f(z)— xf(x) injektiv, aber nicht surjektiv.

Die Matrixdarstellung eines linearen Operators

Seien N und M endlichdimensionale Rdume iiber K und entsprechend
{e1,...,ep} und {g1,...,9m} Basen in N und M. Sei ferner A : N — M ein
linearer Operator. Wir versuchen die Wirkungsweise von A auf einen Vektor
[ € N in Koordinaten darzustellen:

n n m m n
I=ler+...+len = Al =) lAey =) I <Za,~k9i> => (
k=1 k=1 i=1 k

i=1
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Wir haben ermittelt: Wenn Al = Y7, big; gilt, dann ist b; = > 7, aiklk.

Die Wirkungsweise von A wird somit durch die mxn Zahlen a;;, ¢ =1,...,m
und k& = 1,...,n vollstindig beschrieben, wenn die Basen {ey,...,e,} und
{91,.-.,9m} in den entsprechenden Koordinatendarstellungen fixiert blei-

ben. Diese Zahlen schreiben wir als ein Zahlenschema auf ((m x n)-Matrix):

aix a2 ... Gip
A] = ay az2 ... a2
am1 Gm2  --- Omp
Wir schreiben nun die Koordinaten Iy, ...,l, unseres Vektors [ als (n x 1)-

Matrix nieder:
l
Iy

Der Skalar b; ist nun das ,Skalarprodukt® der ¢-ten Zeile unserer Matrix

[A] mit dem Vektor (I1,...,[,). Deshalb wird das ,Produkt“ von [A] mit
I

: wie folgt eingefiihrt:

ln

n
apl
ai; ... Qi Iy b1 kgl Lk
= @ |= : (2.6)
aml .. amn ln bm i amklk
k=1

Dies ist auch der Grund, warum Vektoren aus K" h&ufig als Spaltenvekto-
ren geschrieben werden. Es ist leicht einzusehen, dafl durch [A] eine lineare
Abbildung von K™ in K™ erzeugt wird, niamlich durch (2.6). Die lineare Ab-
bildung wird ebenfalls mit [A] bezeichnet. Es gilt nun folgendes Diagramm:

A
N —- M
Eil 1 Es
K" —» K™
[A]
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Ey:N— K"l (l1,...,l,) (Koordinaten beziiglich {e1,...,e,})

E2 K™ — M, (bl,...,bm) = (blgla--- ,bmgm)

Weil E; und F> Bijektionen sind, konnen die Eigenschaften von A mittels
derer von [A] studiert werden (A = Eo[A]Ey, [A] = E, PAEY).

Definition 2.7.11 Die Matriz [A] heifst Matrizdarstellung des Operators A
beziiglich der Basen {ei,...,en} und {g1,...,Gm}-

Bemerkung 2.7.12 Die Matrizdarstellung hdngt von den Basen ab;
dndern sich die Basen, so dndert sich die Matrizdarstellung!

Wir geben nun ein Beispiel an, wie obige Uberlegungen genutzt werden
konnen.

Wir betrachten den Raum P, aller reellen Polynome vom Grade hichstens
n. Eine Basis dieses Raumes ist {1,¢,¢2,...,¢"}. Wir definieren einen Ope-
rator D (Differentialoperator) durch Dt* := k- t*~1 und D -1 := 0. (Nach
Satz 2.7.2 existiert ein eindeutig bestimmter linearer Operator mit diesen
Eigenschaften). Damit gilt

D1 = 0-140-t+...40-t" 140"
D-tt = 1-140-t+...40-" 140"
D2 = 0-1+2t+...4+0-t" 140"
D-t" = 0-140-t+...4n-t"14+0-t"

Tragt man die gewonnenen Koeffizienten spaltenweise ein, erhélt man

010 O 0
00 2 0 0
0 00 3 0
D] = )
0 00 O n
0 00 O 0

Sei nun speziell n = 2 und A : Py — Py durch f > (t +1)D?>f —2Df + f
(D? := D o D!) gegeben. Andere Schreibweise: Af = (t + 1)‘575 - % + f.
Wir betrachten die Differentialgleichung

(Af)(t) =3t> =3t +1, f€EPs. (2.7)
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Zuniéichst suchen wir [A] beziiglich der Standartbasis {1,t,t?}:

Al = 1-140-t+0-¢2
At = —2.14+1-t+0-¢2
A2 = 2-1—-2-t+1-12

Somit lautet die Matrixdarstellung (spaltenweise eingetragen!)

1 -2 2
A=(0 1 -2
0 0 1

Die Gleichung (2.7) ist nun der Gleichung

Alz=| -3 (2.8)

dquivalent, d. h. jede Losung © = (x1,x2,x3) erzeugt vermoge xo - 1 + 1 -
t+ x5 - t? eine Losung von (2.7) und jede Losung ag -1+ ay -t + az - 12 erzeugt
eine Losung (ag, a1, a2) von (2.8).

Wir schreiben nun [A] z aus:

lxy — 229 + 223 = 1
o — 2133 == -3
r3 = 3

=>x3=3,20=3,z1=1

Somit ist 1 + 3¢ + 3t die einzige Losung der Diffentialgleichung (2.7). (Be-
achte: (2.8) ist fiir jede rechte Seite losbar und somit ist [4] : R®* — R3 eine
Bijektion nach Folgerung 2.7.12)

Dieses Beispiel kann modifiziert werden:

Sei P, (et) der lineare Raum aller Funktionen der Gestalt f(t) = (ap +
art + ...+ a,t")et a; € C, (f : R — C).

Basis: {e tet, ... t"e™!} (Man benutze e~ = 1.)

Wir fithren den Operator D der Differentation durch

Deiwt . iweiwt
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ein. Man bestimme seine Matrixdarstellung in obiger Basis!

Die bislang aufgebaute Theorie liefert die Méglichkeit, Differentialgleichun-
gen der Gestalt

anan + an—an_lf + ...+ f = boeth + ...+ bntneiwt

auf das Studium linearer Gleichungssysteme zuriickzufiithren (*).
Diese Betrachtungen zeigen eindringlich: Wir miissen lernen, mit linearen
Gleichungssystemen umzugehen.

(*) In der Praxis geschieht dies wie folgt:

Wir wihlen als Ansatz f = xoe’! + zite’t + ... + 2,t"e™! und setzen
dies in unsere Differentialgleichung ein. Danach werden die Koeffizienten
bei gleichen Basiselementen gleichgesetzt. Es entsteht ein System von n
linearen Gleichungen in n + 1 Unbekannten zy,...,z,. Aus der allgemei-
nen Theorie der Differentialgleichungen folgt, dafl dieser Ansatz gegebe-
nenfalls modifiziert werden muf}. Dazu fithrt man das charakteristische Po-
lynom p, p(A) := a,\" 4+ ... + ap ein; wenn p(iw) # 0 ist, dann wihlt
man obigen Ansatz; ist iw eine k-fache Nullstelle von p, dann setzt man
f(t) == th(zg + ... + 2 t")e™!. (Man muB also den Raum der Ansatzfunk-
tionen modifizieren.)

Einschub
Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Modell: Ein Massepunkt M mit der Masse m sei an einer horizontalen Feder
befestigt und liege auf einer ebenfalls horizontalen x-Achse. Bei ungespann-
ter Feder befinde sich M im Nullpunkt. (Gleichgewichtslage - man nimmt
also an, daf§ in diesem Fall keinerlei Krifte auf M wirken!) Verschiebt man
M, so iibt die (ausgedehnte oder zusammengedriickte) Feder eine sogenann-
te Riickstellkraft K aus, die M in die Gleichgewichtslage zuriickzubringen
versucht. Bei kleinem z (d.h. bei kleiner Verschiebung) ist hiufig in guter
Néherung K = —kx, wobei k eine Proportionalitidtskonstante ist, die von
der Feder abhingt und Federsteifigkeit genannt wird. (Man nimmt also die
Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes an.) Befindet sich M zur Zeit ¢ im Punkt
x(t) und sehen wir von dampfenden Reibungskriften ab, so gilt nach dem
Newtonschen Kraftgesetz (, Kraft ist Masse mal Beschleunigung®)

mi = —kx (2.9)
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(2.4) nennt man die Gleichung des (ungeddmpften) harmonischen Oszilla-
tors. In der Regel wird man jedoch Reibungs- oder Ddmpfungskrifte in
Rechnung stellen miissen, z. B. wenn M sich in einem z&hen Medium be-
wegt. Diese hemmenden Krifte werden in vielen Fillen proportional zur
Geschwindigkeit von M sein, also die Form —ri mit festem r haben. Die
Differentialgleichung (2.9) mufl dann zur Gleichung

mit = —kx —ri oder §+ i+ -z =0 (2.10)
m m

erweitert werden. Die Riickstellkraft und die Dadmpfungskraft sind gewisser-
maflen die ,inneren* Kréfte unserer Masse-Feder-Medium-Vorrichtung. In
vielen Féllen wirkt aber auf M noch zusitzlich eine zeitabhéngige ,,duflere”
Kraft, eine sogenannte Zwangskraft oder erregende Kraft K (t) (z. B. Erdan-
ziehung oder Mondanziehung). In diesem Fall tritt an die Stelle von (2.10)
die Differentialgleichung

k 1
mi = —kx —ri+ K(t) oder Pt —it —z=—K. (2.11)
m m m
Wir interessieren uns also fiir Differentialgleichungen der Gestalt
i+at+bu=s (a,beR). (2.12)

Wir werden im folgenden kurz auf die Theorie solcher Gleichungen eingehen.

Einfiihrende Feststellungen

Unter J verstehen wir im folgenden eine der Mengen (a,b) :={z € R:a <
x < b}, (—o0,a) :={x e R:z <a}, (a,0) :={a€R:2>a} und R (wer-
den hiufig auch offene Intervalle genannt). Sei f : J — C gegeben. Wir de-
finieren Re f:J — Rdurch (Re f) () = Re f(z), Im f:J — R durch
(Im f) () := Im f(z) = f = Re f+iIm f. Eine Funktion f: J — C
heifit im Punkt z¢ € J differenzierbar, wenn Re f und Im f in diesem Punkt
differenzierbar sind. Im diesem Fall heiit f'(zo) := (Re f)'(zo)+i(Im f) (o)
Ableitung der Funktion f im Punkt xg. Analog werden hchere Ableitungen
definiert: f(")(z0) := (Re f)™(z0) + (Im )™ (o).

Beispiel 2.7.13 Wir setzen e := cosz + isinz, © € R. Diese Funktion
bildet R auf T := {z € C: |z| = 1} ab. Diese Funktion ist differenzierbar;
Ableitung ist gleich —sinz + icosx = i(cosx + isinz), d.h. () = ie™®
(Ableitung ergibt sich durch formales Anwenden der Kettenregel).
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Sei nun z € C beliebig. Wir definieren eine duflerst wichtige Funktion, die
sogenannte Exponentialfunktion exp : C — C durch z — expz = €* :=
e®eV = e®(cosy+isiny), (2 = x +iy mit z,y € R). Unter Beriicksichtigung
der Eigenschaften der Funktion z — €%, x € R, und der Additionstheoreme
erhélt man sofort

exp(z1 + 22) = expziexpzy (21,22 € C beliebig) .
Wir werden es hiufig mit Funktionen der Gestalt = — e* zu tun haben,
wobei A eine komplexe Zahl ist. Diese Funktion ist differenzierbar:

e — e()\1+i)\2)ar’ A, X2 €R
17N — eMT(cos \ox + i sin Ao 2)
= eM%cos Aoz + i (€M sin \o2)
= (M) = (eMTcosAox) +i(eMT sin Aox)
= A\ eMTcos Aot — Aoe M sin \oz: + i(/\le)‘w sin Ao + AoeM®
COS \o.x)
= (A1 +iA2) (€M7 cos Aax) + (A1 + iA2)eM T (isin Aazy)
(A1 + iX2)eM®(cos Ao + i sin Aox)
— /\6)\3:
(merke: Ergebnis ergibt sich durch formales
Anwenden der Kettenregel)

Definition 2.7.14 Unter einer linearen (inhomogenen) Differentialglei-
chung mit konstanten Koeffizienten versteht man eine Gleichung der Gestalt

y(n) + anily(n_l) + ...+ aly' + apy = q, (IH)

wobei ag,...,an—1 € C gegebene Konstanten und q : J — C eine gegebe-
ne Funktion sind. Unter einer Losung von (IH) versteht man eine n-mal
differenzierbare Funktion y : J — C, die die Bedingung (IH) in jedem
Punkt von J erfillt. Die Zahl n heifst Ordnung, die Funktion q Stér- oder
Steuerfunktion der Gleichung. Falls ¢ = 0, spricht man von der homogenen
Gleichung; in diesem Fall gilt also

Y™ +ap_1y"Y + .+ agy =0. (H)

In der Theorie der linearen Differentialgleichungen benutzt man héufig die
Operatorschreibweise: Wenn f : J — C differenzierbar ist, dann versteht
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man unter D f die Ableitung f’; ist f n-mal differenzierbar, dann ist D" f :=
(DoDo...oD)f=fm,

n—mal
Wenn P ein Polynom ist, P(z) = 2" +a,_12" ' +... + apz’, dann versteht
man unter P(D) den Operator D" +a,, 1D" '+ ... 4+ a1 D + ag Id ; dieser
wird auch Differentialoperator genannt. Ist 4y n-mal differenzierbar, dann ist
also

P(D)f =™ +a, 1 f" Y 4t arf +aof.
Die Gleichung (TH) schreibt sich dann als
P(D)y=q

(kompakte und sehr niitzliche Schreibweise).

Bezeichnen mit F(™ (J)(n = 0,1,...) die Menge aller auf .J definierten kom-
plexwertigen Funktionen, die n-mal differenzierabar sind. F := F ©) sei da-
bei die Menge aller auf .J definierten komplexwertigen Funktionen. F() ist
ein linearer Raum iiber C:

Man uberpriift nun sofort
PD): F™ — F  (grad P <n)

ist eine lineare Abbildung (linearer Operator).
—> Um die Gleichung P(0)y = ¢ zu losen, miissen wir eine partikuldre
Losung von (IH) finden und die Losungen von (H) bestimmen.

Bemerkung 2.7.15 Wir sind mafgeblich an reellen Differentialgleichun-
gen interessiert. Es zeigt sich, dass ihr Studium vorteilhaft auf komplexe,
d.h. auf (IH) zuriickgefihrt werden kann.

Wichtige Bemerkung: Wenn P = Py Py(= Py Py) ist, dann gilt auch P(D) =
P1(D)P(D) = P,(D) P (D).
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Der Eindeutigkeitssatz: Wie die einfithrenden Beispiele belegen, invol-
vieren durch (IH) beschreibbare Vorgéinge aus Natur und Technik in der
Regel noch die Vorgabe von n Anfangswerten

y(z0),y' (o) .,y ™V (x0) (2.13)

an einer Stelle zg € J.

Bewegungsvorgang mit n = 2:

y(to) — Anfangsort
y'(tp) — Anfangsgeschwindigkeit

(zum Zeitpunkt ¢g).

Wir zeigen, dass eine Losung von (IH) (natiirlich im Falle ihrer Existenz)
eindeutig durch die Vorgabe der n Werte (2.8) festgelegt ist. Der Beweis
stiitzt sich auf

Hilfssatz 2.7.16 Sei g : J — C eine differenzierbare Funktion. Gendgt g
auf J einer Ungleichung

lg'| < Clg|

mit C' > 0 und ist g(xy) =0 fiir ein z9 € J = g = 0.

Beweisidee:

a) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall g > 0. Trick: Fithren die Funk-
tion f := ge®? ein. Diese ist wegen f'e~¢*(¢' — Cg) < 0 monoton fal-
lend, hat in x( eine Nullstelle und ist somit < 0 fiir > x¢. Zusammen
mit f > 0 ergibt sich somit f(z) = 0 fir v > xo, d.h. g(x) = 0 fir
x > xg. Mittels f = ge®® zeigt man analog g(z) = 0 fiir x < .

b) Den allgemeinen Fall fithren wir auf a) zuriick. Setzen G = ¢gg(> 0)

= |G| = |g'g + 99’ < 2|9'7] < 2CG.
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Eindeutigkeitssatz. Seien yq,ys2 : J — C Losungen von (IH) mit gleichen
Anfangswerten an einer Stelle 2y € J:

?JYC)(%) = yék)(mo), E=0,...,n—1.
Dann gilt y; = yo auf ganz J.

n—1
Beweis. Wir setzen y := y5—y; und wenden den Hilfssatz auf g := 3 |y®)|?
k=0

an. Die Funktion ¢ ist differenzierbar, da y n-mal differenzierbar ist, und es
gilt

n—2
g' = <Z y(k)y(kJrl) + y(kJFl)y(k)) 4 y(nfl)y(n) 4 y(”)y(n—l) )
k=0

Wegen |y*)| < V9 (k=0,...,n—1) und

(n—1)

" = —a, 1y — ... —agy (beachte, dass y Losung von (H) ist)

folgt nun
n—1
lg'| < Clg|, wobei C:=2 <n -1+ Z |ak|> .
k=0

Weiter ist
HS _
g(zg) =0=9g=0=y=0, dh y; =1y O

Folgerung 2.7.17

a) Der C-Vektorraum L aller komplexen Lésungen der homogenen Glei-
chung (H) n-ter Ordnung hat die Dimension < n.

b) Sind y1,...,yn linear unabhingige Losungen von (H), so bilden diese
eine Basis von L (eine Basis von L heifst auch Fundamentalsystem fiir
die homogene Gleichung).
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Beweis.

a) Sei zp € K beliebig. Wir betrachten die Abbildung A : L — C", y —
(y(x0),...,y" B (xp)). Diese ist linear und injektiv. (Eindeutigkeits-
satz ist zu beriicksichtigen) = dim L < n (Surjektivitdt der Abbildung
ist noch nicht bewiesen!)

b) Folgt aus a). O

Ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung

Wir betrachten die homogene Gleichung

y™ 4 an 1y 4+ ary +agy =0.
Wenn y Losung dieser Gleichung ist, dann ist y € F>°(J) : ¢y =
—ap_1y" Y — ... —agy. = y besitzt Ableitungen beliebiger Ordnung.

Mit dem Polynom P(z) = 2" + a,_12" ' + ... + a1z + ag (das auch cha-
rakterisitsches Polynom der Differentialgleichung genannt wird), konnen wir
diese auch als

P(D)y =0

\x

schreiben. Wir wiahlen nun y = e**, wobei A eine noch néher zu bestimmende

komplexe Zahl ist und berechnen
P(D)e .

Ar /\6)\1:

Unter Beriicksichtigung von De erhalten wir sofort

P(D)e™ = (A" + ap i A" L4 ...+ a1\ + ag)e’ = P(\)e™.

Die rechte Seite ist genau dann gleich Null, wenn X eine (komplexe) Nullstelle
des Polynoms P ist. Hat P n verschiedene Nullstellen Ay, ..., \,, so hat man
eM? ..., eM® verschiedene Losungen von (H).

Falls mehrfache Nullstellen auftreten, ist ihre Anzahl kleiner als n. Trotz-
dem gibt es auch in diesem Fall n linear unabhingige Losungen. Um eine
Vorstellung zu erhalten, was wir zu erwarten haben, betrachten wir

(D — X 1d)%e* mit \ € C fixiert.
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Das charakteristische Polynom (z — \)? besitzt die zweifache Nullstelle .
Nun ist bereits (D — X\ Id)e* gleich Null. Betrachten (D — AI)2\eM =
(D—X1d)(D—\ Id)ze* = (D—X Id)e = 0. = e’ 2e® sind Losungen von
(D — X\ Id)? = 0. Die benutzte Idee zeigt, dass folgender Sachverhalt richtig
ist: Ist f n-mal differenzierbar, dann gilt (D —\ Id)" fe’ = f(Mer . (Beweis
mittels Induktion.) Spezifiert man f zu 2%, k < m = (D -\ Id)™a*e) = 0.

Satz 2.7.18 (Fundamentalsystem,)

Sie P das charakteristische Polynom der Gleichung (H), seien A, ..., \, die
verschiedenen Nullstellen des Polynoms P und ky,...,k. deren jeweiligen
Vielfachheiten. Dann hat (H) folgende linear unabhdingige Lésungen:

zu A1 die ky Losungen @ eM% geM® . ghi—lehiz
zu \o die ky Losungen :  e% xet?®, .. gh2—letew (%)
zu Ay die k, Losungen :  eM% ge’®, ... gkr—ledrg

Jede Lisung von (H) ist Linearkombination dieser n Lisungen.

Beweisidee: P(D) = Q(d)(P —\; 1d)% = P(D)z™eY =0 fiir m < kj—1.
Lineare Unabhéingigkeit werden wir nicht beweisen (aus Zeitgriinden). Fiir
n = 2 ist diese allerdings ganz einfach:

Zwei verschiedene Nullstellen: A;, Ao: €% 2% sind linear unabhingige
Losungen von (H): 11 eM% 4 p0e?2® = 0 = pyeM 2207 40 = 0
= 11 = 0 da anderenfalls e(* ~*2)* konstant sein miifite b .

Doppelte Nullstelle \;:  eM®, zeM?” sind Losungen von (H) (wurde gezeigt).
Lineare Unabhingigkeit: p32eM® 4 115eM%0 = 0 & gz +po = 0 = g =
H2 = 0.

Folgerung 2.7.19 Die Gleichung (H) besitzt zu beliebig vorgegebenen An-
fangswerten (ag,...,an_1) bei xq genau eine Lisung y mit y*)(zy) =
ag k:0,...,n—1.

Beweis. Sei A : L — C" die im vorigen Punkt definierte lineare Abbildung.

Wei A injektiv ist und dim L = n = im A ist n dimensional (Dimensionssatz)
=im A=C".

Beispiel 2.7.20 y® —3y®) + 3y — ¢/ =0
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charakteristisches Polynom : z* — 323 + 322 — 2

einfache Nullstelle: z=0
dreifache Nullstelle: z=1 ((z-1P%=2"-322+32-1)
Fundamentalsystem: D =1, €%, ze”, z2e”

Reelle Losungen: Die Koeffizienten ag,aq,...,a, 1 der Differentialglei-

chung (H) seien jetzt reell. Man interessiert sich dann hiufig nur fiir reelle
Losungen. Ungeachtet dessen geht man zu ihrer Berechnung zweckméfiger-
weise durch das Komplexe. Der folgende Hilfssatz liefert den Schliissel:

Hilfssatz 2.7.21 Sowohl der Realteil u wie auch der Imagindrteil v einer
komplexen Liosung z = u+ v der Gleichung (H) sind (reelle) Losungen von

(H).
Beweis. Wegen 2(%) = 4(*) 4 jy(*) liefert P(D)z =0
(u(”) +ap_u™ D+ 4 agu> +1i (v(") 4 an_10" Y 4+ agv> =0.

Die Summen in den Klammern sind reelle Funktionen und miissen somit
gleich Null sein. O

Eine reelle, k-fache Nullstelle des charakterischen Polynoms liefert die k
reellen Losungen eM e k1A Die nichtreellen Nullstellen von P
treten in Paaren konjugiert komplexer auf. Es seien A = a + i, T = a —
i3 (8 # 0) ein solches Paar und k sei die Vielfachheit von A (und von ).
Das Paar (A, )\) liefert die 2k komplexen Losungen

e(a+iﬂ)x’ xe(a+iﬂ)$’ PN ’xkfle(a‘}'iﬂ)x
e(a—iﬂ)x, me(a—iﬂx)j o 7xlc—le(oz—iﬂ):r )

Der Hilfssatz zeigt nun, dass

e cos Bz, e cos fx, . .., xk e

e sin Bz, ze®® sin Bz, - - -, xF L

sin Sx
sin Sz

(2.14)

2k reelle Losungen von (H) sind.

Nach diesem Muster erhilt man n reelle Losungen von (H). Diese sind linear
unabhéngig iiber R, da sich die Funktionen (2.8) als Linearkombination der
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urspriinglichen komplexen Losungen ausdriicken lassen. Wie im komplexen
Fall zeigt man nun

dimLg =n (Lr — lin. Raum aller reellen Losungen von (H) iiber R).

Beispiel 2.7.22

19. y' =2y +5y=0
Charakteristisches Polynom: A2 —2\+5
Nullstellen: M=14+5, =1-2¢
kompleses Fundamentalsystem: e(l+2i)x o(1-2i)
reelles Fundamentalsystem: e® cos 2x, € sin 2z

20, y @+ 243 4y =0
Charakteristisches Polynom: M 42X +1
Nullstellen: i zweifach, —i zweifach
komplezes Fundamentalsystem: €%, ze'®, e pe™i®
reelles Fundamentalsystem: COS X, X COoSx,sinx,xsine

Berechnung einer partikuliren Lésung bei speziellen
Inhomoginéten

Betrachten wir zunéchst die inhomogene Differentialgleichung
y'ay' + by = Ae™t, A,w e R.

Ansatz: y,(t) = Be™!.

Setzen ein und erhalten

((iw)? + a(iw) + b) Be™" = Ae™".

P(iw)

Wenn P(iw) #0= B = %.w) und %em ist eine partikuldre Losung. Ist

aber iw eine Nullstelle von P, dann ist dieser Ansatz nicht verwendungsfihig.
Versuchen den Ansatz

U,(t) = Bte™".
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Einsetzen: P(iw)Bte™! + (2iw + a)Be™! = Ae™

B A
C 2iw+a

= B

1

SioTa te! ist partielle Losung obiger Differentialgleichung.

und

Diese Vorgehensweise 148t sich nun verallgemeinern (ohne Beweis). Betrach-
ten die inhomogene Differentialgleichung (IH), d.h.

P(D)y=q (*)

mit g(z) = (bo + b1z + ... + bpz™)e!” (b, ..., by, u € C).

Betrachten von zwei Féllen:

a) P(u) # 0; dann ist eine Funktion der Gestalt

y=(co+cz+...4+cpz™)et”

Losung von (k). Fiir m = 0 ist y(z) = Pb&) el Losung von ().

b) Ist w eine k-fache Nullstelle von P, dann besitzt P(D)y = ¢ eine
Losung der Gestalt

y(z) = (co + 12+ ...+ epa™)ak el

und fiir m = 0 die Losung

y(x) = aFett

Die Koeffizienten cy, ..., ¢, werden durch Koeffizientenvergleich er-
mittelt.

Diese Vorgehensweise wird benutzt, um auch reelle Differentialglei-
chungen zu l6sen: Seien die Koeffizienten des charakteristischen Po-
lynoms P reell und die Storfunktion ¢ der Realteil einer komplexen
Funktion ¢ + ir. Ist nun z eine komplexe Lésung von P(D)z = q +ir,
so ist der Realteil von z eine reelle Losung von P(D)y = q.
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Die allgemeine Losung von P(D)z = g + ir erhélt man, indem man zu ei-
ner partikulidren Losung die Losungen der homogenen Gleichung hinzufiigt
(siehe auch Punkt 2.8). Ist P reelles Polynom, so erhilt man durch das Her-
austrennen des Realteils aus der allgemeinen Losung die allgemeine Losung
der reellen Gleichung P(D)y = q. Die in der allgemeinen Losung auftre-
tenden Konstanten (Koeffizienten in der Linearkombination der linear un-
abhéngigen Losungen der honmogenen Gleichung) werden durch die Vorgabe
von n Anfangswerten festgelegt oder “angepasst”.

Wir diskutieren nun das Losungsverhalten der Differentialgleichung
u+au+bu=0

mit a,b € R

Bestimmen die Wurzeln des charakteristischen Polynoms 22 + az + b:

2 2

Ztaz+b = 224 822+b0-4L +%
= (48’ +b-2.

Esist 22 +az+b=0% (24 %)* = %—b: Ha? —4b); A = a® — 4b wird
auch Diskrimmante der quadratischen Gleichung 2% + az + b = 0 genannt.
Fiir die Wurzeln A1, Ao gilt nun

% , falls A > 0 (zwei verschiedene reelle Wurzeln)
A2 =18 —3, . falls A =0 (eine reelle Doppelwurzel liegt vor)
% V=2) , falls A >0 (zwei konjugiert komplexe Wurzeln liegen vor) .

Diskutieren diese 3 Falle:

e)q,t, e)\2t

At Aot
1 ,e 2

1. A >0: komplexes Fundamentalsystem:
reelles Fundamentalsystem: e

2. A >0: komplexes Fundamentalsystem: e f tet?
reelles Fundamentalsystem: eMt teMt

3. A <0: komplexes Fundamentalsystem: e’ e’\_lt()\l =a+if3,0 #0)

reelles Fundamentalsystem: e cos f3t, e sin 5t
(a = _%7 %A)
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Anwendungen
Freie Schwingungen eines Massenpunktes

Wir betrachten unser eingéngliches Beispiel mit verschwindender Zwangs-
kraft:

k
i+ lieS=0 (r > 0 konstant)
m m

Mit p := %%, wp = \/% ergibt sich

G4 wir=0 ungeddmpfter harmonischer Oszillator (p = (P.15)
bzw. &+ 2pi 4+ wiz =0 geddmpfter harmonischer Oszillator (p > ({2.16)

Ungedampfter Oszillator
Alle Losungen von (2.15) werden gegeben durch

z(t) = C1 cos wot + Cy sinwgt (2.17)
(Fall 3 mit a =0, b= wj, also A= —4wi <0, a=0, = w)

mit den freien Konstanten C7, C5; diese machen es moglich, die Lésung an
die Anfangsbedingung x(tg) = xg, @(tg) = x1 anzupassen < die Konstanten
werden festgelegt.

C1 = C5 =0 = M verharrt bewegungslos im Nullpunkt.

Gilt C? + C2 > 0, so schreiben wir (2.17) in der Form

C Cs .
z(t)y=A <Zl cos wot + Zz Slnwgt>

mit A = /C? + C2. Wegen (%)2 + (%)2 =1 gibt es genau ein ¢ € [0, 27)

mit

C
=L = sin @, Zz = cos .

A
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C1

yd

Also gilt z(t) = A(sinpcoswyt + cospsinwgt) = Asin(wot + ¢). = M
schwingt zwischen den Maximalausschligen —A und A periodisch hin und
her. Die Grofie ¢ heifit auch Phasenkonstante: Wegen x(0) = A sin ¢ legt sie
die Lage von M zur Zeit t = O fest.

Gedampfter Oszillator
a=2p, b=wi= A=4(p* - wi)
Es gibt drei Falle:

I. p > wp, d. h. eine ,starke Ddmpfung® liegt vor = A > 0 und somit

x(t) = CreMt + Coe™?t mit Mo=pE4/p?—wi <0

Es gilt lims_, o z(¢) = 0 (unabhéngig von den Anfangsbedingungen).
Geschwindigkeit: 4(t) = CpAjeMt + Cyloe?t; im nichttrivialen Fall
(0.E.d.A. C1 # 0) wird sie genau dann gleich Null sein, wenn
e(M1=2)t — —% gilt. Das kann fiir héchstens einen Wert ¢ vorkom-
men (Funktion exp ist injektiv!).

= aperiodische Bewegung, bei der M hochstens einmal seine anféng-
liche Bewegungsrichtung umkehrt, im iibrigen aber in den Nullpunkt
hineinkriecht.

II. p = wp (immernoch starke Dampfung)
A =0 = x2(t) = (C1 + Cot)e

Hier liegt der gleiche Bewegungstyp wie unter I. vor.
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III. Das ist der interessanteste Fall.
p < wo (schwache Dampfung)

= A < 0und z(t) = e "(C} cos wit + Cysinwt) mit wy := wg — p2,

also x(t) = Ae P! sin(wyt + @) im nichttrivialen Fall (selbe Verfahrens-
weise wie im Falle des ungeddmpften Oszillators). Wegen p > 0 gilt
auch diesmal z(t) — 0 fiir ¢ — oo. Der Sinusterm in der Losung sorgt
allerdings dafiir, dafl M unaufhérlich um den Nullpunkt herumpendelt.

Ae Pt

/\ [N A
W/

U

—Aert

Periodische Zwangskrifte

Wir kehren noch einmal zu unserem urspriinglichen Beispiel zuriick. Wir
hatten fiir dieses folgende Differentialgleichung ermittelt:

ko1
it li+tz="K (r>0)
m m m

Wir schreiben nun diese Gleichung in der Gestalt

[k 1
:i+2pi:+w§m:fmitp:: d —, f=—K.
m

—, Wy =
2m’ m

Wir betrachten nur den Fall schwacher oder sogar verschwindender Damp-
fung: 0 < p < wyp. Ferner sei uns eine ,,Kosinuserregung®, also die Differen-
tialgleichung i + 2p# + w3z = acoswt (a,w > 0) gegeben.

a.) p=0
Allgemeine Losung (w # wp): z(t) = Cy coswot + Cy sinwpt +

a

P coswt
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da p(iw) = wi — w? gilt. Ruht der Massenpunkt zur Zeit ¢ = 0, d. h. ist
x2(0) = &(0) = 0, so ergibt sich fiir ihn durch Anpassung der Konstanten
(Cl = _ﬁa CZ = 0)

z(t) = % (cos wt — cos wot).
2a LWy —w. . wytw
= t) = S ts t
x(t) wg — in— in—

NN
VIRVAVERY

Der Massenpunkt vollfiihrt eine Sinusschwingung mit der zeitlich verdnder-

lichen und zwar auch ihrerseits ,sinusformigen® Amplitude A(wt) :=
2a__ gip Yoy

w2 —w? 2

Die allgemeine Losung im Falle w = wy ist

z(t) = C1 cos wot + C sinwpt + % tsin wot.
wo
Fiir die Resonanz besagt die Losung, dafl die Feder mit wachsendem ¢ immer
stiarker ausschligt; in der Praxis bedeutet dies, daf} die Feder zu Bruch geht.

b.) p > 0 (gedampfter harmonischer Oszillator)

Die allgemeine Theorie liefert uns z,(t) = e ?*(C cos wit + Cs sinwqt) mit
w1 = y/w3 — p?. Eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung 18t
sich am bequemsten finden, indem man zunéchst die korrospondierende

komplexe Differentialgleichung & + 2p4 + w? = ae™! durch den Ansatz
zp(t) := Ae™! 16st und dann ,(t) := Rez,(t) als Losung der urspriing-
lichen Gleichung nimmt.

Wegen p(iw) = w3 — w? + 2pwi erhélt man

A= a4 und

2 2 ;
wj — w? — 2pwi

81



2 _ 2 ;
_ a ot Wy —w” — 2pwi .
zp(t) = - 2pwie = a(wg S 1 A (coswt + isinwt), also
(W — w?a 2pwa )
zp(t) = (2 — W) 1 420 cos wt + (2 —w2)? 1 dp2a? sin wt
I I
Cl 02
2 2
a Cy Cy
Setzen A = /C? + C% = , wegen (—) + (—) =1
VO 1) "\4
gibt es wieder ein eindeutig bestimmtes ¢ € [0,27) mit sinp = =L, cosp =
ibt es wieder ein eindeutig bestimms 0,27) mit si L
e =
xp(t) = a sin(wt 4 ¢).

V(W§ = w?)? + 4p?w?
Somit geniigt der kosinuserregte und schwach geddmpfte harmonische Os-

zillator dem Bewegungsgesetz

a
VR =R T i

z(t) = e P1(Cy cos wit + Cosinwit) + sin(wt + ).

Da der erste Summand fiir grole ¢ (,nach einem Einschwingvorgang®) ver-
nachlissigbar klein ist, wird die Bewegung im wesentlichen durch die par-
tikuldre Losung beschrieben, also durch eine Sinusschwingung mit der Er-
regerfrequenz w und einer von ihr abhidngenden konstanten Amplitude.
Das Bewegungsgesetz des sinuserregten und schwachgeddmpften Oszillators
wird analog ermittelt. Das Resonanzphinomen kann auch im gedampften
Fall beobachtet werden; es ist theoretisch nicht ganz so krafl ausgeprigt,
praktisch aber kaum weniger verheerend. Wir betrachten nun wieder den
kosinuserregten harmonischen Oszillator, d. h.

i+ 2pi 4+ wir = acoswt  (a,w > 0;0< p < wp)

Nach einem Einschwingvorgang stellt sich eine Sinusschwingung mit der
Amplitude

a
\/(wg — w?)2 + 4pw?

Aw) :=
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ein. Wir schauen uns die Abhéngigkeit der Amplitude A(w) von w an: Dazu
betrachten wir den Radikanden f(w) := (w3 — w?)? + 4p%w?.

Ableitung: fllw) = —2-2(wd — w?)w + 8p*w
= —dwiw+ 4w +8p?w

Fir p > % folgt f'(w) > 4w® = f(w) wiichst streng monoton und
unbeschriankt (gegen oo). Fiir p < % gilt jedoch: Die Funktion f fillt
zunéichst streng bis zur Stelle wg := y/w3 — 2p?, und erst dann beginnt sie

streng und unbeschrinkt zu wachsen (lokales Minimum liegt vor: f'(w) =
—4wdw + 4w +8p%w =0 = w? = —2p? + w3; wegen der Bedingung p < %

ist die rechte Seite grofier Null = wr = /w3 — 2p? usw.).
Somit wichst die Amplitude A(w) streng auf (0,wr), erreicht ihren Maxi-
malwert

a
2p¢/w? — p?

an der Stelle w = wg und strebt dann monoton fallend gegen Null.

Amaar =

Fir den kosinuserregten harmonische Oszillator stellt sich das Reso-
nanzphdnomen wie folgt dar: Im Falle p < % - und nur in ihm - nimmt die
Amplitude der erzwungenen Schwingung stark, aber nicht unbeschrankt zu,
wenn die Erregerfrequenz w in die Ndhe der Eigenfrequenz wy kommt.

Sei A : C%(R) — C(R) der lineare Differentialoperator u + ii4at-+bu (a,b €
R). Wir zeigen dimker A = 2. (Die Methode, die beschrieben wird, bleibt
auch im Fall a, b € C giiltig.) Es geniigt, sich auf den komplexwertigen Fall zu
beschrinken. Es ist nun giinstig, den Operator 4 — @ mit D zu bezeichnen.
=

Au = D*u+aDu+ bu, d. h.
A = D?>+4aD+0bl,

wobei I : C?(R) — C?(R) der identische Operator u + wu ist.
Das charakteristische Polynom p besitzt zwei Wurzeln: Aj, Ao. Statt A
schreibt man hiufig (p(z) = (z — \1)(z — A\2))

A=pD)= (D - I)(D - AI).
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Offenbar gilt nun im Falle

1
I= ((MI—=D)+ (D —XI)).
A1 — A2

. 1

Wir setzen nun  A; := (MI —D)
A — Ao

1
Ay = D — )21
2 N )\2( 21)

Offenbar gilt nun fiir jedes z € C%(R) wegen I = Ay + Ay
x=1r=Aix+ Aoz,

also ¢ = 21 + 22 mit v1 = Ayx und 22 = Asx. Sei nun z € ker A, d. h.
p(D)x = 0. Fiir die entsprechenden z; und x2 erhalten wir

(D-MDzy = i (D-=M(D =Xz = 0
(D= XeD)z1 = Ao (D= XD)(MI=D)z = 0
(D =X I)(MI—-D) = (M — D)(D — Ao1)!

Umgekehrt ist jede Losung von (D — A\ I)y = 0 und (D — A2I)y = 0 auch
eine Losung von p(D)y = 0. Somit gilt: = € ker p(D) < die entsprechenden
1 und z3 gehoren zu

ker(D — A\ I) = ker(A\ I — D) und entsprechend zu ker(D — X\2I) (und = =
21 + 22). Somit haben wir die Aufgabe auf das Beschreiben des Kernes von
Operatoren der Gestalt D — A\ (A € C) zuriickgefithrt. Wir machen nun
folgenden Trick: Fiir &4, t — ¢ und jede beliebige Funktion z € C?(R) gilt
nun

D(eqx) = eqDx + 2Dey = e D + xae, = eo(Dx + alx).

Wenn nun z € ker(D — AI), so wenden wir obige Uberlegung auf ¢_yz an:
D(e_yz) =e_ (D —A)x =0 = (e_,z) ist eine Konstante C, d. h.
z(t) = CeM. = ker p(D) = {CreM? 4 Cret2t).

| A1 = A2 =: A | : Dieser Fall ist ziemlich einfach. Sei z € C?*(R) beliebig.
Dann gilt

D?(eqx) = £4(D + al)?s.
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Ist nun z € ker p(D), so wenden wir obige Uberlegung auf e_yz an:
D% _yz=¢c_\(D-\)?z=0

= ¢_) ist ein Polynom vom Grade héchstens 1, d. h. e _\z = Cy + Cot =
z(t) = (Cy + Cat)eM.

2.8 Lineare Gleichungssysteme und der Gauf3sche
Algorithmus

Unter einem linearen Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbe-
kannten versteht man einen Ausdruck der Gestalt

a1l + ... +apr, = b
(2.18)
Om1T1+ ..+ Gpn®n = b,
wobei a;; und b; fixierte Elemente in einem Koérper K und z4,...,2, € K ge-

sucht sind (besonders wichtig: K = R oder C). Die Matrix A := (a;;)/27 ;4
heifit (Koeffizienten-) Matrix des Systems und

heiflt erweiterte Matrix des gegebenen Gleichungssystems. Besitzt es wenig-
stens eine Losung (x1,...,xy), so heiflt es 16sbar, anderenfalls unlosbar.
Vermoge der Matrix A definieren wir eine lineare Abbildung von K™ in K™
(die wir wieder mit A bezeichnen), die einem Vektor (I1,...,[,) den Vektor
(c1,...,¢m) € K nach der Regel ¢; = Y _; il zuordnet. (Die Linearitét
kann leicht gezeigt werden.) Mit anderen Worten

ail oo Q1n ll

A(lla"'aln) =

aml --- Omn ln
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Bemerkung 2.8.1 Die Matrizdarstellung von A in den Standartbasen ist
gerade A!

Somit ist folgendes gezeigt: Das Gleichungssystem (2.18) ist mit der Opera-
torgleichung

A(z1,...,2y) = (b1,...,by) identisch. Man schreibt dafiir auch kurz und
biindig Az = b.

Wir betrachten im weiteren die moglichen drei Fille:

n > m (unterbestimmtes System)

Aus dimimA < m folgt mit n = dimker A + dimimA unmittelbar
dimker A > 0. Somit besitzt die homogene Gleichung nichttriviale Losun-
gen. Ist & eine Losung von Az = b und xg eine Losung der homogenen
Gleichung Az = 0, so gilt A(Z + xo) = AT + Azg = AT + 0 = b, und somit
ist Z + x( eine weitere Losung. Es gelte nun Az = Ay =b = A(x —y) =0,
d. h. 2z = z — y € ker A. Die allgemeine Lésung von Ax = b ist somit von
der Gestalt z = x9 + & und setzt sich additiv aus einer partikuldren Losung
Zo von Az = b und einer beliebigen Losung des homogenen Systems Az = 0
zusammen.

Vermerken: Diese Uberlegung gilt fiir jede lineare Operatorgleichung Az = b
(A:V — V ist linearer Operator).

m > n (iiberbestimmtes System)

Aus n = dimker A + dimimA und m > n folgt dimimA < n < m, d. h.
imA # K™. Damit ist das Gleichungssystem Az = b nicht fiir alle rechten
Seiten losbar.

m=mn
Es gilt die Fredholmsche Alternative, d. h. entweder besitzt Ax = b fiir alle
b genau eine Losung und es gilt ker A = {0}, oder jede Losung x setzt sich
wie folgt zusammen: x = 29+ Z mit 29 € ker A und A% = b (falls die Losung
x existiert).
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Gaufl-Elimination oder Gaufischer Algorithmus

Wir kehren zuriick zum linearen Gleichungssystem Az = b mit gegebener
Koeffizientenmatrix A € K™ (K(™") bezeichne die Menge aller (m x n)-
Matrizen mit Eintrigen aus K; in der Praxis ist in der Regel K = R oder C).
Da A als linearer Operator von K" in K™ interpretiert werden kann, hat
die frither eingefithrte Sprechweise Giiltigkeit (ker A, homogene Gleichung,
partikulire Losung, . . . ). Das im folgenden beschriebene Eliminationsver-
fahren nach Gauf ist das Standardverfahren zur Losung linearer Gleichungs-
systeme. Das Prinzip besteht darin, mittels elementarer Umformungen die
Koeflizientenmatrix A schrittweise in eine obere Dreiecksmatrix zu transfor-
mieren.

Wir notieren das Gleichungssystem Az = b in Form der erweiterten Matrix

all ... Q1p bl
(Alp) =

aml --- Omn bm

Eliminationsprozef3 (1. Teilschritt)

I. Ist a11 # 07

(a) Falls a;; = 0, so suche man in der ersten Spalte von A ein
Element ap; # 0 und vertausche die k-te Zeile mit der ersten
(Vertauschung von Gleichungen; Losungsmenge bleibt dabei un-
verdndert).

(b) Falls alle Elemente der ersten Spalte verschwinden, so suche man
in der Restmatrix (a;;){*7 ;_, ein Element a;; und vertausche die
j-te Spalte mit der ersten (Vertauschung der Variablen; notie-
ren!). Die Losungsmenge bleibt dabei wieder unverdndert, und
man gehe nach (a).

(c) Sind in der Restmatrix alle Elemente gleich 0, so ist der Elimina-
tionsprozefl beendet.

IT. Ist a11 # O erreicht, so heiffit dieses Element das Pivotelement fiir
den ersten Eliminationsschritt. Man fiihre folgende Operationen durch:

Man addiere fiir 1 = 2,3,...,m das (—Z—ﬁ)—fache der ersten Zeile zur

Zeile Nummer <.
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Als Ergebnis des ersten Eliminationsschritts erhalten wir eine erweiterte
Matrix der Gestalt

S B B
0 a2 a2 62

22 S (2.19)
IR Y

Offensichtlich ist der Eliminationsprozef} reversibel, d. h. durch entsprechen-
de Additionen von Vielfachen der ersten Gleichung zu den folgenden erhilt
man aus (2.19) das Ausgangssystem zuriick. Insbesondere bleibt dabei die
Losungmenge unverdndert.

2. Teilschritt

Der eben skizzierte Eliminationsprozefl wird nun auf die Restmatrix

2) 2) @)

a22 azn >
) e

angewendet. Das Verfahren bricht nach hoéchstens m — 1 Teilschritten ab,
wenn kein Pivotelement mehr gefunden werden kann. In diesem Fall hat die
erweiterte Matrix die Gestalt

[0 T S /A 1) bl
2 2
X e
a” ... all) p(r) (2.20)
o |
0 by

(2)

mit a1 - agy ---ag«) # 0. Wir erkennen nun sofort, dafl (2.20) genau dann

eine Losung besitzt, wenn b,(f:zl = b,(f:z2 =... = b%) = 0 gilt. Man setzt
einfach z,11 = 2,42 = ... = z;, = 0 (Umnummerierung beachten!) und

16st dann (2.20) durch ,Riickwértssubstitution®. Man erhilt damit sofort
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eine partikuldre Losung. Um die Losungen der homogenen Gleichung zu

bestimmen, verfahren wir wie folgt. Wir suchen einen Vektor (z1,...,z,) in
dem die Koordinaten z,1,...,x, beliebig vorgegeben sind und bestimmen
die Koordinaten 1, ..., z, aus dem Gleichungssystem
(1 SR 2% B e + ax, = —(a1 r+1Tr41 + ..o+ alnxn)
2 2 2 2
agz)xg +...4 agr)xr = —(agr)ﬂxrﬂ +...4 agn)xn)
Mg, = —(a£r2+1xr+1 ... 4alz,)

Dieses ist eindeutig l16sbar (Riickwértssubstitution). Jeder so bestimm-
te Vektor liegt im Kern von A. Umgekehrt erfiillt jeder Vektor, der im
Kern liegt, gerade letzteres Gleichungssystem. Wegen der Dimensionsfor-
mel n = dimimA + dimker A folgt dimker A =n —r

(r := dimimA).

Definition 2.8.2 Die mazimale Anzahl linear unabhingiger Zeilenvektoren
der Matrixz A heifit der Zeilenrang von A.

Man kann sich davon iiberzeugen, daf§ beim Eliminationsprozef (und nur fiir
diesen muf} das nachgewiesen werden) sich der Rang von A nicht dndert. Of-
fenbar kann sich dieser nicht vergréflern, da durch den Eliminationsprozefl
lineare Operationen im linearen Raum, der durch die Zeilen von A auf-
gespannt wird, durchgefithrt werden. Wére der Rang der transformierten
Matrix streng kleiner, dann kime man sofort zu einem Widerspruch, da
man von dem neuen System wieder durch linere Operationen zu den alten
gelangt.

Satz 2.8.3 Es gilt rangA = dimimA (=r).

Definition 2.8.4 Die mazimale Anzahl linear unabhdngiger Spaltenvekto-
ren der Matriz A heif$t Spaltenrang von A.

Satz 2.8.5 Der Spaltenrang von A ist gleich dem Zeilenrang von A.

Beweis. Sei {e1,...,e,} die Standardbasis von K". Dann gilt gerade Ae; =
a1j
. = imA ist auf die Vektoren Ae;, d. h. auf die Spaltenvektoren

amj
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alj
,j =1,...,n aufgespannt. Dann muf} aber die maximale Anzahl

Amj
von linear unabhéngigen Spaltenvektoren gleich dimimA sein. Aus Satz 2.8.3
folgt dann die Behauptung. 0

Bemerkung 2.8.6 Wir konnen somit einfach vom Rang einer Matriz spre-
chen, und dieser ist gleich dimimA.

Satz 2.8.7 (Kronecker-Capelli)
Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau dann l[osbar, wenn
rang(A|b) = rangA gilt.

Beweis. Ax = b ist losbar & b € imA < b ist Linearkombination der
Spaltenvektoren von A < rang(A|b) = rangA. O

Beispiel 2.8.8

(1)

r1+x2+23 = 3
Ir1 — Ty — T3 —=
1+ 32+ 33 =

1 1 3
FErweiterte Matriz: 1 -1 -1

1 3 1
Gauflelimination: [}

(e
|
|
[\
—

o
(CIINY
()

|
()

1 1 1 3
0 -2 -2 1
0 0 0] -1

Das Gleichungssystem besitzt keine Losung!
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(2) Wir betrachten obiges Gleichungssystem mit neuer rechter Seite

3

4 | =

2
1 1 113
0 -2 -2 1
o 0 00

Zur Berechnung einer partikuldren Lésung setzt man x3 =0 = o =

—%, ry = %, d. h. z, = (—%,%,0). Zur Berechnung der allgemeinen

Losung des homogenen Gleichungssystems stetze man x3 = 1 und fin-
det als Lésung von

$1+$2 = -1
—2132 = 2

x9 = —1, 21 = 0; also gilt (0,—1,1) € kerA = Die allgemeine Lisung
des linearen Gleichungssystems ist

1
r = (—5,;,0> +A(0,-1,1). (dimkerA =1!)

(8) Wir zeigen mittels eines Beispiels, daf$ das unbedarfte Losen von Glei-
chungssystemen mit dem Rechner zu vollig falschen Ergebnissen fithren
kann: Zur Lésung des linearen Gleichungssystems

()= (2)

simulieren wir eine dreistellige Rechnung (= heif$t gleich bis auf Run-

dung):
1074 1] 1 N 104 1 1 (10t 1
1 1] 2 0 1-10t| 2-10*)"\ 0o -10*

= wo=1, £1=0. Das Resultat ist véllig falsch:

1
1 + 5558 ,000
1
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