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Direkte Inversion der NFFT

Uberblick

Uberblick

@ Einfiihrung

@ Inverse NFFT
+ quadratischer Fall
+ unterbestimmter Fall

+ (iberbestimmter Fall

© Numerische Ergebnisse
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Direkte Inversion der NFFT

Einfiihrung

Nicht-dquidistante schnelle Fourier-Transformation (NFFT)
Schneller Algorithmus zur Auswertung eines trigonometrischen Polynoms

[Dutt, Rokhlin 93], [Beylkin 95],
[Potts, Steidl, Tasche 01]

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Einfiihrung

Nicht-dquidistante schnelle Fourier-Transformation (NFFT)
Schneller Algorithmus zur Auswertung eines trigonometrischen Polynoms

an nicht-aquidistant verteilten Knoten y; € [—3,%),j=1,...,N.
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Direkte Inversion der NFFT

Einfiihrung

Nicht-dquidistante schnelle Fourier-Transformation (NFFT)
Schneller Algorithmus zur Auswertung eines trigonometrischen Polynoms

an nicht-aquidistant verteilten Knoten y; € [—3,%),j=1,...,N.

- dquidistante Knotenmit M/ = N = FFT: O(Nlog N)
* Komplexitat: O(M log M + N)

[Dutt, Rokhlin 93], [Beylkin 95],
[Potts, Steidl, Tasche 01]
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Direkte Inversion der NFFT

Einfiihrung

Nicht-dquidistante schnelle Fourier-Transformation (NFFT)
Schneller Algorithmus zur Auswertung eines trigonometrischen Polynoms

an nicht-aquidistant verteilten Knoten y; € [—3,%),j=1,...,N.
- dquidistante Knotenmit M/ = N = FFT: O(Nlog N)
* Komplexitat: O(M log M + N)

+ Adjungiertes Problem:

N
N —2miky,; _ M M
hk—g fie 7, k__77""7_1'

j=1

[Dutt, Rokhlin 93], [Beylkin 95],
[Potts, Steidl, Tasche 01]
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Direkte Inversion der NFFT

Einfiihrung

Nicht-dquidistante schnelle Fourier-Transformation (NFFT)
Schneller Algorithmus zur Auswertung eines trigonometrischen Polynoms

M _q
2 . ) ) N, M1
f@)= Y fee™™ - A= (@)
k=—2L ImhEET
an nicht-aquidistant verteilten Knoten y; € [—3,%),j=1,...,N.
- dquidistante Knotenmit M/ = N = FFT: O(Nlog N)
* Komplexitat: O(M log M + N)
+ Adjungiertes Problem:
N .
hp = fre i =2 M
j=1
* Faktorisierung: A ~ BFDund A* ~ D*F*B* [Dutt, Rokhlin 93], [Beylkin 95],

spa/‘m FET dia;\onal [Potts, Steidl, Tasche 01]
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Direkte Inversion der NFFT

Einfiihrung

Nicht-dquidistante schnelle Fourier-Transformation (NFFT)
Schneller Algorithmus zur Auswertung eines trigonometrischen Polynoms

2 R . . N, M1
f@)= Y fee™™ - A= (@)
k=—2L T
an nicht-aquidistant verteilten Knoten y; € [—3,%),j=1,...,N.
- dquidistante Knotenmit M/ = N = FFT: O(Nlog N)
* Komplexitat: O(M log M + N)
+ Adjungiertes Problem:
N .
hp = fre i =2 M
j=1

* Faktorisierung: A ~ BFDund A* ~ D*F*B* [Dutt, Rokhlin 93], [Beylkin 95],

spa/‘m FET dia;\onal [Potts, Steidl, Tasche 01]

+ [Nieslony, Steidl 03]: Minimierung des Approximationsfehlers iiber
Minimiere |A—-BFD|3?
BeRNxXoM . B (2m-+1)-sparse
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT

iNFFT
Gegeben: f; = f(y,),zB.fir f(x)= fo e?7ike

Gesucht: fi, € C, k= -4 . M _1
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT

iNFFT
Gegeben: f; = f(y,),zB.fir f(x)= Z i e2mike
Gesucht: fy € C, k= -2 ... M 1

Motivation: FFT ist invertierbar
diverse Anwendungen: MRT, Losung von PDEs, ...
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT

iNFFT
Gegeben: f; = f(y,),zB.fir f(x)= Z i e2mike

Gesucht: f € C, k= -2 . M _

Motivation: FFT ist invertierbar
diverse Anwendungen: MRT, Losung von PDEs, ...

Problem:i.A. gilt M # N

Bisherige Ansatze:
+ iterativ: [Feichtinger, Grochenig 95): CG-Verfahren, M < N
[Kunis, Potts 07]: CG-Verfahren & NFFT, M > N
[Ruiz-Antolin, Townsend 18]: CG & Niedrigrang-Approx., M = N
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT

iNFFT
Gegeben: f; = f(y,),zB.fir f(x)= Z i e2mike

Gesucht: f € C, k= -2 . M _

Motivation: FFT ist invertierbar
diverse Anwendungen: MRT, Losung von PDEs, ...

Problem:i.A. gilt M # N

Bisherige Ansatze:

+ iterativ: [Feichtinger, Grochenig 95): CG-Verfahren, M < N
[Kunis, Potts 07]: CG-Verfahren & NFFT, M > N
[Ruiz-Antolin, Townsend 18]: CG & Niedrigrang-Approx., M = N

+ direkt fiir M = N:  [Dutt, Rokhlin 93]: Lagrange Interpolation & FMM
[Selva 18]: Lagrange Interpolation & imaginarer Shift
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT

iNFFT
Gegeben: f; = f(y,),zB.fir f(x)= Z i e2mike

Gesucht: f € C, k= -2 . M _

Motivation: FFT ist invertierbar
diverse Anwendungen: MRT, Losung von PDEs, ...

Problem:i.A. gilt M # N

Bisherige Ansatze:

+ iterativ: [Feichtinger, Grochenig 95): CG-Verfahren, M < N
[Kunis, Potts 07]: CG-Verfahren & NFFT, M > N
[Ruiz-Antolin, Townsend 18]: CG & Niedrigrang-Approx., M = N

+ direkt fiir M = N:  [Dutt, Rokhlin 93]: Lagrange Interpolation & FMM
[Selva 18]: Lagrange Interpolation & imaginarer Shift

+ frame-theoretisch: [Gelb, Song 13/14],[Davis, Gelb, Song 16], M < N
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT

iNFFT
Gegeben: f; = f(y,),zB.fir f(x)= Z i e2mike

Gesucht: f € C, k= -2 . M _

Motivation: FFT ist invertierbar
diverse Anwendungen: MRT, Losung von PDEs, ...

Problem:i.A. gilt M # N

Bisherige Ansatze:

+ iterativ: [Feichtinger, Grochenig 95): CG-Verfahren, M < N
[Kunis, Potts 07]: CG-Verfahren & NFFT, M > N
[Ruiz-Antolin, Townsend 18]: CG & Niedrigrang-Approx., M = N

+ direkt fiir M = N:  [Dutt, Rokhlin 93]: Lagrange Interpolation & FMM
[Selva 18]: Lagrange Interpolation & imaginarer Shift

+ frame-theoretisch: [Gelb, Song 13/14],[Davis, Gelb, Song 16], M < N

Nun: neue direkte Methode fiir den allgemeinen Fall
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT

Probleme:
(1) Lose

Af =,
geq.: f, ges.: f. = inverse NFFT
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT

Probleme:
(1) Lose
Af =,
geq.: f, ges.: f. = inverse NFFT
(2) Lose
A'f=h,
geg.. h, ges.. f. = inverse adjungierte NFFT
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - quadratischer Fall

Quadratischer Fall M/ = N
Gegeben seien 2 Auswertungen eines trigonometrischen Polynoms

N
Ny

fj :f(y]): Z kaZﬂ'iky]" j:]-a"'aNa

und

g1 = f(ar) = Z fee® e =1 N,
k777

an verschiedenen Punkten z;,y; € [—3, 3).
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Direkte Inversion der NFFT
Inverse NFFT - quadratischer Fall

Quadratischer Fall M = N

Gegeben seien 2 Auswertungen eines trigonometrischen Polynoms

N
fi=F) = > fee®™, =1, N,
k=—14

und
N_g

N
1
- d —i), 1=1,....N
! czjzlf”<tan<w<xz—y])> ) =t
mit
il 1
sin(r(z —yn)) und dj= [ ——— . 1j=1,...,N.
H ! Esm(ﬂ(yj—yn))
n#j

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - quadratischer Fall

Wihlen z; dquidistant.

= Schneller Algorithmus:
@ Berechne g; mittels schneller Summation.
@ Berechne

N
i 1 —2rwikx
fk:NZgleQ kl> k:_%w":%_ly
=1
mithilfe einer FFT.
Ausgabe: fi, ~ fx Komplexitat: O(N log N)

aullerdem: Stabilisierung, da sonst Unter-/Uberlauf in ¢; und d;

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - quadratischer Fall

Wihlen z; dquidistant.

= Schneller Algorithmus:
@ Berechne g; mittels schneller Summation.
@ Berechne

1 & ;
fk:NZgle_2W1k1l7 k:_%7
=1

mithilfe einer FFT.
Ausgabe: fi, ~ fx

aullerdem: Stabilisierung, da sonst Unter-/Uberlauf in ¢; und d;

= ebenso inverse adjungierte NFFT

Komplexitat: O(N log N)

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Grundidee
Betrachten aquidistante Knoten y; = £ € [-4,3),i=-%,... . § — 1.
NN, M oMo, N g
= A= (GQTFIIC%) 2 2 und A* = (e—Zwlk%) 2 2
j=—5 k=—4f k=—IL j=—1F
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Direkte Inversion der NFFT
Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Fiir deren Produkte gilt:
A"A=NIyfirN>M

AA* = MIyfir N < MmitN | M
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Grundidee

Betrachten 4quidistante Knoten y; = £ € [-3, 1), j=-&4 ... & —1.

2mik L F-L 51 * —2rik L
= A:(e”N) und A:(e”N)

j=—5 k=—4f

Fiir deren Produkte gilt:
A"A=NIyfirN>M

AA* = MIyfir N < MmitN | M

=> Inversion nur in speziellen Fallen gegeben.
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Grundidee

Betrachten nicht-dquidistante Knoten y; € [—3,1), j = -5, ...

. N_ M_4 .
= A= (627r1kyj) 2 2 und A* _ (67271'116’[/‘/')

= N p_ M
- 2 k= 2

Fiir deren Produkte gilt:
A"A # NIy

AA" £ MIN
=> Inversion nur in speziellen Fallen gegeben.

Suchen gute Approximation im allgemeinen Fall.
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Grundidee
Betrachten nicht-aquidistante Knoten ; € [—3,1), j = —

N M
N1, My

= A= (e2ﬂikyj) 2

L e et
Fiir deren Produkte gilt:

A"A # NIy

AA" # MIy

=> Inversion nur in speziellen Fallen gegeben.

Suchen gute Approximation im allgemeinen Fall.
~ Approximation der Form AD*F*B* ~ M1y
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Grundidee
Betrachten nicht-aquidistante Knoten ; € [—3,1), j = —
. N 1, M 4 .
= A= (627r1kyj) 2 ’2 und A* _ (67271'116’[/‘/')
a1 e
Fiir deren Produkte gilt:
A*A £ NIy
AA" # My

=> Inversion nur in speziellen Fallen gegeben.

Suchen gute Approximation im allgemeinen Fall.
~ Approximation der Form AD*F*B* ~ M1y
~+ Modifikation der Matrix B

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Grundidee
Betrachten nicht-aquidistante Knoten y, € [—4,1), j = —
omiky; \ 2 L 31 . —2miky;
= A:(e m yﬂ) und A :(e i ”J)
j=—f k=—2 k=—2 j=—0&

2 2
Fiir deren Produkte gilt:
A"A # NIy
AA" # MIy

=> Inversion nur in speziellen Fallen gegeben.

Suchen gute Approximation im allgemeinen Fall.
~ Approximation der Form AD*F*B* ~ M1y
~+ Modifikation der Matrix B
~ Bandstruktur und arithmetische Komplexitat erhalten

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:

AD*F*B* ~ MIy
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:

AD*F*B* ~ MIy < % AD*'F*B*'f~f VYfecCV
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:
AD*F*B* ~ MIy < % AD'F'B'f~f VYfecCV
e Af~f vfecCV

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:
AD*F*B* ~ MIy < % AD'F'B'f~f VYfecCV
e Af~f vfecCV

Da Af = f bedeutet dies f =~ f.
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:
AD*F*B* ~ MIy +— % AD'F'B*f~f VfecV
= Af~f VfecCV
Da Af = f bedeutet dies f =~ f.

= Rekonstruierbarkeit der Fourier-Koeffizienten f;,
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:
AD*F*B* ~ MIy <— % AD'F'B*f~f VfeCV
= Af~f VfecCV
Da Af = f bedeutet dies f =~ f.
= Rekonstruierbarkeit der Fourier-Koeffizienten f;,

IMAf — Mf|l2 < |AD"F*B" — MIy|s||f]2
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:
AD*F*B* ~ MIy <— % AD'F'B*f~f VfeCV
= Af~f VfecCV
Da Af = f bedeutet dies f =~ f.
= Rekonstruierbarkeit der Fourier-Koeffizienten f;,
IMAf —Mf|2 < |AD"F*B" — MIn|¢| f|2

Optimierungsproblem:

Minimiere |AD*F*B* — MIy|}
BeRNXoM ;. B (2m+1)-sparse
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:
AD*F*B* ~ MIy <— % AD'F'B*f~f VfeCV
= Af~f VfecCV
Da Af = f bedeutet dies f =~ f.
= Rekonstruierbarkeit der Fourier-Koeffizienten f;,
IMAf —Mf|2 < |AD"F*B" — MIn|¢| f|2

Optimierungsproblem:

N
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:
AD*F*B* ~ MIy <— % AD'F'B*f~f VfeCV
= Af~f VfecCV
Da Af = f bedeutet dies f =~ f.
= Rekonstruierbarkeit der Fourier-Koeffizienten f;,
IMAf —Mf|2 < |AD"F*B" — MIn|¢| f|2

Optimierungsproblem:

N
Minimiere AD*F*B* — MIy|* = AD*T.b; — Me;||?
BeRNXoM : B (2m+1)-sparse H N”F ; ” e 7”2

~ O(N? + Mlog M)
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Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - unterbestimmter Fall

Unterbestimmter Fall M/ > N

Annahme:
AD*F*B* ~ MIy <— % AD'F'B*f~f VfeCV
= Af~f VfecCV
Da Af = f bedeutet dies f =~ f.
= Rekonstruierbarkeit der Fourier-Koeffizienten f;,
IMAf —Mf|2 < |AD"F*B" — MIn|¢| f|2

Optimierungsproblem:

N
Minimiere AD*F*B* — MIy|* = AD*T.b; — Me;||?
BeRNXoM : B (2m+1)-sparse H N”F ; ” e 7”2

~ O(N? + Mlog M)
= inverse NFFT & inverse adjungierte NFFT

Melanie Kircheis, TU Chemnitz 9



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - {iberbestimmter Fall

Uberbestimmter Fall M < N

N
g(z) = Z fi Wm(zj — x)

Melanie Kircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - {iberbestimmter Fall

Uberbestimmter Fall M < N

N N
G@) = fiwm(z;—x) = (o) =D fibm(zs — o)
i=1 j=1

Melanie Kircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - {iberbestimmter Fall

Uberbestimmter Fall M < N

N N
G@) = fiwm(z;—x) = (o) =D fibm(zs — o)

j=1 j=1

also g = B*fund h = D*F*g.

Melanie Kircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - {iberbestimmter Fall

Uberbestimmter Fall M < N

N
:ijwm(xj_x) = 9 Zf]wm _7)7
Jj=1

alsog = B*fund h = D*F*g. Setzen h ~ f.

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - {iberbestimmter Fall

Uberbestimmter Fall M < N

N
:ijwm(xj_x) = 9 Zf]wm _7)7
Jj=1

alsog = B*fund h = D*F*g. Setzen h ~ f.

g=B'f=B"Af ~ B"Ah=B*AD"F"§

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - {iberbestimmter Fall

Uberbestimmter Fall M < N

N
:ijwm(xj_x) = 9 Zf]wm _7)7

alsog = B*fund h = D*F*g. Setzen h ~ f.
g=B'f=B"Af ~ B"Ah=B*AD'F"§
Optimierungsproblem:

Minimiere |B*AD*F* — Iou|;

BeRN xXoM . B (2m-+1)-sparse

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - {iberbestimmter Fall

Uberbestimmter Fall M < N

N
= fium(z—2) = i(57 ijwm i = o)
=1
alsog = B*fund h = D*F*g. Setzen h ~ f.
g=B'f=B"Af ~ B"Ah=B*AD'F"§

Optimierungsproblem:

Minimiere |B*AD*F* — Iou|;
BEeRNXoM . B (2m-+1)-sparse
oM
|IFDA*B - Iomllz = > |FDHb — e
I=—2oM

Melanie Kircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Inverse NFFT - {iberbestimmter Fall

Uberbestimmter Fall M < N

N
= fium(z—2) = i(57 ijwm i = o)
=1
alsog = B*fund h = D*F*g. Setzen h ~ f.
g=B'f=B"Af ~ B"Ah=B*AD'F"§

Optimierungsproblem:

Minimiere |B*AD*F* — Iou|;
BEeRNXoM . B (2m-+1)-sparse
oM
|IFDA*B - Iomllz = > |FDHb — e
I=—2oM

~ O(N2M? + N3M)

Melanie Kircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Numerische Ergebnisse

Numerische Ergebnisse - quadratischer Fall
* trigonometrisches Polynom mit zufélligen Fourier-Koeffizienten f;, e [1,100]
+ verwackelte aquidistante Knoten
* absolute und relative Fehler pro Knoten, r € {2, oo},

abs rel £ 3
e 1 ~ X € f*f r
T :*”f*f”r und L:u

ircheis, TU Chemnitz



Direkte Inversion der NFFT

Numerische Ergebnisse

Numerische Ergebnisse - quadratischer Fall
* trigonometrisches Polynom mit zufélligen Fourier-Koeffizienten f;, e [1,100]
+ verwackelte aquidistante Knoten
* absolute und relative Fehler pro Knoten, r € {2, oo},

abs rel £ 3
e 1 ~ X € f*f r
T :*”f*f”r und L:u

- - absolute {-error —e— absolute {y-error
-+ -relative (,-error —— relative £, error

l(J“ 4
10-2 i
2
£ 107t :
g
10-6 \ " eeooee |
\
\.
.
s Nttt |
" " " 1 "
100 10! 10? 10° 10
size of N

@N=2c=1,..., 14,
und m =p = 4.
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Direkte Inversion der NFFT

Numerische Ergebnisse

Numerische Ergebnisse - quadratischer Fall
* trigonometrisches Polynom mit zufélligen Fourier-Koeffizienten f;, e [1,100]
+ verwackelte aquidistante Knoten
* absolute und relative Fehler pro Knoten, r € {2, oo},

abs rel £ 3
e 1 ~ X € f*f r
A N (T I S

- - absolute {-error —e— absolute {y-error
-+ -relative (,-error —— relative £, error

- - absolute {-error —e— absolute £5-error
-+ -relative £ -error —— relative £, error

o 104 3
100 F R
1076 1 -
1072 R
LR | : 10
10-6 1 \*“.-..“"‘7 10-10 | d
\\»—«
10-8 |- e 10-12 |
| | | . .
160 16‘ 16? ll‘)3 164 4 6 8 10 12
size of N size of p and m
@N=2°c¢c=1,...,14, (b) N = 1024 und
und m =p=4. m=p=c,c=4,...,12.
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Direkte Inversion der NFFT

Numerische Ergebnisse

Numerische Ergebnisse - unterbestimmter Fall

+ trigonometrisches Polynom mit zufélligen Fourier-Koeffizienten f, € [1,100]
+ verwackelte aquidistante Knoten
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