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1 Einleitung

Dieses Preprint ist als nahtlose Fortsetzung vom Teil I [1] gedacht. Im ersten
Teil wurden die verschiedenen Fehlerindikatoren vorgestellt und auch ihre Vor-
und Nachteile diskutiert. Durch die verschiedenen Grafiken konnte man gut die
bisherige Entwicklungsarbeit bei der Findung einer geeigneten Netzsteuerung be-
obachten. In diesem Preprint soll es nun, um eine Art Auswertung mit dem spe-
ziellen Ziel der Findung einer optimalen Netzsteuerung gehen. Dabei wird auch
wieder auf die Besonderheiten der Elemente eingegangen. Desweiteren wird, was
leider im Teil I zu wenig Beachtung fand, auf die Plattendicke und auf ihre Wir-
kung bei den Fehlerindikatoren eingegangen. Mit diesen wichtigen Erkenntnissen
wird in diesem Teil ein spezieller Fehlerindikator vorgestellt, der die Vorteile aller
Fehlerindikatoren aus Teil I vereint. Zusätzlich, um die Optimalität der Netz-
steuerung zu unterstützen, wird eine spezielle Netzsteuerung und Fehlerbewer-
tungsmöglichkeit vorgestellt. Dieser Preprint dient als vorläufiger Abschluss zur
Fehlerindikator-Thematik bei den MITC-Elementen.

2 Fehlerindikator allgemein

Im ersten Teil [1] wurden einige Möglichkeiten der Fehlerindikatoren vorgestellt,
jetzt werden die einzelnen Terme betrachtet und auf ihre Wirkung bei den Ele-
menten untersucht. Mit diesen Ergebnissen wird ein geeigneter Fehlerinidikator V
konstruiert. Daß eine Unterscheidung zwischen (bi)linearen und (bi)quadratischen
Elementen sinnvoll ist, ist eine der Kernaussagen vom Teil I :

• Fehlerindikator I : Summe ηI
T,i + ηI

T,E

– Elementresiduum :

ηI
T,i =

h2

T

λT

(

∥

∥

∥

∥

t2

12
∇T

2Dσ2D(θh) + µκ(∇wh − θh)
T

∥

∥

∥

∥

2

T

+ ‖µκ∇T
2D(∇wh − θh) + f‖2

T

)

– Kantenanteil :

ηI
T,E =

∑

E⊂T

hE

λT

(

∥

∥

∥

∥

t2

12
[σ2D(θh) · n]

∥

∥

∥

∥

2

E

+ ‖[µκ(∇wh − θh) · n]‖2

E

)

• Fehlerindikator II : Summe ηII
T,i + ηII

T,E (unter Benutzung von Rhθh anstatt
θh im Scherterm !)

– Elementresiduum :

ηII
T,i =

h2

T

λT

(

∥

∥

∥

∥

t2

12
∇T

2Dσ2D(θh) + µκ(∇wh − Rhθh)
T

∥

∥

∥

∥

2

T

+ ‖µκ∇T
2D(∇wh − Rhθh) + f‖2

T

)
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– Kantenanteil :

ηII
T,E =

∑

E⊂T

hE

λT

(

∥

∥

∥

∥

t2

12
[σ2D(θh) · n]

∥

∥

∥

∥

2

E

+ ‖[µκ(∇wh − Rhθh) · n]‖2

E

)

.

Die Fehlerindikatoren III und IV sind (siehe Teil I) nur andere Summationen. Bei
diesen wurde das Elementresiduum mit dem Kantenanteil des jeweiligen anderen
Fehlerindikators kombiniert. Dies brachte wichtige Erkenntnisse für die weitere
Vorgehensweise hervor.

3 Fehlerindikator V

Aus den bisherigen Fehlerindikatoren werden nun folgende Terme speziell aus-
gewählt, die eine entscheidende Wirkung bei der Steuerung der Netze haben.
Diese Terme werden nicht aufsummiert, sondern einzeln bewertet. Es werden
folgende Terme

ηV a
T,i =

h2

T

λT

∥

∥

∥

∥

t2

12
∇T

2Dσ2D(θh) + µκ(∇wh − Rhθh)
T

∥

∥

∥

∥

2

T

(1)

ηV b
T,E =

∑

E⊂T

hE

λT

∥

∥

∥

∥

[

t2

12
σ2D(θh) · n

]∥

∥

∥

∥

2

E

(2)

ηV c
T,E =

∑

E⊂T

hE

λT

‖[µκ(∇wh − Rhθh) · n]‖2

E (3)

verwendet.

Bei der Analyse vom Fehlerindikator I und II aus dem Teil I ergeben sich ei-
nige Kernaussagen, die zu der obigen Konstruktion geführt haben.

Kernaussagen :

• Eine Unterscheidung zwischen linearen, bilinearen und (bi)quadratischen
Elementen ist nötig, weil es bei einigen zu verschwindenden Termen kom-
men kann.

Beispiel :

div σ2D(θh) = 0 bei MITC3-Element

div∇wh = 0 bei MITC3/4-Element

div (∇wh − Rhθh) = 0 bei MITC3/4-Element
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• Einige Terme aus Fehlerindikator I und II haben die gleiche oder ähnlich
starke Wirkung und können somit entfallen.

Beispiel :

‖µκ∇T
2D(∇wh − θh) + f‖2

T

und ‖µκ∇T
2D(∇wh − Rhθh) + f‖2

T

und ‖[µκ(∇wh − θh) · n]‖2

E

und ‖[µκ(∇wh − Rhθh) · n]‖2

E

Diese sind zum Erkennen und Bearbeiten der Randschichten fast gleichwer-
tig, wobei die Kantensprünge mehr Informationsgehalt haben.

• Bei einigen Elementen kann es aufgrund der Term-Kombination, speziell
bei den (bi)linearen Elementen, zu übermäßiger Verfeinerung führen. Diese
müssen ausgeblendet werden.

Beispiel :

Fehlerindikator I : ‖f − µ∇T
2Dθh‖

2

T

Fehlerindikator II : ‖f‖2

T

• Eine sehr wichtige Aussage ist auch, daß eine Summation von Elementresi-
duum und Kantenanteil nicht immer sinnvoll ist (siehe Grafiken Teil I).

4 Netzsteuerung

Diese eben vorgestellten Terme (1-3) werden nun pro Element berechnet und wie
bereits erwähnt nicht aufsummiert. Von diesen berechneten Termen werden
die globalen Maxima und die globalen Durschnitte gebildet :

δV a
T,i = max

T
ηV a

T,i

δV b
T,E = max

T
ηV b

T,E

δV c
T,E = max

T
ηV c

T,E

ρV a
T,i = ∅T ηV a

T,i

ρV b
T,E = ∅T ηV b

T,E

ρV c
T,E = ∅T ηV c

T,E

Diese Größen sind für das weitere Vorgehen von äußerster Wichtigkeit. Damit
wird, wie bereits im Teil I erwähnt, die Verfeinerung bzw. wo es möglich ist ein
Vergröberung der Elemente durchgeführt.
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4.1 Verfeinerung

Es werden die Anteile nicht aufsummiert, sondern einzeln getestest. Diese Tests
werden mit logischem ODER verknüft. D.h.

ηV a
T,i > αtol · δ

V a
T,i

∨ ηV b
T,E > αtol · δ

V b
T,E

∨ ηV c
T,E > αtol · δ

V c
T,E.

Trifft eine dieser Bedingungen zu, dann wird das entsprechende Element für Ver-
feinerung markiert. Mit dieser Vorgehensweise wird das Netz gezielt gesteuert.
Die einzelnen Terme heben die Besonderheiten des Problems hervor. Man startet
mit αtol = 0.8, was eventuell bis auf αtol = 0.05 erniedrigt wird, um möglichst
mindestens 5% der aktuellen Elemente zu verfeinern.

4.2 Vergröberung

Auch hier wird eine neue Besonderheit eingebaut. Zum Testen werden jetzt die
Mittelwerte (Durchschnitte) verwendet. Im Teil I wurde dieses noch vom Maxi-
mum abhängig gemacht, was sich aber als ungünstig erwiesen hat. Die verwende-
ten Terme werden mit logischem UND verknüft, um eine zu starke Vergröberung
zu unterdrücken. D.h.

ηV a
T,i < βtol · ρ

V a
T,i

∧ ηV b
T,E < βtol · ρ

V b
T,E

∧ ηV c
T,E < βtol · ρ

V c
T,E.

Trifft diese Bedingung zu, wird das Element zur Vegröberung ausgewählt (falls es
nicht schon zur Verfeinerung markiert wurde). Der Wert βtol wird fest auf βtol =
0.15 gesetzt. Dieser Wert hat sich durch numerische Untersuchungen ergeben.

4



5 (Bi)Lineare Elemente

In diese Elementkatagorie fallen das MITC3- und das MITC4-Element. Hier
sind einige Besonderheiten zu beachten. Da z.B. bei den bilinearen Elementen
auch sogenannte hanging nodes auftreten können, muß hier eine Aushahmebe-
handlung erfolgen. Die verwendeten Korrektur-Projektoren für die hanging nodes
arbeiten im (bi)linearen Fall leider nicht mit dem Reduktionsoperator Rh der
MITC-Elemente zusammen. D.h. beim Auftreten dieser speziellen Knoten wird
eine zu große Abweichung vom exakten Ergebniss berechnet. Dies

”
will“ natürlich

der Fehlerindikator kompensieren, was zu einer zu starken Netzverfeinerung an
unwichtigen Stellen führen kann. Deshalb wird bei (bi)linearen Elementen mit
hanging nodes

ηV c
T,E := 0

gesetzt. Die verbleibenden zwei Terme berücksichtigen die Singularitäten, Rand-
schichten und auch die auftretenden Spannungen. Daß diese Terme ausreichend
sind, kann anhand der Grafiken der adaptiven Schritten beobachtet werden. Die
Details zu den Testbedingungen und Testbeispielen wurden im Teil I [1] aus-
führlich dargelegt. Hinzugekommen ist, daß jetzt eine Unterscheidung bezüglich
der Dicke vorgenommen wird. Bei allen drei Beispiele werden einheitlich folgende
Materialparameter genutzt :

Kraft = 1,

Elastizitätszahl E = 10.92,

Poisonzahl ν = 0.3.

Es wird eine sogenannte
”
dünne“ oder

”
dicke“ Platte gerechnet mit t = 0.2 bzw.

t = 2.0. Damit kann man Unterschiede bei der Erkennung und Bearbeitung der
Randschichten feststellen. Bei

”
dickeren“ Platten sind die Randschichten schwä-

cher ausgeprägt und dementsprechend leichter zu finden.

Die hiermit erhaltenen Ergebnisse der Netzsteuerung sind auf der Webseite
http://www.tu-chemnitz.de/∼amey/MITC zu betrachten. Im weiteren werden ana-
log zu Teil I repräsentative Schritte dargestellt.
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5.1 MITC3-Element

•
”
dünne“ Platte :

L-7ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

4tlq-ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Morley - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [9,9,9].

•
”
dicke“ Platte :

L-7ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

4tlq-ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Morley - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [9,9,9].
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5.2 MITC4-Element

•
”
dünne“ Platte :

L-7ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

4tlq-ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Morley - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [13,13,14].

•
”
dicke“ Platte :

L-7ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

4tlq-ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Morley - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [8,10,11].
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6 (Bi)Quadratische Elemente

Zu dieser Elementkatagorie gehört das MITC7- und das MITC9-Element. Bei
diesen Elementen gibt es oben erwähnte Schwierigkeiten bei der Benutzung von
hanging nodes nicht. Deshalb werden alle drei Terme zu den Tests genutzt.

6.1 MITC7-Element

•
”
dünne“ Platte : Schritt-Darstellung : [9,9,6]

L-7ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

4tlq-ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Morley - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

•
”
dicke“ Platte : Schritt-Darstellung : [9,6,6]

L-7ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

4tlq-ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Morley - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz
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6.2 MITC9-Element

•
”
dünne“ Platte :

L-7ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

4tlq-ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Morley - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [9,9,7].

•
”
dicke“ Platte :

L-7ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

4tlq-ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Morley - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [9,10,6].
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7 Beispiel Quadrat

Um zu dokumentieren, daß die Beschränkung auf das Viertelquadrat (mit beson-
deren Randbedingungen der Schnittlinie) keine Nachteile der Netzsteuerung be-
wirkt, wird noch das volle Quadrat hinzugefügt. Auf der o.g. Webseite wird dieses
Beispiel auch mit den

”
alten“ Fehlerindikatoren berechnet und die einzelnen ad-

aptiven Schritte dargestellt. Die berechneten Werte werden als Isolinien-Grafiken
dargestellt.

Es handelt sich um eine quadratische Platte mit folgendenden Materialparameter

Kraft = 1.0

Dicke t = 2

Elastizitätszahl E = 10.92

und die Poisonzahl ν = 0.3.

Dazu die entsprechenden Grafiken, also w, θ1, θ2

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

  0.28 

  0.83 

   1.4 

   1.9 

   2.5 

   3.1 

   3.6 

   4.2 

   4.7 

   5.3 

   5.8 

   6.4 

   6.9 

   7.5 

   8.0 

   8.6 

   9.2 

   9.7 

   10. 

   11. 

   11. 

   12. 

   12. 

   13. 

   14. 

   0.0

   14.

   W

SFB 393 - TU Chemnitz

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

  -3.8 

  -3.5 

  -3.1 

  -2.8 

  -2.5 

  -2.2 

  -1.9 

  -1.6 

  -1.3 

 -0.94 

 -0.63 

 -0.31 

   0.0 

  0.31 

  0.63 

  0.94 

   1.3 

   1.6 

   1.9 

   2.2 

   2.5 

   2.8 

   3.1 

   3.5 

   3.8 

  -3.9

   3.9

 Th_1

SFB 393 - TU Chemnitz

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

  -3.8 

  -3.5 

  -3.1 

  -2.8 

  -2.5 

  -2.2 

  -1.9 

  -1.6 

  -1.3 

 -0.94 

 -0.63 

 -0.31 

   0.0 

  0.31 

  0.63 

  0.94 

   1.3 

   1.6 

   1.9 

   2.2 

   2.5 

   2.8 

   3.1 

   3.5 

   3.8 

  -3.9

   3.9

 Th_2

SFB 393 - TU Chemnitz
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Der Spannungstensor σ mit σxx, σyy und σxy :

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

  -16. 

  -15. 

  -14. 

  -13. 

  -13. 

  -12. 

  -11. 

  -10. 

  -9.7 

  -8.9 

  -8.2 

  -7.4 

  -6.7 

  -5.9 

  -5.2 

  -4.4 

  -3.7 

  -2.9 

  -2.2 

  -1.4 

 -0.66 

  9.18E-02 

  0.84 

   1.6 

   2.3 

  -16.

   2.7

 Si_xx

SFB 393 - TU Chemnitz

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

  -16. 

  -15. 

  -14. 

  -13. 

  -13. 

  -12. 

  -11. 

  -10. 

  -9.7 

  -8.9 

  -8.2 

  -7.4 

  -6.7 

  -5.9 

  -5.2 

  -4.4 

  -3.7 

  -2.9 

  -2.2 

  -1.4 

 -0.66 

  9.18E-02 

  0.84 

   1.6 

   2.3 

  -16.

   2.7

 Si_yy

SFB 393 - TU Chemnitz

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

  -6.6 

  -6.1 

  -5.5 

  -5.0 

  -4.4 

  -3.9 

  -3.3 

  -2.8 

  -2.2 

  -1.7 

  -1.1 

 -0.55 

   0.0 

  0.55 

   1.1 

   1.7 

   2.2 

   2.8 

   3.3 

   3.9 

   4.4 

   5.0 

   5.5 

   6.1 

   6.6 

  -6.9

   6.9

 Si_xy

SFB 393 - TU Chemnitz

Als Letztes wird der Scherterm Q bezüglich der x− und y−Komponente darge-
stellt, d.h.

[Qx Qy]
T = ∇wh − Rhθh, gemittelt als FE-Funktionen.

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

  -4.8 

  -4.4 

  -4.0 

  -3.6 

  -3.2 

  -2.8 

  -2.4 

  -2.0 

  -1.6 

  -1.2 

 -0.80 

 -0.40 

   0.0 

  0.40 

  0.80 

   1.2 

   1.6 

   2.0 

   2.4 

   2.8 

   3.2 

   3.6 

   4.0 

   4.4 

   4.8 

  -5.0

   5.0

  Q_x

SFB 393 - TU Chemnitz

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

  -4.8 

  -4.4 

  -4.0 

  -3.6 

  -3.2 

  -2.8 

  -2.4 

  -2.0 

  -1.6 

  -1.2 

 -0.80 

 -0.40 

   0.0 

  0.40 

  0.80 

   1.2 

   1.6 

   2.0 

   2.4 

   2.8 

   3.2 

   3.6 

   4.0 

   4.4 

   4.8 

  -5.0

   5.0

  Q_y

SFB 393 - TU Chemnitz
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7.1 MITC-Elemente

Es werden pro MITC-Element ein repräsentativer Schritt dargestellt. Alle anderen
adaptiven Schritte sind auf der oben genannten Webseite hinterlegt. Zuerst die

”
dünne“ und dann die

”
dicke“ Platte.

7.1.1 MITC3-Element

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [11,9].

7.1.2 MITC4-Element

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [14,10].

12



7.1.3 MITC7-Element

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [9,6].

7.1.4 MITC9-Element

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

1q-10ss - Level 1 -   1 proc.

SFB 393 - TU Chemnitz

Schritt-Darstellung : [9,9].

Wie man unschwer erkennen kann, eignet sich dieser Fehlerindikator sehr gut zum
Erkennen und Verarbeiten der Randschichten. Leider hat das MITC4-Element ein
paar Schwierigkeiten bei

”
dünnen“ Platten die Randschichten rasch zu erkennen

und zu verarbeiten. Hier sind leider mehrere adaptive Schritte nötig.

8 Zusammenfassung

Mit dieser Zusammenstellung der Terme vom Fehlerindikator I und II konnte eine
Verbesserung erreicht werden. Einen weiteren positiven Effekt hat die verwende-
te Netzsteuerung mit der Kombination aus Verfeinerung bzw. Vergröberung. Bei
allen Beispielen (mit deutlich verschiedenen Eigenschaften) erzeugt der Fehlerin-
dikator V stets wunschgemäß gute Netze. Er zeigt recht gut welche Terme für die
Adaptivität ausschlaggebend sind. Eine wichtige oder entscheidende Verbesse-
rung konnte auch bei den (bi)linearen Elementen verzeichnet werden. Wobei das
MITC4-Element leider noch nicht optimal schnell gesteuert werden kann. Gegen-
über der Fehlerindikatoren aus dem Teil I ist dieser Fehlerindikator V optimal.
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Eine weitere Betrachtungsweise oder Verbesserung dieser Art von Residuenschät-
zer ist nicht zu erwarten. Für zukünftige Untersuchungen sollten vielleicht andere
Denkansätze genutzt werden.
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