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Zusammenfassung

Der vorliegende Beitrag befasst sich mit der Identifikation von Parametern schadi-
gungsmechanischer Materialgesetze. In diesem Zusammenhang wird fiir die Losung
des nichtlinearen Rand- und Anfangswertproblems das finite Element System SPC-
PMHP verwendet. Die duktile Schiadigung wird durch das Modell von Rousselier
beschrieben. Neben den Materialgleichungen wird der Algorithmus zur numerischen
Integration des Materialgesetzes vorgestellt.

Die zur Materialparameteridentifikation erforderliche Losung der inversen Auf-
gabenstellung wird mit einem nichtlinearen Optimierungsverfahren realisiert.
Die quadratische Abweichung zwischen gemessenen und simulierten Verschie-
bungsfeldern wird als Zielfunktion gewé&hlt, deren Minimierung auf die gesuchten
Parameter fithrt. Im Rahmen der deterministischen Optimierungsprozeduren wird
zur Bestimmung des Gradienten der Zielfunktion ein impliziter Algorithmus — die
sogenannte semianalytische Sensitivitdtsanalyse — angewandt. Synthetisch erzeugte
inhomogene Verschiebungsfelder dienen als Messwerte und werden den berechneten
Verschiebungen gegeniibergestellt. Mit verschiedenen numerischen Experimenten
wird am Beispiel einer Scheibe mit Loch die Anwendbarkeit des Verfahrens getestet.
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1 Einleitung

Die Schadigungsmechanik etabliert sich zunehmend als Materialmodell zur realistischen
Beschreibung von Verformung und Versagen duktiler Materialien. Verschiedene mikrostruk-
turelle Mechanismen wie Bildung, Wachstum und Vereinigung mikroskopischer Hohlrdume
fithren zum Versagen duktiler Metalle. Die Formulierung dieser Mechanismen in Schédi-
gungsgesetzen beruht entweder auf mikromechanischen Modellbetrachtungen oder auf ei-
ner phanomenologischen Beschreibung auf der Basis thermodynamischer Prinzipien. In
den letzten Jahren fanden die Schiadigungsmodelle von Rice und Tracey [15], Gurson [7],
Tvergaard und Needleman [17] sowie von Rousselier [16] die meiste Beachtung.

Die Vielzahl an mikromechanischen Mechanismen bei der Schiadigung in duktilen Metallen
fiihrt zu immer komplexeren Modellen und der Einfithrung immer neuer Materialpara-
meter. Neben der wirklichkeitsnahen mathematischen Beschreibung dieser Effekte ist es
unbedingt erforderlich, die zugehorigen Parameter ausreichend genau zu bestimmen. Dies
erfolgt hauptséchlich durch Verformungsexperimente, die alle modellierten Effekte mitein-
schliefen. Bei der Anwendung des Schiadigungsmodells von Rousselier ist es nicht moglich,
durch eine direkte Auswertung der Versuchsdaten die Materialparameter zu bestimmen.
Das direkte Problem, also die Losung der nichtlinearen Rand- und Anfangswertaufgabe,
kann dabei nur mit vorgegebenen Materialparametern erfolgen. Die Losung der inversen
Aufgabenstellung, also die Ermittlung der Materialparameter, stellt eine Optimierungs-
aufgabe dar. Dabei wird durch eine Fehlerquadrat—Minimierungsmethode eine Annéhe-
rung der Simulationsdaten an die experimentellen Daten erzielt. Die experimentellen Daten
konnen auf der Oberflidche einer Probe gemessene oder synthetisch erzeugte Verschiebungs-
felder einer FE—Analyse sein. Die Materialparameter haben ihren optimalen Wert erreicht,
wenn die Verschiebungen aus der numerischen Simulation mit denen des Experiments iiber-
einstimmen. Im allgemeinen wird es keine exakte Identitidt geben, so dass die Losung des
Problems in der Ermittlung des globalen Minimums der Zielfunktion (Summe iiber alle
Fehlerquadrate) liegt. Fiir das Auffinden des globalen Minimums verwendet man gradien-
tenfreie und (oder) gradientenbasierte Verfahren. Gradientenfreie Verfahren sind einfach
und vielfiltig anwendbar, haben jedoch den Nachteil eines relativ grolen Rechenaufwan-
des. Gradientenverfahren bendtigen, wie der Name schon impliziert, den Gradienten der
Zielfunktion und damit einen zusitzlichen Aufwand an Uberlegungen. Sie haben jedoch
den Vorteil der gerichteten Suche nach einem Minimum, kénnen dabei aber nicht zwischen
globalem und lokalem Minimum unterscheiden. Deshalb benutzt man hybride Verfahren,
die eine Kopplung von gradientenfreien und gradientenbasierten Verfahren darstellen, um
lokale Minima wieder verlassen zu konnen.

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die wesentlichen Gleichungen zur numerischen Be-
handlung des Rousselier Modells vorgestellt. Der zweite Teil befasst sich mit der Re-
Identifikation von Materialparametern auf der Grundlage synthetisch erzeugter Messwerte.
Die Implementierung erfolgte im Finite-Element-Entwicklungssystem SPC-PMHP fiir
Parallelrechner, dass im Rahmen des SFB393 entwickelt wurde. Die theoretischen Grund-
lagen, die finite Element Formulierung sowie numerische Simulationen zu diesem Programm
sind in [5, 13, 14] ausfiihrlich behandelt.



2 Behandlung elastisch—plastischer Deformationsvor-
gange

Die Beschreibung elastisch—plastischer Deformationsvorgénge erfolgt im weiteren auf der
Basis einer spezifischen freien Energie (die Darstellung ist links in Lagrange’scher und rechts
in Fuler'scher Betrachtungsweise angegeben)

V=0, (C°— C?) + Uy(A); b= e(g” — b)) + val@) (2.1)

wobei A und « fiir einen Satz interner Variabler stehen, die die Verfestigung bzw. Entfe-
stigung beschreiben und ein assoziiertes FlieBgesetz mit der Fliefunktion

Y =Y(T% A); Y <0; y=y(tha) y<0 (2.2)

angenommen wird. Der 2. Piola—Kirchhoff’sche Spannungstensor und der Kirchhoff’sche
Spannungstensor konnen wie folgt geschrieben werden

T = &*7¥; = Jo! (2.3)

det (g")
det (Gb)
bezeichnet eine Abbildung auf die Ausgangskonfiguration. G, g* kennzeichnen die Raum-
metrik und A, a sind arbeitskonjugierte Gréfien zu A, a , d.h.

mit J = det(F) und o* als Cauchy’scher Spannungstensor. Der Operator ®*

_, 9% _
A= poﬁ, a = poaa (24)

wobel pg = p.J die Dichte in der Ausgangskonfiguration ist. Bei irreversiblen Prozessen ist
nach der Clausius—Duhem Dissipationsungleichung die durch die Anderung der internen
Variablen dissipierte freie Energie D stets grofler Null

1 D, 1

D » D e
D =-Tt —C"— A—A>0; Ze— ZrbL b —alyo > 2.
=T 5 o= J 20 a0 (25)

(% — materielle Zeitableitung; £, — Lie—Ableitung; C? — rechter plastischer Cauchy—

Green Deformationstensor; b — inverser linker elastischer Cauchy—Green Deformations-
tensor). Nach dem Postulat der maximalen Dissipation (Drucker—Postulat) stellen sich bei
Erreichen und Uberschreiten der Flieigrenze

Y =0; y=0 (2.6)

die Spannungen und die internen Variablen fiir jeden Deformationszustand so ein, dass die
Dissipation maximal wird. Das zum Drucker—Postulat dquivalente Extremwertproblem
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folgt aus der Dissipationsungleichung (2.5) und der Nebenbedingung (2.6)
1. DAy A D 4 #
(2.7)
De| = %Tﬂiﬁv b’ —al,o — )\y(‘r“, a) ~» max.
y=20
A, X kennzeichnen die Lagrange’schen Multiplikatoren. Das Extremwertproblem wird gel6st,
indem man die partiellen Ableitungen nach den gesuchten Gréflen bildet. Die Evoluti-
onsgleichungen fiir die internen Variablen der finiten Elasto-Plastizitat, wie sie in SPC-
PMHP implementiert sind, werden durch die folgenden Beziehungen ausgedriickt

D Ao )4 Fh 93 0y _
DtC 2A(9 g =0; L,b 2)\87'”_
: \Ou _ 2.8
A+A8A Lo+l =0 (2.8)
A>0; AY =0; Y —konvex; A > 0; /.\y =0; y—konvex.
Auch die dazu dquivalenten Formulierungen
D g OTH . (D b 8Y>:. g oTh. ( b ﬂ):
DtT ach C 2A8T” 0; L,T ag" L,g 2)\87'13 0
dy _ (2.9)
.A+ AaA Lo+ Aa
A >0; AY =0; Y —konvex; A > 0; )\y = 0; y—konvex

sind ihrer Struktur nach Differential-Algebraische Gleichungen (DAE’s) vom Index 1. Die
DAE’s (2.8) und (2.9) werden mit einem Mehrschritt-Rickwirts-Differenzenverfahren be-
handelt. Beziiglich Detailfragen wird auf [12] verwiesen.

3 Rousselier Modell

Ein haufig verwendetes Materialmodell zur Beschreibung duktiler Schidigung ist das Rous-
selier Modell. Es basiert auf einem thermodynamisch konsistenten Ansatz und ist in der
Lage Porenwachstum zu beschreiben. Im Gegensatz zum Gurson—Tvergaard—Needleman
Modell [17] kann es aber die Entstehung und Vereinigung von Poren nicht berticksichtigen.
Die Herleitung und die entsprechenden Annahmen sind in [16] zu finden.

Die Fliebedingung fiir das Rousselier Modell wird in Lagrange’scher und FEuler’scher Be-
trachtungsweise folgendermaflen angegeben

1
Y = [l gty — RiEpr) + BB)Dexp (371 Tﬁ)

(3.10)
9=\ gan(rty ~ Rlepu) + BB Dexp (4 14)
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Die Fliebedingung ist von der ersten (/) und der zweiten (/I') Invariante des Spannungs-
tensors bzw. Spannungsdeviators abhéngig. Der erste Term von Gleichung (3.10), in den
nur die zweite Invariante einfliet, ist die von Mises Vergleichsspannung. Die Verfestigungs-
kurve R wird nach [1] als Potenzgesetz angenommen mit

R(Epmr) = 00 (‘CJP_M + 1) ; R(epar) = 00 (52_M + 1>n : (3.11)
0

Die plastische Vergleichsdehnung des Matrixmaterials &,ar, eppr und die Vergleichsspan-
nung nach von Mises sind Skalare, so dass eine isotrope Verfestigung vorausgesetzt wird.
Der dritte Term von Gleichung (3.10) repréasentiert den entfestigenden Anteil in der Flief-
bedingung. Ist die Schadigung Null, d.h. die Porenkonzentration verschwindet, so reduziert
sich (3.10) auf die von Mises FlieBbedingung. Die Schidigung wird durch die Funktion B
beschrieben und ist die konjugierte Kraft zu der jeweiligen skalaren Schadigungsvariable B
bzw. 3

B(B) - o1 fo exp(B) ; B(3) o1 fo exp(B) |
1 — fo+ fo exp(B) 1 — fo+ fo exp(5)
Die aktuelle Porenkonzentration f kann aus der Schéadigungsvariable B, f und der An-

fangsporenkonzentration f, wie folgt berechnet werden

f__ DewlB) _ hewd)

1 — fo+ fo exp(B)’ 1 — fo+ fo exp(B)
Fiir die skalaren internen Variablen &y, €0 und B, [ ergeben sich nach (2.8) mit (3.10)
die Evolutionsgleichungen

(3.12)

f

(3.13)

B =4 Locpns = A
(3.14)
DQtB = ADexp (3£—11Tﬁ) ; L. = AD exp (3(17—117_ ) .
Das Materialverhalten wird durch den Satz
p=(0o & n fo o1 D) (3.15)

(00 — Anfangsfliespannung; 9, n — Verfestigungsparameter; f, — Anfangsporenkonzen-
tration; o1, D — Parameter des Rousselier Modells) von sechs Materialparametern ver-
vollsténdigt. Dartiber hinaus gelten die Prinzipien der assoziierten Fliefitheorie (2.8) und
(2.9). Unter Beachtung, dass fiir skalare Tensorfunktionen « die Indentitét

Lo = %a (3.16)
gilt, gehen die betrachteten Materialgleichungen in
Epnt = —1; Epnr = —1
(3.17)
B=—Dexp <3<17_1[Tﬁ> ; = —Dexp (3(17—1[7_,1)



iiber, wobei SpM,épM,B, 5 als Symbole und nicht als Zeitableitungen zu verstehen sind.
Fiir den Anteil W, 1. in der spezifischen freien Energie W, 1)

Pl = U, (G + C? — C*) + T y(E, B)
(3.18)

potb = e B+ g* — b)) + ulz, )

(€, B, &, 3 — arbeitskonjugierte GréBen zu Eorr, B, €pnr, B) wird hyperelastisches Material-
verhalten angenommen. In Gleichung (3.18) wurde vorausgesetzt, dass sich die spezifische
freie Energie U, v additiv aus einem ’elastischen’ ¥, 1. und einem ’dissipativen’ Anteil
U, 1y zusammensetzt, wie es auch analog in [16] vorgegeben wird.



Zur numerischen Behandlung des Rousselier Modells sind in der jeweiligen Konfiguration die folgenden Differential-Algebraischen

Gleichungen (DAE’s) zu lésen

Lagrange

Euler

pol = T (GP+C"—CP) + Uy(E, B)

Epm = po%; B= Po%

potp = we(fll)“rg"—_be") +a(E, )

EpM = Po%; g = pog—g
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v

0; AY =0

y(Tﬂagva/B) S 0

Tﬂzgpa_@b
Ogb

(3.19)

Ein moglicher Zugang besteht darin, diese DAE’s vom Index 1 mit Standardmethoden zu behandeln, wie im weiteren dargestellt

werden soll.



4 Ein numerisches Verfahren zur Behandlung der Evolutionsgleichungen

Bei Anwendung eines impliziten Mehrschrittdifferenzenverfahrens gehen die Evolutionsgleichungen (3.19) in das System nichtlinearer

algebraischer Gleichungen

Lagrange

A . k
gPMn + hﬁOAnng\/[n + ‘El é‘jgpMn_j =0
j:
A . k
B, + hBoN B, + > &;B8,-; =0
j=1

hﬁAOAnY(Tﬂnv gpMna Bn) =0

Euler
B hiA2 2L L@, S G, B, =0
n n mn nj:l J n—j n—j
A ko
EpM, T hﬁo)\né‘pMn + 'Zl QGiEpM,,_; = 0 (420)
]:

A o e k
B+ W0+ 32 G5y = 0
]:

hBO}\ny(Tﬁny EpMp s 571) =0

(h — Schrittweite; BO, &; — Gewichte fiir das k-Schritt-BDF-Verfahren) iber. Zusétzlich gelten die Beziehungen

Lagrange

Euler

OV, (Gt +C",—C",)

ﬁ —
T, =2 BTok

Es wird auBerdem ein Operator G eingefiihrt, der das Gleichungssystem (4.20) représentiert

mit

ZL = (éb, gpM, B, A)

GL(zl) =0

bzw. GE(zF) =0 (4.21)

e

bzw. 2F = (_bb  EpM ﬁ,A) . (4.22)



Eine zu (4.20) dquivalente Formulierung lautet

Lagrange Euler
T%, + hGoA 28T1j . OV +za — 8, + hfoh, 20T Oy | g id«b* T, -
n aCb aTﬁ J 7L J a b a ﬂ *n = J n—j n—j
ot k # ko
s . (4.23)
gpMn + hﬁOAngpMn Z Oé] pM,_; = 0 EpM, T hﬁo)\népMn Z OéjgpMn S 0
7=1 j=1
A ko A ko
Bn + hﬁgAan -+ Z ijanj =0 Bn + hﬁo)\nﬁn + Z ajﬁnfj =0
j=1 j=1
hBOAnY(Tﬁm gpMna Bn) =0 hﬂAO}\ny(Tﬂny gpMna ﬁn) =0
Zusétzlich gelten die algebraischen Beziehungen
Lagrange ‘ Euler
p A Y k p - a ko . 3°
éb — hﬁoAnQ% - 2 4C b = hBoh, 2% .. 2 08 B
Desweiteren wird auch hier ein Operator G eingefiihrt, der in diesem Fall das Gleichungssystem (4.23) représentiert
GL(zt)=0 bzw. GE(zF)=0 (4.24)

mit

= (Tﬂ,EpM,B, A) bzw. zF = (Tﬁ,spM,ﬁ, )\) i (4.25)



Zur Losung des Systems (4.20) nichtlinearer algebraischer Gleichungen bietet sich ein Newton—Verfahren an

in der Ausgangskonfiguration

5C? & - AQ%E
(T 0Epm gng + ASSIEM + jzk:l &,
B BE + ASBE + é 6B,
oA Agyg‘
mit
{T*}=
_A§28a%—1]\£[§: gge 1+A52§ZE€
_A£28a—’_'l%§'w Aggﬁig
_M%g: g—gﬁf A&%E

und den Startwerten

p 0 k P
b _ A b .
C’ =— Zl OéjC n—j»
]:

p

0

M

ko P
+ ZlajC n—j
]:

2 3
— A&2 _0Y
OTPOE u1

Y % 13
A 23Tﬂ36
S
O
oB

A

5&
¢0B
1+A B

Y ¢
A8

k k

_ A . RO __ A

= — 21 OéjgpMn,]w B = — '21 Oéjanj
J= J=

_o0Y ¢
28Tﬁ

P
B

0%3

(4.26)

wobei hier und im weiteren A fiir hBOA steht. I bezeichnet den Einheitstensor 4. Stufe und ¢ kennzeichnet den aktuellen Variablen-

vektor wahrend der Iteration.



0T

in der Momentankonfiguration

S [ m%g 4@, i G, 8%, b,
(7 depm - eSar T A, + ; &jEpM,_,
op gé_,_)\fgf Xi: & B j
P Myt
mit
{TF}=
_)\5805:1];4 g;-ﬂf 1_1_)\52%%5 AgagpﬁMé éng
A T

und den Startwerten

—e 0 k —e
bb :_Q*n Z&j n ]bbn g5 €gM_ Z@jgpMn J> 6 __Zajﬂn g )\ _)\n 1
]7

J=1

wobei hier und im weitern \ fiir 3\ steht. ®* bezeichnet eine Abbildung auf die Ausgangskonfiguration und ®, eine Abbildung auf
die Momentankonfiguration. Die Matrixformulierung der jeweiligen Untermatrizen {J L'} und {JF} kann dquivalent fiir das Rousselier

Modell aus [14] entnommen werden.
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Zur Losung des Systems (4.23) nichtlinearer algebraischer Gleichungen bietet sich ein Pseudo—Newton—Verfahren an

in der Ausgangskonfiguration

g€ ko 13 ko
(51—11:l fFﬂg — % : <j20 Oéijnfj - AéQ% ) +j§1 OéjTﬁn*j
) ¢ 2€ LA
77 Epm - Elpy + ASE + popT
5B e kL
Bﬁ + AEBS + ];1 Oéjanj
SA AEYE
mit
(4.28)
{Tr}=
@), AcOTE o 92y ¢ 0T, 2y ¢ 0TS, %Y & oTt oy ¢
I ocr 2arome Noov Porves,, Mook CorioB  oc ot
s € Y s €
OE OE OE -
13 M € M 13 M ¢
A (9’}” 1+A ?3—55]\4 A TPB 5pM
5 & 5 € 5&
¢ 0B ¢ 0B ¢0B 3¢
¢ Y ¢ ¢ oY ¢ cQY¢ ¢
A S N oe A oB Y

2
Fiir % ~ 0 geht das obige Verfahren in ein Newton—Verfahren tiber.



¢l

in der Momentankonfiguration

Fiir

{77}

ot
5‘€pM
op

oA

mit
{TF}=

I _|_)\§87'ﬂ .

0%y

a b
0¢
3 pM
A ort
36
87’”

0
«57?9
A ort

2oty

3

i—=1 6’7'

k
5§M + )\55'ij + Zl QGEpM,
J:

. k
B+ X3+ > ;B
j:

ey

€ 3
_or™, (@,f > a,8%, ;g" — A2.0Y,
J

£
‘|‘¢* ]gl OZj(P*n_jTﬂn_j

3 2 3 3 3
cOTh", 0%y g@Tﬁ orts 5 0y
A og° '287”85]31\4 A og° dg° 25
0¢€ M€ 0¢ Mé - €
R 2 =
- €
¢ 95 ° ¢0p 3
A c%pM 14+A o0 5
0 Oy
¢_0yY 1% 3
A agpM ¥ v

~ 0 geht das obige Verfahren in ein Newton—Verfahren iiber.

(4.29)



4.1 Berechnung der konsistenten materiellen Steifigkeit

Um eine quadratische Konvergenz zu erzielen, ist zur iterativen Losung des globalen Gleich-
gewichtes in der nichtlinearen FEM die Kenntnis der konsistenten algorithmischen Mate-
rialtangente dT®/dC” von Vorteil. Durch implizite Differentiation der algebraischen Glei-
chungen (4.23) nach C” bzw. g°

dGY  9GT dzt, oGt

iCh. 9=, fack, Tach, =

(4.30)
dGE  9GE dzF, OGF

dg’, T 02E, dg’, * og°, =0
erhélt man die Beziehungen
Lagrange Euler
XX oz
arvy oTYY drvy 9
dCas 9Cap ab IYab
| | W i | | 9
e | | % o | | 5
| d | 2| B | ap=xvz (70 Ty |=| Gl [wb=e

O | | 5 W | |
|| o T | | 0
dg’ljB 0 d@fb 0
dg’i\lB 0 dcéi\b 0

mit den bekannten Jacobi Matrizen {J L} = 0GE /2L, bzw. {TF} = 0GF/02F, aus
(4.28) bzw. (4.29) in der Lagrange’schen und Euler’schen Betrachtungsweise. Die Ausdriicke
drep /dC ap bzw. dred /dgap sind als komponentenweise Ableitungen unter Anwendung der
Kettenregel zu verstehen. Durch Losung dieser linearen Gleichungssysteme VA, B bzw.
Va, b kénnen die konsistenten algorithmischen Tangenten bei der Integration des Material-
gesetzes mit der gleichen Genauigkeit wie die Spannungen und die internen Variablen
aufgebaut werden.
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4.2 Hyperelastisches Potential

Eine Erweiterung des Hooke’schen Materialgesetzes auf geometrisch nichtlineare Probleme (Neo—Hooke Material) kann z.B. mit den
folgenden elastischen Potentialen

a) %(Ibﬂ, J) = %#(Ibﬁ —2InJ-3) +%)\ (In J)Q; fbu = bab@;b + Yab _BZb) = GAB(GAB +Cuap —Cyp) = c’

D) ellps, ) = 3pllps — 2T = 3) +IX(J — 1) (4.31)

) Celly ) = sulyy — > =2)  +3A(InJ)*; T = \/b“b(_blbc + Goe — boe )

= \/‘GAB(GBC + Cpgc — CBC)

formuliert werden (u, A — Lame-Konstanten). Hieraus ergeben sich die Spannungs—-Dehnungsbeziehungen (vgl. (3.19))

Lagrange Euler

a) T = (Gt — BY) + \In JB! T8 = pu(bf — ) + A JHF

—~ ~ ~ p -1 —1 —e -1
b) T* = u(G* — BY) + \J(J — 1)B; B = (Gb+C"—C") T8 = p(b* — A% + AJ(J — 1)AH; A = (b"+g"—b">

¢) T* = u(Gt — J?B%) + \In JB! 78 = p(b¥ — J?4%) + A1n JAH
und ein hyperelastischer Materialtensor
Lagrange Euler
; Sy o s f JU, SR
a) % = (n—AnJ)BLI.B! 4 y Bt B! g—gb = (n— A ))FT-F* + H7P 0
f P Sy f S JURN
b) % = [u—AJ(J — )BT B + §J(2] — 1)Bio B! g—;b = [ = AJ(J — D]F-I-3 + 3(2] — )F* 0!
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4.3 Plastischer Anteil des Deformationsgesetzes

Es wird die FlieBbedingung des Rousselier Modells vorausgesetzt. Die Verfestigung verlauft isotrop und die Entfestigung geschieht
durch Wachstum der Schéadigungsvariable, die mit der Porenvolumenkonzentration gekoppelt ist.
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Die fiir den Algorithmus relevanten Ableitungen ergeben sich folglich zu
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Die ausfiihrliche Darstellung in Komponentenschreibweise ist analog hierzu in [14] fiir das Gurson—Twvergaard—Needleman Mo-

dell zu finden.



5 Vergleich mit FEAP

In [14] sind Vergleichsrechnungen zwischen ABAQUS und SPC-PMHP fiir das Gurson—
Tvergaard—Needleman Modell vorgenommen worden. Die relativ groflen Abweichungen
wurden auf die Verwendung unterschiedlicher objektiver Spannungsgeschwindigkeiten zu-
riickgefithrt. Im folgenden wird ein Vergleich zwischen dem finite Element Programm
FEAP mit der Implementierung des Rousselier Modells aus [2] und SPC-PMHP anhand
einer CT—Probe (Abb. 1) aufgefiihrt. In beiden Programmen sind die gleichen objektiven
Spannungsgeschwindigkeiten (Lie—Ableitung) und die gleichen Materialmodelle verwendet
worden (vgl. [2]).

SFB 393 - TU Chemnitz

|/
|/

ctl - Level O

Abbildung 1: CT-Probe, Diskretisierung der oberen Hélfte

Neben einer sehr guten Ubereinstimmung der globalen Kraft—Verschiebungskurven (siche
Abb. 2) betrugen auch die Unterschiede lokaler Groflen wie Spannungen, Verzerrungen und
interne Variable vor der Rissspitze nur wenige Promille.

6 Materialparameteridentifikation

Die Entwicklung immer komplexerer Materialmodelle fiithrt zu einer immer grofleren An-
zahl unbekannter Parameter, die durch geeignete Experimente bestimmt werden miissen.
Das hier verwendete Rousselier Modell enthélt sechs Materialparameter, mit denen die
Verfestigung und die Schidigung charakterisiert werden, welche in der Spaltenmatrix p
zusammengefasst sind

p=pi=(00 g0 n fo o1 D)" . (6.32)

Fiir viele Materialparameter ist es aber nicht moglich, ihre Werte durch eine direkte Aus-
wertung der experimentellen Ergebnisse zu bestimmen. Da die Materialparameter nicht
direkt messbar sind, sondern nur iiber ihre Wirkung identifiziert werden konnen, stellt die
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Abbildung 2: Vergleich Kraft—Verschiebungskurven (FEAP und SPC-PMHP)

Identifikation ein inverses Problem dar. Die Beziehung zwischen den Materialparametern
p und den Verschiebungen w kann allgemein in der Form

A-p=u (6.33)

angegeben werden (vgl. [4]). Der Operator A reprisentiert dabei die Losung des gesamten
nichtlinearen Rand- und Anfangswertproblems. Im allgemeinen ist die Invertierung von A
nicht explizit moglich.

Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Problematik ist in [4, 6, 9] gegeben. Die Parameter-
identifikation erfolgt im weiteren auf der Ausgangskonfiguration, also in Lagrange’scher
Betrachtungsweise.

6.1 Nichtlineare Optimierung

Eine Moglichkeit, das inverse Problem der Materialparameteridentifikation zu losen, be-
steht in der Anwendung nichtlinearer Optimierungsalgorithmen. Mit der Formulierung ei-
ner Zielfunktion

®(p) = (u(p) — @)’ ~ min. (6.34)

kann die Annéherung der berechneten Verschiebungen u(p) an die gemessenen Verschie-
bungen u erfasst werden. Fiir dieses Giitemaf$l ist das globale Minimum im Raum der
Materialparameter p zu finden. Diese Optimierungsaufgabe ist im allgemeinen ein schlecht
gestelltes Problem, d.h. kleine Anderungen in den Anfangsbedingungen kénnen zu sehr
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unterschiedlichen Resultaten in der Identifikation der Parameter fithren [3, 9]. Die we-
sentlichen Griinde hierfiir liegen in der meist unzureichenden Beschreibung der physika-
lischen Zusammenhénge, in der rdumlichen und zeitlichen Approximation des direkten
Problems sowie in dem unzureichenden Gehalt an Informationen bei der Auswertung von
Versuchen, in denen zusétzlich noch mehr oder weniger bedeutsame Messfehler enthalten
sein konnen. Der Informationsgehalt eines homogenen Zugversuches, bei dem lediglich die
Kraft—Verformungskurve sowie die Einschniithrung aufgenommen werden, ist sehr gering [6].
Daher werden im weiteren die Verschiebungsfelder an Proben mit inhomogenen Spannungs-
und Verzerrungszustinden aufgenommen und als Eingangsdaten fiir die Identifikation ge-
nutzt. Inwieweit das Rousselier Modell geeignet ist, den Vorgang der duktilen Schédigung
sinnvoll und ausreichend zu beschreiben, kann nur im Rahmen der Materialparameteri-
dentifikation anhand von realen Experimenten gekléirt werden. Aus rechenzeittechnischen
Griinden wird vorerst ein relativ grobes FE-Netz verwendet, siche Abb. 3. FEine Untersu-
chung des Diskretisierungsfehlers wird demzufolge nicht durchgefiihrt.

6.2 Optimierungsverfahren

Zur Losung von Problemen nach (6.34) lassen sich Optimierungsverfahren in gradienten-
freie und gradientenbasierte Verfahren klassifizieren. Die Vor- und Nachteile beider Ver-
fahren sind in [4] erldutert. Im weiteren wird ein Gradientenverfahren verwendet, bei dem
die Startwerte variiert werden. Die Berechnung eines neuen Parametersatzes p, ; folgt aus
einer deterministischen iterativen Methode zur Losung des nichtlinearen Optimierungspro-
blems mit der Lésung des vorhergehenden Schrittes p,

D1 =Pt ws, (6.35)

wobei w die Schrittweite und s die Suchrichtung charakterisiert. Die Suchrichtung wird
mit der Methode von Levenberg und Marquardt berechnet [4, 6, §]

si=— (V?@, + uE) V. (6.36)

Der Faktor p gibt das Verhéltnis zwischen der Methode des steilsten Abstiegs (—E - V®,)
und des Gauf—Newton Verfahrens (—(V2®;)~! - V®;) an [4], wobei E die Einheitsmatrix
kennzeichnet. Die Ermittlung von s; erfordert sowohl die Kenntnis des Gradienten V& der
Zielfunktion ®(p)

ny ny o 2 d{ug}t,.
Ve =, = ; Z_:l kZ_: ({uk(p)}z] - {ak}ij) sz}” (6.37)

(ny, bezeichnet die Anzahl der Lastschritte und nj; die Anzahl der Messpunkte) als auch
ihrer zweiten Ableitung V?®
ok 2t G [d{ueky; d{u};
2&F — _ ij ij s
VR =Cpn=3 > > [ dpm, dp, + ({uk(p)}w {uk}z])

i=1j=1k=1

&? {uk}z]
dpmdpy,

1 . (6.38)

Im weiteren wird der zweite Term in Gleichung (6.38) vernachléssigt, so dass nur die ersten
Ableitungen der Verschiebungen nach den Materialparametern gebildet werden miissen.
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6.3 Sensitivitdtsanalyse

Die Ermittlung des Gradienten der Zielfunktion erfordert die Berechnung der ersten Ablei-
tungen der Verschiebungen nach den Materialparametern fiir den durch Iteration gefunde-
nen Gleichgewichtszustand eines jeden Lastschrittes. Es existieren verschiedene Moglichkei-
ten diese Ableitungen zu bestimmen. Eine analytische Berechnung ist nicht moglich, da kein
expliziter Zusammenhang zwischen den Verschiebungen v und den Materialparametern p
besteht. Ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der Ableitungen mit finiten Differen-
zen bedeutet einen sehr groflen Rechenaufwand. Meist stellt auch die Genauigkeit dieses
numerischen Verfahrens ein Problem dar, denn ein grolerer Fehler im Gradienten der Ziel-
funktion beeinflusst mafigeblich die Suchrichtung. Eine ungenaue Suchrichtung kann die
Konvergenzgeschwindigkeit der Optimierung stark vermindern oder sogar zur Divergenz
fithren [9].

Die im weiteren verwendete semianalytische Sensitivitdtsanalyse wurde von Mahnken vor-
geschlagen. Dieses Verfahren basiert auf der impliziten Differentiation des Gleichgewichts
und des ausiterierten Deformationsgesetzes, wobei analoge numerische Strukturen benutzt
werden, wie sie bei der Losung des direkten Problems verwendet wurden. Die Herleitung
und einige Anwendungen sind in [9, 10, 11] zu finden.

Die Ableitung der Verschiebungen nach den Materialparametern du/dp erhélt man zunéchst
formal durch Differentiation des globalen FEM-Gleichgewichtszustandes

du

p— P .
i~ Fr (6.39)

wobei die Gesamtsteifigkeitsmatrix K aus der Losung des direkten Problems {ibernommen
werden kann. Gleichung (6.39) kann dann fiir jedes Element geschrieben werden (Index )

duc! dT*
K. CZ) _ / BT. ( . ) vt = P (6.40)

el
VO

Die rechte Seite von Gleichung (6.40) beinhaltet neben der Matrix der Verzerrungs—Ver-
schiebungs—Beziehung B das Materialgesetz. Die Ableitungen der Spannungen nach den
Materialparametern dT#/dp erhiilt man, indem man das ausiterierte, zeitdiskretisierte
Materialgesetz G(z) (vgl. 4.23) implizit nach den Materialparametern ableitet. Aus der
Abhéngigkeit des Zustandvektors z,, des aktuellen und der k vorhergehenden Schritte z,,
sowie des Materialgesetzes von den Materialparametern folgt

G (Zn—k<p)> cee 7Zn—j(p)> ce 7Zn—1(p)7 Zn(p),p) =0. (641)
Die vollstéandige Ableitung des diskretisierten Materialgesetzes fiithrt zu

dzn = 0G dzn L 9G G
0z,—; dp 0zn op

=0. (6.42)

Lo
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Wiéhrend die partiellen Ableitungen 0G/0z und 0G/0p analytisch berechnet werden,
kann man die totalen Ableitungen dz/dp nur auf der Basis einer numerischen Berechnung
ermitteln

0G dz, 0G dz,—; OG

k
i : - . 4
0z, dp ]z:l 0z,—; dp op (6.43)

Die totalen Ableitungen des Zustandsvektors dz,,_; /dp erhélt man aus den vorhergehenden
Schritten. Die im letzten ausiterierten Schritt verwendete Jacobi Matrix (0G/0z,) kann
aus der Losung des direkten Problems iibernommen werden. Die rechte Seite von Gleichung
(6.43) ergibt sich dann fir (4.23) zu

i dT®, ; . OTY 9’V
o g@. A hhoto . =
JZlagI T dp oC® " 0T*0p
k . 0,
EOG dz >y ns oG "N op
S Az ~" dp n P (6.44)
020, d ’ "D :
j=1 9%n—j 4P p . OB,
b dB. hA
ZO‘J op
= oY
A%t
0 h op

Fithrt man die implizite Differentiation von (4.20) zur semianalytischen Sensitivitétsana-
lyse durch, so erhilt man ebenfalls das lineare Gleichungssystem (6.43). Im Losungsvektor
dz/dp tritt jetzt allerdings anstelle von dT*/dp die Ableitung der plastischen Deformatio-
nen nach den Materialparametern ey /dp auf

k Floi . 0%Y
~ 7). n—j —hA2————
ko dE,. 9,
EOG dz, > G oG, " op
Z ki I j=1 P : = . (6.45)
0 ; d ’ 0 :
j=1 Zn—j P yy . aBn
ko aB,_; hA 5
hA=—

o
QD
i~

Fiir die Assemblierung der rechten Seite (6.40) sind jedoch die Ableitungen dT*/dp erfor-
derlich. Anhand der Beziehung

dT?  OoT* dC’

dp — pcr " dp

(6.46)
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konnen die Sensitivititen dC” /dp in dT*/dp mit Hilfe der Definition der Spannungen aus
Abschnitt 4.2 umgerechnet werden

oT* SO W
- (- i.7.8% — “Big B
a) & (—p+AInJ)B*-I-B 23 ®B
oT* SO L
b) & [—u+AJ(J—1)]Bﬁ-I~Bﬂ—§J(2J—1)B“®Bﬁ (6.47)
oT* ) PR A P
- (= t.1.80— (2 _ .72 Bt B!
¢) & (—pJ*+AnJ)B*I-B (2 ,uJ)B QB .

Die partiellen Ableitungen 0G/0p fiir das in Abschnitt 3 vorgestellte Rousselier Modell
sind im folgenden dargestellt. Die ersten und zweiten Ableitungen der FlieBfunktion nach
den Materialparametern ergeben sich zu

oY n

g (B

80_0 50

8Y noy 5pM )n—l

— - — | —+1

860 pM —5% < €0 +

8_Y —09 <—gpM + 1) In <—gpM + 1); <_£p + 1) >0
oY . on o €0 €0 €0 6 48)
oo | oy | o1 exp(B) 1 (6.

— 5D exp <—[Tﬂ>

dfo (1= fo+ foexp(B)) 301

Y Joexp(B) ( 1 ) < 1 )

- D — 7 1+ —17

agl 1-— fo + fo eXp(B) °xp 301 11‘j + 304 T’tj

oY o1 fo exp(B) ( 1 )

il e —1

oD L= fot foexp(B) ¥ \3o, T
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oT*op | o2y | exp(B) 1 ) o
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Fiir die Ableitungen der Evolutionsfunktionen nach den Materialparametern erhdlt man

0pr (06 0 O O OE O o) 6.50)
6p N 80'0 680 on afo 60'1 oD N ’
o8 0
800
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880
oB 0
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op 0B .
dfo
8 1 1
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6.4 Numerische Simulationen

Die folgenden Untersuchungen sollen zeigen, inwiefern das vorgestellte Verfahren zur Pa-
rameteridentifikation geeignet ist. Zu diesem Zweck wurden kiinstliche Messwerte (Ver-
schiebungen an jedem Knoten) anhand einer Vorwirtsrechnung mit einem vorgegebenen
Parametersatz und zu jedem Lastschritt erzeugt. Die verwendeten Materialparameter sind
in Tab. 1 zusammengefasst und sollen re-identifiziert werden.

E [MPEL] v (o)) [MP&] €0 n fo 01 [MP&] D
210000 | 0.3 | 4514 | 2.1495E-03 | 0.14286 | 0.001 400.0 2.0

Tabelle 1: Materialparameter, Rousselier Modell

Durch die Wahl der Probengeometrie und der entsprechenden Randbedingungen muss si-
chergestellt werden, dass alle zu identifizierenden Parameter auch angesprochen werden.
Um die AnfangsflieBspannung oy sicher zu identifizieren, miissen moglichst viele Uberginge
zwischen den elastischen und plastischen Zustdnden wiahrend der Belastung im Probekorper
enthalten sein. Ware der Probekorper bereits nach dem ersten Lastschritt durchplastifi-
ziert, so ist das Verfahren kaum in der Lage die AnfangsflieBspannung zu identifizieren, da
dieser Parameter nur indirekt angesprochen wird. Die sichere Identifikation der Ver- und
Entfestigungsparameter erfordert einen grofien raumlichen Bereich der Plastifizierung und
der Schiadigung im Probekdrper. Von Vorteil sind viele Lastschritte in denen méglichst vie-
le Zustédnde von kleiner plastischer Verformung bis hin zu grofler Schéadigung durchlaufen
werden.

Um unterschiedliche Spannungszustéinde in einem Probekorper zu realisieren, wird eine
Scheibe mit Loch betrachtet, bei der infolge Zugbeanspruchung inhomogene Deformati-
onszustiande auftreten. Unter Ausnutzung der Symmetrie wird nur ein Viertel der Scheibe
mit Loch im ebenen Verzerrungszustand betrachtet (Abb. 3). Die dufleren Abmessungen
des modellierten Probekorpers betragen in Scheibenebene 2.0x2.0 mm und in Dickenrich-
tung 1.0 mm. Das Loch hat einen Durchmesser von 1.0 mm. Die Lasteinleitung erfolgt
verschiebungsgesteuert an der oberen Kante des Probekorpers mit 0.1 mm, aufgebracht in
100 Schritten. Es wurden isoparametrische 8-Knotenelemente mit 9 Integrationspunkten
verwendet.

In den ersten Untersuchungen wurde jeweils ein Materialparameter variiert und die rest-
lichen Parameter mit den Werten von Tab. 1 belegt. Die relative Startabweichung des
entsprechenden Parameters ist zum einen mit +20% und zum anderen mit —20% festge-
legt worden. Die Identifikation wird abgebrochen, wenn entweder die maximale Anzahl der
zuléssigen Optimierungsschritte von 20 erreicht wird, oder wenn der Wert der Zielfunktion
ein lokales bzw. globales Minimum erreicht hat. In Abb. 4 ist die relative Abweichung fiir
jeden zu optimierenden Parameter iiber der Anzahl der Optimierungsschritte aufgetragen.
Jeder Parameter wurde nach wenigen Schritten gefunden. Die Identifikation einzelner Pa-
rameter ist in diesem Fall problemlos, da die restlichen Parameter ihre exakten Werte aus
der Losung der direkten Aufgabe erhielten und somit die Suchrichtung nicht negativ beein-
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Abbildung 3: Scheibe mit Loch, Diskretisierung eines Viertels

flussten. In der Praxis sind jedoch im allgemeinen mehrere Materialparameter unbekannt
und es treten zusétzlich Messfehler auf.

Zur Beriicksichtigung von Messfehlern wurde den kiinstlichen Messwerten, also den Ver-
schiebungen an den Knoten, ein 'Rauschen’ iiberlagert. Dazu wurde jedem Messwert ein
zufilliger prozentualer Fehler von —2 bis 4+2% bzw. —5 bis +5% seines aktuellen Wertes
aufaddiert. Die Fehler wurden in diesem Bereich als gleichverteilt angenommen.

Materialparameter
(oy) €0 n f() g1 D
stochast. Abw. (%] | Abw. (%] | Abw. [%] | Abw. (%] | Abw. [%] | Abw. [%]
Messfehler | +20 | =20 [ +20 [ —20 [ +20 | =20 [ +20 | —20 | +20 | —20 | +20 | —20
+0.0% 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
Opt. schritte 8 8 14 13 20 20 20 20 20 20 20 20
+2.0% 0.22 | 0.02 | -0.14 | -0.18 | 0.01 | 0.01 | -0.03 | -1.44 | 0.19 | 0.20 | -0.23 | -0.23
Opt. schritte 5 10 7 7 20 20 8 8 15 20 17 18
+5.0% 0.15 | 0.08 | -0.23 | -0.42 | 0.03 | 0.03 | -1.09 | -1.27 | 0.42 | 0.42 | -0.46 | -0.46
Opt. schritte 5 4 6 7 20 20 8 10 13 16 12 14

Tabelle 2: Relative Fehler der identifizierten Materialparameter in [%)]
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Abbildung 4: Identifikation von jeweils einem Parameter

In Tab. 2 sind die relativen Fehler der Parameter und die Anzahl der notwendigen Opti-
mierungsschritte fiir die verschiedenen Messfehler gegeniibergestellt. Mit ’Abw.” sind die
relativen Abweichungen der Startwerte gekennzeichnet. Die Fehler bei den identifizier-
ten Parametern sind relativ gering und gegeniiber den Messfehlern in einigen Féllen um
GroBenordnungen kleiner. Geringe zuféllige Fehler scheinen somit bei der gestellten Auf-
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gabe keinen sehr grofien Einfluss auf das Ergebnis zu haben, obwohl man dies bei der
Schlechtgestelltheit des Problems hétte erwarten konnen.

Im folgenden wird die simultane Identifikation von drei 'unbekannten’ Parametern unter-
sucht. Zum einen werden die Parameter o, £g und n, die im wesentlichen die Verfestigungs-
eigenschaften des Materials beschreiben, identifiziert und zum anderen die Parameter fo,
o1 und D, die die Entfestigung bzw. Schédigung im Material charakterisieren. Die Start-
abweichung betragt wiederum +20% bzw. —20%. Die restlichen Parameter erhalten die
Werte aus Tab. 1. Weil jetzt mehrere Parameter identifiziert werden sollen, ist zu erwarten,
dass das Verfahren entsprechend langsamer konvergiert, da sich die gesuchten Parameter
gegenseitig beeinflussen. Ausserdem besteht verstéirkt die Moglichkeit, dass der Wert der
Zielfunktion in ein lokales Minimum lauft. In Abb. 5 ist deutlich die gegenseitige Beein-
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Abbildung 5: Identifikation von drei Parametern

flussung der Parameter sowie die Abhéngigkeit von der Wahl der Startwerte zu erkennen.
Dessen ungeachtet konnten alle Parameter identifiziert werden.

In der Praxis miissen jedoch die Ver- und Entfestigungsparameter gemeinsam bestimmt
werden, da es kein geeignetes Experiment gibt, bei dem man im Material separat einen Ver-
festigungszustand oder einen Entfestigungszustand erzeugen kann. Nachdem jeweils drei
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Parameter sicher identifiziert werden konnten, stellt sich jetzt die Frage, ob dies auch mit
allen sechs Materialparametern des Rousselier Modells in einem Identifikationszyklus mit
mehreren Optimierungsschritten moglich wére. Es zeigte sich, dass die gleichzeitige Iden-
tifikation in diesem Fall nicht realisierbar war. Die Variation der Startwerte brachte auch
keinen Erfolg, wobei natiirlich beachtet wurde, dass die Startwerte nicht zu nahe an den
Werten aus Tab. 1 lagen (mind. £20% relative Abweichung der Startwerte). Die Optimie-
rung lief entweder in ein lokales Minimum, bei dem die Parameter sehr weit von ihrem Wert
aus der direkten Losung abwichen, oder es wurde keine eindeutige Suchrichtung gefunden,
so dass die Identifikation abgebrochen wurde. Einige Parameter hatten am Ende der Op-
timierung einen Fehler von mehr als +20% von ihrem zu erwartenden Wert. Um nicht alle
Parameter in einem Identifikationszyklus bestimmen zu miissen, wurde im folgenden jeder
Parameter mit einer Startabweichung von +20% belegt und nacheinander jeweils drei Pa-
rameter optimiert und die restlichen Parameter mit ihren Werten aus der vorhergehenden
Optimierung festgesetzt.
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Abbildung 6: Identifikation von sechs Parametern (drei separat)

In Abb. 6 zeigt das linke obere Bild den ersten Identifikationszyklus, bei dem die Verfe-
stigungsparameter optimiert wurden. Im oberen rechten Bild ist der zweite Zyklus aufge-
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tragen, bei dem die Verfestigungsparameter mit ihren optimierten Werten aus dem ersten
Zyklus festgesetzt wurden und die Entfestigungsparameter optimiert werden. Der dritte
Identifikationszyklus wird im unteren linken Bild dargestellt. Die Optimierung erreicht ein
lokales Minimum und bricht nach drei Schritten ab. Im vierten Zyklus konnten die Entfesti-
gungsparameter nicht zufriedenstellend gefunden werden. Nach dem fiinften Optimierungs-
schritt brach die Rechnung ab, da keine eindeutige Suchrichtung festgelegt werden konnte.
Die Parameter fiir die Verfestigung konnten relativ gut gefunden werden. Die erfolglose
Optimierung der Entfestigungsparameter kann als Ursache Abhéngigkeiten der Parame-
ter untereinander haben, oder es wurden einzelne Parameter durch das Experiment nur
unzureichend angesprochen.

Abb. 6 zeigt, dass die Parameter oy und D nicht anndhernd identifiziert werden konnten. Im
folgenden wird der Parameter D mit D = 2.0 als gegeben angenommen. Die restlichen fiinf
Materialparameter werden in einem Identifikationszyklus mit den Anfangsabweichungen

+20% (Abb. 7, oben) bzw. —20% (Abb. 7, unten) identifiziert.
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Abbildung 7: Identifikation von fiinf Parametern (£20% Startabweichung)

Alle fiinf Materialparameter konnten exakt gefunden werden. Durch die gegenseitige Be-
einflussung der Parameter hatte die Suchrichtung in einigen wenigen Féllen das falsche
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Vorzeichen. Die Konvergenz des Verfahrens wurde dadurch aber nicht wesentlich beein-
flusst. Durch die Reduzierung der Parameteranzahl ist die Identifikation fiir dieses Beispiel
in einem Identifikationszyklus moglich.

Auch in diesem Fall sollen die Messwerte mit einem zufélligen Fehler, wie zuvor beschrieben,
beaufschlagt werden. In Tab. 3 sind die relativen Fehler der Materialparameter von ihren
Werten aus der Losung des direkten Problems zur Erzeugung der kiinstlichen Messwerte
aufgezeigt.

Materialparameter Opt.
09 €0 n fo o1 schritte
stochast. Abw. [%] | Abw. [%] | Abw. [%] Abw. [%] Abw. [%] || Abw. [%]
Messfehler || +20 | —20 [ +20 | —20 [ +20 | —20 | +20 [ —20 | +20 | —20 || +20 | —20
+0.0% 0.00 | 0.00 [ 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 |-0.01] 0.00 | 0.00 | 0.01 | 20 | 20
+2.0% 0.14 | -0.06 | 0.30 | -0.70 | 0.01 | -0.08 | -3.30 | 0.55 | -0.90 | 0.77 || 20 | 18
+5.0% 0.47 | 0.37 [ 093 | 0.74 | -0.01 | 0.01 | -9.20 | -8.10 | -2.36 | -2.15 || 11 | 14

Tabelle 3: Relative Fehler der identifizierten Materialparameter in [%)]

Wesentliche Unterschiede treten bei der Beriicksichtigung von Messfehlern nur in den Ent-
festigungsparametern fy und o7 auf. Des weiteren ist im Ergebnis eine Abhéngigkeit von
der Wahl der Startwerte zu erkennen. Es existieren also mehrere lokale Minima um den
Bereich der optimalen Werte.

In der nichsten Untersuchung sollte festgestellt werden, ob auch bei sehr grofler Startab-
weichung die Parameter sicher identifiziert werden kénnen. Abb. 8 zeigt die Identifikation
von fiinf Parametern, die mit einer relativen Abweichung der Startwerte von +50% bzw.
—50% belegt wurden. Die maximale Anzahl an Optimierungsschritten wurde auf 30 erhoht.
Trotz der groflen Startabweichung wurden alle Parameter relativ schnell, d. h. mit wenigen
Optimierungsschritten, identifiziert.

In den vorhergehenden numerischen Untersuchungen wurde der Parameter D mit D = 2.0
als konstant angenommen. Im folgenden soll analysiert werden, ob der Parameter D durch
die anderen Materialparameter abgebildet werden kann. Wenn dies der Fall sein sollte,
konnte man D in gewissen Grenzen variieren und verschiedene Materialparametersétze fin-
den, die die gleiche Losung des Randwertproblems als Ergebnis haben. Da es eine Vielzahl
an Spannungszustinden gibt, genau genommen unendlich viele, und das Rousselier Modell
mit sehr wenigen Parametern auskommt, scheint es auf den ersten Blick nicht mdéglich, den
Parameter D als gegeben hinzunehmen. In dem verwendeten numerischen Experiment wird
nur ein Teil der moglichen Spannungszusténde realisiert. Es kann daher durchaus mehrere
Parametersitze geben, die die Losung des Randwertproblems ausreichend genau wieder-
geben. Um diesen Sachverhalt zu analysieren, wurde der Parameter D mit D = 1.6 und
D = 2.4 festgesetzt und die restliche Parameter optimiert. In Tab. 4 sind die ermittelten
Parametersétze aufgefiihrt.

Wiéhrend die Verfestigungsparameter kaum von dem Wert aus Tab. 1 abweichen, unter-
scheiden sich die Entfestigungsparameter um mehrere Prozent. Man kénnte annehmen, dass
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Abbildung 8: Identifikation von fiinf Parametern (+£50% Startabweichung)

Materialparameter Opt.
Abw. o ‘ €0 ‘ n ‘ fo ‘ o1 H D || schritte
+20% || 450.82 | 2.1076E-03 | 0.14240 | 1.0751E-03 | 347.93 || 1.6 20
—20% || 450.79 | 2.1076E-03 | 0.14240 | 1.0752E-03 | 347.84 || 1.6 18

+20% || 451.40 | 2.1495E-03 | 0.14286 | 0.9999E-03 | 399.99 || 2.0 20
—20% || 451.40 | 2.1494E-03 | 0.14286 | 1.0000E-03 | 400.03 || 2.0 20
+20% || 452.03 | 2.1896E-03 | 0.14330 | 0.9534E-03 | 460.23 | 2.4 20
—20% || 452.26 | 2.1936E-03 | 0.14330 | 0.9515E-03 | 460.36 | 2.4 19

Tabelle 4: Materialparametersétze

ein kleiner Wert fiir D auch einen kleinen Wert fiir o; zur Folge hat. Fiir dieses spezielle
Randwertproblem besteht sicherlich diese Korrelation. Es ist jedoch zu priifen, ob sich die-
se Parametersétze auch auf andere Randwertaufgaben iibertragen lassen. Dazu wurde als
erstes das direkte Problem mit den unterschiedlichen Parametersétzen aus Tab. 4 berech-
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net. Die Unterschiede im Spannungszustand und Dehnungszustand bei einer aufgebrachten
Verschiebung von 0.1 mm liegen fiir die maximalen Werte im Promillebereich. Lediglich
die Schadigungsvariable 8 weicht um rund 2 bis 4% ab. Die Kraft-Verformungskurve ist in
Abb. 9 dargestellt. Bis zu einer Verschiebung von 0.1 mm sind die Kurven identisch. Fiir das
betrachtete Randwertproblem bedeutet dies, dass mehrere Materialparametersétze existie-
ren, die eine annéhernd gleiche Losung der Aufgabenstellung ergeben. Man kann jetzt aber
nicht schlussfolgern, dass generell mehrere Parametersétze des Rousselier Modells den glei-
chen Spannungs- bzw. Deformationzustand in einem beliebigen Probekérper hervorrufen.
Um dies zu priifen, wurde mit den verschiedenen Sétzen an Parametern das Experiment
wiederholt, jedoch eine doppelt so groe Verschiebung (0.2 mm) aufgebracht. In Abb. 9
ist zu erkennen, dass die Kurven ungefihr ab 0.13 mm auseinander laufen. D.h. bei ei-
ner anderen Randwertaufgabe erzeugen die untersuchten Parametersétze unterschiedliche
Zustdnde im Probekorper und konnen deshalb nicht als gleichwertig angesehen werden.

1000

800

600

Kraft [N]

400

200

0 0.05 0.1 0.15 0.2
V erschiebung [mm]
Abbildung 9: Kraft-Verschiebungskurve

Um dies noch zu verdeutlichen, wurde die Randwertaufgabe dahingehend verdndert, dass
die rechte Seite des Probekorpers (Abb. 3) noch zusétzlich in horizontaler Richtung fest-
gehalten wurde. Die maximal aufgebrachte Verschiebung am oberen Rand wurde mit 0.2
mm festgelegt. Nach der Losung des direkten Problems mit den unterschiedlichen Para-
metersitzen aus Tab. 4 betragen die Unterschiede der maximalen Spannungen rund 4%.
Anhand der Kraft-Verformungskurven (Abb. 10) ist der Unterschied deutlich zu erkennen.
Das fithrt zu der Schlussfolgerung, dass der Parameter D eine wesentliche unabhéngige
Kenngrofle des Rousselier Modells ist und ebenfalls identifiziert werden muss.

32



1200

1000

800

600

Kraft [N]

400

200

0 0.05 0.1 0.15 0.2
Verschiebung [mm]
Abbildung 10: Kraft-Verschiebungskurve

7 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren zur Materialparameteridentifikation fiir das Schéadi-
gungsmodell von Rousselier vorgestellt. Die ersten Kapitel befassten sich mit der Implemen-
tierung des Schidigungsgesetzes. Zur Losung der Differential-Algebraischen Gleichungen
(DAE’s) wurde ein implizites Mehrschrittdifferenzenverfahren verwendet. Die kontinuums-
mechanische Beschreibung und die numerische Behandlung der DAE’s erfolgten fiir die
Ausgangs- sowie fiir die Momentankonfiguration. Es wurden weiterhin die konsistente Tan-
gente, das hyperelastische Teilstoffgesetz sowie die Ableitungen der Fliebedingung und der
Evolutionsgleichungen nach den Spannungen und internen Variablen zur Linearisierung des
Materialgesetzes angegeben.

Zur Identifikation der Materialparameter wurde das inverse Problem mit der Anwendung
nichtlinearer Optimierungsalgorithmen gelost, die die Minimierung einer Zielfunktion zur
Aufgabe hatten. Dazu wurde ein Gradientenverfahren verwendet, dass die ersten Ablei-
tungen der Zielfunktion nach den Materialparametern benétigt. Der neue Parametersatz
wurde mit einer deterministisch iterativen Methode bestimmt, der sich aus dem alten Pa-
rametersatz plus einem Inkrement in Suchrichtung ergibt. Die Suchrichtung wurde nach
der Methode von Levenberg und Marquardt berechnet und héngt im wesentlichen vom
Gradienten der Zielfunktion ab. Die Ableitungen der Verschiebungen nach den Materi-
alparametern, die in diesen Gradienten eingehen, wurden mit der semianalytischen Sen-
sitivitdtsanalyse bestimmt. Die Sensitivitédtsanalyse wurde in der Ausgangskonfiguration
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fiir ein Mehrschrittverfahren angegeben. Des weiteren wurden die partiellen Ableitungen
und die numerische Berechnung der totalen Ableitungen des Materialgesetzes nach den
Materialparametern aufgefiihrt.

Es wurden numerische Untersuchungen durchgefiihrt, um die Eignung des verwendeten Ver-
fahrens zur Identifikation von Materialparametern des Rousselier Modells zu iiberpriifen.
Die zu identifizierenden Parameter wurden dabei vorgegeben und Verschiebungen an allen
Knoten zu allen Lastschritten berechnet. Diese Verschiebungsfelder dienten als kiinstli-
che Messwerte, mit denen die vorgegebenen Parameter re-identifiziert werden sollten. Als
Modell wurde eine Scheibe mit Loch im ebenen Verzerrungszustand gewéhlt. Die Untersu-
chungen zeigten, dass die Identifikation eines einzelnen Parameters keine Schwierigkeiten
bereitet, wenn dabei alle anderen festgehalten werden. Es wurde in jedem Fall das glo-
bale Minimum gefunden. Unter Beriicksichtigung von stochastischen Messfehlern auf dem
vorgegebenen Verschiebungsfeld traten in den zu identifizierenden Parametern nur gerin-
ge Fehler auf. Lokale Minima wurden in der Néhe des globalen Minimums gefunden. Die
simultane Identifikation von drei Parametern verlief ebenfalls erfolgreich. Im weiteren war
es jedoch nicht moglich, alle sechs Parameter gleichzeitig zufriedenstellend zu identifizie-
ren. Der Parameter D wurde daraufhin als bekannt angenommen und die restlichen fiinf
Materialparameter konnten in diesem Fall identifiziert werden. Unter Hinzunahme von
Messfehlern traten wiederum nur geringe Fehler in den identifizierten Parametern auf.

Im letzten Teil dieses Beitrages wurde untersucht, ob man mit verschiedenen Parame-
tersitzen die gleiche Losung des Randwertproblems erzeugen kann. Es zeigte sich, dass
fiir das gestellte Randwertproblem mehrere Parametersétze existieren, mit denen man, bis
auf geringe Abweichungen, die gleiche Losung der Aufgabenstellung erhielt. Wenn man al-
lerdings diese Parametersitze auf andere Randwertprobleme anwandte, so traten groflere,
nicht mehr zu vernachléssigende Unterschiede in der Losung auf.

Um einen moglichst eindeutigen Parametersatz zu erhalten, sollte das reale Experiment
moglichst viele unterschiedliche Beanspruchungszustande im verformten Probekorper ent-
halten. Auflerdem ist es in diesem Zusammenhang von Vorteil, verschiedene Experimente
mit verschiedenen Probegeometrien und Belastungen durchzufiihren. Im Rahmen einer
Identifikation sollte dann ein einheitlicher Parametersatz gefunden werden, der die Forde-
rung nach der Minimierung der Zielfunktion fiir die verschiedenen Experimente insgesamt
erfiillt.
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