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Einfiihrung in die Numerik — Aufgabenblatt 9.

Problem 1 (Hausaufgabe, 8 Punkte)

Wir betrachten das eindimensionale Anfangswertproblem auf dem Intervall [0, 7]

yeCH([0,T], R),  g(t)=f(t, y(t)) Yte[0.T],  y(0)= .

Wir wollen y(T'), den Endpunkt der Trajektorie, durch eine Variante des Crank-Nicolson-Verfahren
mit N Schritten berechnen. Seien h = T'/N, t;, = kh und y; die berechnete Approximation an y(tx)
fir k =0,..., N. Das Verfahren beruht auf der Ableitungsnéherung

Ykl — Yk . h h h h yg + Yr1
N y<k+2> f<k+2ay(k+2>> f<k+2, 5

fir k=0,..., N — 1 und ist demnach ein implizites Einschrittverfahren.

a) Wir berechnen yj1, indem wir bei der obigen Approximation fordern, dass die linke und rechte
Seite gleich sind. Schreiben Sie dies fiir festes k als Gleichung der Form Fj(z) = 0 fiir z =
Yr+1 Mit geeignet definiertem Fj und geben Sie die Ableitung %Fk(z) in Abhéngigkeit von der
Funktion f an. Wenn diese nichtlineare Gleichung durch ein iteratives Verfahren z; — z;41
gelost werden soll, was ist dann eine gute Wahl fur den “initial guess” zg?

b) Implementieren Sie das resultierende Verfahren in einer Matlab-Funktion

function y = crankNicolson(f, fy, yO, T, N)

wobei f und fy zwei function handles sind, die jeweils zwei Argumente t und y annehmen und
daraus f(t,y) bzw. die partielle Ableitung g—g(t,y) berechnen. Der Riickgabewert y soll der
Wert der Trajektorie im Endzeitpunkt ¢ = T sein. Losen Sie die resultierenden nichtlinearen
Gleichungssysteme Fj(z) = 0 durch das Newton-Verfahren (vgl. Aufgabenblatt 8) mit Startwert
2o aus a), maximaler Iterationszahl 100 und frithzeitigem Abbruch bei Erreichen der Toleranz

|Fi.(2:)| < 10710,

c) Testen Sie das Verfahren fiir N = 10 am Beispiel des Anfangswertproblems mit

fty) = el

—ma yo =1, T=1

und geben Sie den absoluten Fehler gegeniiber der exakten Losung y(1) = /12 — 2 an.

Problem 2

Wir betrachten eine einfache Klasse von zeitunabhéngigen ODEs der Form
y€C0,1LR),  §(t) = fFy®) Ve € [0,1],  y(0) =0

mit f: R — R.

Der Satz von Picard-Lindelof besagt, dass dieses Problem eine eindeutige Losung besitzt, wenn f gle-
ichméaBig Lipschitz-stetig ist. Zeigen Sie, dass diese Aussage nicht gilt, wenn man von f nur klassische
Stetigkeit fordert. Geben Sie dazu eine stetige Funktion f an, fiir die die obige ODE sowohl die kon-
stante Nulllosung als auch eine nichtkonstante Losung hat, und zeigen Sie, dass f nicht (gleichméBig)
Lipschitz-stetig ist.



Problem 3

Sei f : R — R eine reelle Funktion, die aber auch komplex ausgewertet werden kann und als f : C — C
im Punkt ¢ € R komplex differenzierbar ist.

Wie kann man mit einer einzigen Funktionsauswertung f(zo + ih), wobei ¢ die imaginire Einheit und
h eine kleine reelle Zahl ist, die Ableitung f/(zo) mit Fehlerordnung O(h?) approximieren? Nennen Sie
einen weiteren numerischen Vorteil dieser Methode gegentiber dem klassischen Differenzenquotienten!

Problem 4
Das zweidimensionale Anfangswertproblem

_)\1+)\2 AL — Ao

1 (t) 5 i) + ———u(t) y1(0) =2
ia(t) = 2152 (0) + 2220 2(0) =0

mit \; < 0 besitzt die analytische Lésung

y1(t) = et 4 2t

yQ(t) — e)\lt o 6)\2t

fir t € R.

Implementieren Sie die numerische Losung dieser ODE mit Anfangsbedingung y1(0) = 2, y2(0) = 0
auf dem Intervall [0, 1] durch das explizite Euler-Verfahren mit Schrittweite h = 1/N. Testen Sie das
Verfahren fir Ay = —1 und verschiedene Werte von IN und Ay. Was passiert, wenn Ao < —N7?



