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1 Vektoranalysis

1.1 Vektorfunktionen

Definition 1.1 Wird jedem Wert einer skalaren Variablen t mit t € [t1,ts] ein Orts-
vektor r(t) zugeordnet, dann heifit r(t) eine Vektorfunktion der skalaren Variablen t.
Die Endpunkte von r(t) liegen in der Ebene auf einer ebenen Kurve bzw. im Raum auf
einer Raumkurve, die wir mit C' bezeichnen.

Deutet man die skalare Variable ¢ als die Zeit, so beschreibt r(t) die Bahnkurve eines
Massenpunktes. Die skalare Variable kann auch andere Bedeutungen haben, z. B. kann ¢
ein Winkel sein.

Wie fiir konstante Ortsvektoren gilt:

1. in der Ebene

2. im Raum

r(t) = z(t)i+y(t)j

t)

y(t)

t)

Dabei gilt: D(r) = [t1,ta], W(r) = C, r(t1) (r(t2)) ist der Ortsvektor des Anfangs-

punktes P, = (x(t1),y(t1), 2(t1)) (Endpunktes P, = (x(t2),y(t2), 2(t2))) von C.

Die Koordinatenfunktionen (z(t),y(t)) bzw. (z(t),y(t),z(t)) einer Vektorfunktion
nennt man auch eine Parameterdarstellung der ebenen bzw. Raumkurve. Eine Kur-
ve kann durch mehrere Parameterdarstellungen beschrieben werden.

-
—~
~~
~—
I
@;.

Beispiel 1.1 (Parameterdarstellungen von Kurven)

(1) Kreislinie z* + y* = a® (implizite Darstellung)

1° Der Parameter t sei der Winkel zwischen dem Ortsvektor r(t) eines Punktes
P auf der Kreislinie und der positiven Richtung der xz-Achse Dann gilt:

x(t) = acost, y(t)=asint t €0, 27].

2° Der Parameter T sei der Anstieg der Geraden durch die Punkte O und P. Dann
qgilt:

T:tant:g:>y:x7' und $2+y2=a2:>x2—|—x27-2:a2,
z

also
a at

N =g
iz WA

x(r) ==+ T €] — 00,400 ].



(2) Die Schraubenlinie als Beispiel einer Raumkurve

Wir betrachten einen geraden Kreiszylinder mit dem Radius a, dessen Grundfliche
in der x,y—Ebene liegt und dessen Rotationsachse durch den Koordinatenursprung
geht. Gesucht ist die Bahnkurve eines Punktes P = (x,y, z) auf dem Zylinderman-
tel, der sich um die Rotationsachse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w dreht
und gleichzeitig parallel zur Rotationsachse eine Aufwdirtsbewegung mit konstanter

Geschwindigkeit v ausfithrt. Wir setzen p := Y. Ferner sei t der Winkel zwischen
w
der Geraden durch die Punkte O und P', wobei P’ die senkrechte Projektion von P

in die xy—FEbene ist, und der positiven Richtung der x—Achse. Die Aufwdirtsbewegung
erfolge proportional zu t. Dann gilt:

z(t) = acost, y(t)=asint z(t)=pt te€]0,2n].

Der Héhenunterschied, den der Punkt P bei einer vollen Umdrehung durchliuft,
heifst Ganghohe h. Mithin ergibt sich, wenn T die Zeitdauer fiir eine volle Umdre-
hung bezeichnet

v T h

w  2r 27

Deshalb heifit p auch die reduzierte Ganghdhe.

p:

Definition 1.2 Wird jedem Vektor t € D C R™ (D - Bereich) eindeutig ein Vektor
f € R™ zugeordnet, so nennt man diese Abbildung eine m-dimensionale Vektorfunktion
von n unabhdngigen Variablen.

Bezeichnungen: f =£(t) t e D(f) CR" mit f;(t1,....t,) (G=1,...,m).

Es sei speziell n = 2 und m = 3. Mit den Bezeichnungen f =r, f; =z, fo =y f3 =
z, t; = u, ty = v beschreibt die dreidimensionale Vektorfunktion von zwei unabhéngi-
gen Variablen

r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k.

eine Flache S im Raum. Wir definieren die Vektorfunktion auf dem Rechteck
Ruv={(u,v) a1 <u <as ANby < v < by ay, as, by, by € R},

d.h. D(r) = R,, und es gilt W(r) = S.
Beispiel 1.2 (Parameterdarstellungen von Flichen)

(1) Kugeloberfliche 2 + y* + 2° = a?

Sei uw der Winkel, den die Projektion der Strecke OP auf die x,y-FEbene mit der
positiven Richtung der x—Achse einschliefst (0 < u < 27), wobei der Winkel im

mathematisch positiven Sinne gemessen wird, wihrend v den Winkel, den die Strecke
OP mit der z-Achse einschliefst (0 < v < 7), bezeichnet. Dann gilt:

T = a cosu sinv, =a sinu sinv, 2z = acosv

definiert auf dem Rechteck Ry, = {(u,v)|0 <u <27 A0 <v <m}.



(2)

1.2

Zylindermantelfliche x* + y* = a?
Der Winkel u habe diesselbe Bedeutung wie in Beispiel 1.2 (1). Dann gilt:

r=acosu, Yy=asinu, 2z=0,

definiert auf dem Rechteck Ry, = {(u,v) |0 <u <27 Az < v < 2},

Skalar- und Vektorfelder

Definition 1.3 (Skalarfeld, Vektorfeld)

1.

2.

FEine in D C R? definierte skalare Funktion
U=U(r)=U(z,y,2)

heifit Skalarfeld (SF) in D (n=3,m =1).
FEine in D C R? definierte Vektorfunktion

v=v(r) =v(z,y,2) =v(z,y 2)i+ v(z,y,2)]+ vs(z,y, 2)k
heifft Vektorfeld (VF) in D (n =m = 3).
Eine skalare Feldgrofle ist durch einen Skalar bestimmt.
Skalarfelder sind z.B. Temperaturfelder.

Eine vektorielle Feldgrofle ist durch drei skalare Feldgrofien bestimmt.

Vektorfelder sind z.B. Geschwindigkeitsfelder, Beschleunigungsfelder, Kraftfelder.

Wir betrachten nur zeitlich sich nicht dndernde Felder, so genannte stationére Felder.
Andern sich die Felder auflerdem noch nach der Zeit, so spricht man von instationiren
Feldern. Dann ist U = U(r,t) und v = v(r, ).

Wichtige Typen von Feldern
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Ebenes SF: U = U(xz,y), U héngt nicht von z ab.

Zentralsymmetrisches SF: U(r) = f(r) mit r = |[r| = /22 + y2 + 22, U héngt
nur vom Abstand des Punktes vom Koordinatenursprung ab.

Axialsymmetrisches SF: U = U(y/2? +y?), U héngt nur vom Abstand des
Punktes von der z-Achse ab.

Ebenes VF: v = v(z,y) = vi(z, y)i + va(z, y)j, v3(z,y) =0 V (z,9).
Zentralsymmetrisches VF: v =v(r) = f(r)r r=zxi+yj+zk

Axialsymmetrisches VF: v = f(\/22 + y?)(zi + yj).
Betrachtet man einen Kreiszylinder mit der z-Achse als Zylinderachse und dem Ra-

dius p = \/x? + y?, dann hat v in jedem Punkt der Zylinderoberfliche den gleichen
Betrag der Grofle |v] = |f(p)| p und steht senkrecht auf ihr.



Beispiel 1.3 (Skalarfeld, Vektorfeld)

(1)

(2)

Das Potenzial U einer sich im Koordinatenursprung befindlichen Punktladung Q
wird durch ein rdumliches SF

der  4qme /2?2 4 y? + 22

beschrieben, wobei € die Dielektrizitdtskonstante bezeichnet.

U=U(z,y,z2): f(r) r#0 (1.1)

Ein raumliches SF ldsst sich mit Hilfe von Niveauflichen veranschaulichen. Dies
sind Flichen, die der Gleichung U(z,y, z) = ¢, ¢ € R geniigen. Ein ebenes SF kann
man durch Niveaulinien, die die Gleichung U(x,y) = c erfiillen, darstellen.

Fiir das Temperaturfeld (1.1) ist ¢ > 0 zu wahlen und man erhdlt als Niveauflichen

eine Schar von Kugeln in Mittelpunktslage und dem Radius
TE ¢

Gegeben sei das ebene VF
v =v(z,y) =yi+ zj. (1.2)

Man kann ein VF veranschaulichen, indem man im Endpunkt jedes Ortsvektors r
einen Pfeil, der v(r) reprdsentiert, mit seinem Anfangspunkt anheftet. Fine weitere
Veranschaulichung ist mit Hilfe von Feldlinien mdglich. Dies sind Kurven, deren
Tangentenrichtung in jedem Punkt mit der Richtung, die das VF in diesem Punkt
vorgibt, tibereinstimmt (Losungen von Differenzialgleichungssystemen).

Fiir das ebene Kraftfeld (1.2) erhilt man als Feldlinien Hyperbeln.

Voraussetzung: Im Weiteren seien alle betrachteten Funktionen zweifach stetig dif-
ferenzierbar im betrachteten Bereich D.

Definition 1.4 Seien (x,y,2) die kartesischen Koordinaten eines Punktes P € R3. Der
Differentialoperator

. 0. 0

heifft Nabla-Operator (Vektorieller Differentialoperator).

1.3

Produkte des Nabla-Operators mit einem SF bzw. VF

Definition 1.5 Sei U(z,y, z) ein SF. Gradient von U(x,y, z) heifst das VF

8_U

0 0 0 gl’
v, ou. ou. | ou
ou

0z

SF U = VF gradU grad U = VU




Bemerkung 1.1 Die Endpunkte der Ortsvektoren r,r + dr, wobei dr ein hinreichend

kleiner vektorieller Zuwachs von r ist, mdgen in D(U) liegen. Fir das totale Differential
des SF U gilt:

dx
dU = a—de~|—a—Udija—Udz: (grad U,dr) mit dr= | dy
ox oy 0z ds

und AU gibt niherungsweise die Anderung des SF U bei Bewegung von r nach r + dr
an. Falls dr auf der Tangente einer Niveaulinie (in der Tangentialebene einer Ni-
veaufldche) liegt, so ist AgyU = U(r +dr) — U(r) = 0. Auf Grund unserer Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen gilt Aq,U ~ dU. Dann ist dU = 0, also auch {(grad U,dr) = 0
und wir erhalten: Fir jeden Punkt Py € D(U) ist grad U ein Vektor, der auf der durch
Py hindurchgehenden Niveaufliche U(r) = ¢ senkrecht steht.

Definition 1.6 Sei 1° der zur Richtung | gehdrige Einheitsvektor und U(r) ein SF.
Wir legen durch den Endpunkt Py des Ortsvektors ry in Richtung von 1 eine Gerade
l. Diese Gerade besitzt die PRG r = ry + t1°, d.h. alle Punkte dieser Geraden besitzen
Ortsvektoren der Gestalt ro+t1° t € R. Betrachten wir U(r) nur auf dieser Geraden,
so erhalten wir eine Funktion g(t) = U(ro+1t1°). Die Ableitung ¢'(0) heifst dann Ableitung
von U(r) im Punkt Py in Richtung | oder Richtungsableitung

lim U(ro + At 1°) — U(ro) — lim M = ¢'(0).

aU(I'(]) — A]U .
ol A AT At At A0 At

In einem kartesischen Koordinatensystem, d.h. ro = xoi+yoj + 20k und 1° = Lii+lj+ sk
gilt die Differentiationsregel:
aU(ro) . 8U(r0) aU(I'())
o Oz Jy

8U(I‘0>
0z

L + ly + I3 = ( grad U(ry),1°) = |grad U(ro)| cos o,

wobei o der Winkel zwischen grad U(rg) und 1° ist.

(9U(r0) 8U(I‘0) 0U(r0)
) or = oy = 0z
Anderungsgeschwindigkeiten der Funktion U in Richtung der Koordinatenachsen an

U (ro)

geschwindigkeit der Funktion U in einer beliebigen Richtung | an. Fiir den Einheits-
vektor n’ der Normalen zur Niveauflache, der dieselbe Richtung wie grad U besitzt,
qgilt:

Bemerkung 1.2 Die partiellen Ableitungen geben die

0 ..
und sind Spezialfdlle von Richtungsableitungen. Folglich gibt die Anderungs-

8Ua(7:0) = (grad U(ro),n’) = |grad U(r,)| = \/<3Ua_(;0)>2 N (alg_(yxh))2 . (3%—(”:0))2’

U
d.h. unter allen Richtungsableitungen von U in einem festen Punkt Py besitzt —

n
den grifiten Wert. Die Richtung des Gradienten in Py ist die Richtung der grifsten
Anderungsgeschwindigkeit von U(r) in Py, also die Richtung, in der die U-Werte am
starksten wachsen.



Definition 1.7 FEin VF v heifit konservatives Feld oder Potenzialfeld (PF), wenn
ein SF U exisiert, so dass gilt: v. = grad U = VU. Dies ist gleichbedeutend mit

v = aU—(I‘) AUy = 8U(I‘) Nvg = @U—(r) <~ Uldx—l—UQdy—i-UgdZ =dU.
ox y 0z

Dabei heifit U das Potenzial von v.

Definition 1.8 (Divergenz, Quellenfreiheit)

1. Seiv(r) ein VF. Divergenz von v(r) heifit das SF

. 02}1 8"02 a’Ug
d = — 4+ — 4 —
VYT o + oy + 0z
VF v = SF divv divv =(V,v)

2. Fin VF v mit der Figenschaft div v(x,y,z) =0 V (z,y,2) € D heifst quellenfrei.

3. Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Flissigkeitsstromung, so bedeutet
div v in einem Punkt die lokale Quelldichte des VF v in diesem Punkt.

Definition 1.9 (Rotation, Wirbelfreiheit)

1. Seiv(r) ein VF. Rotation von v(r) heifst das VF
k

i
0 0 0 8’03 81)2 . 81}1 81)3 . 81}2 3@1
rotv Jr Oy 0z (83/ 8z>l+(8z 8x>J+(8x 8y)

V1 U2 U3

’VFV — VF rotv rotv=Vxv ‘

2. Ein VF v mit der Eigenschaft rot v(x,y,2) =© V (x,y,2) € D heifst wirbelfrei.

3. Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Flissigkeitsstromung, so bedeutet
rot v in einem Punkt die lokale Wirbeldichte des VF v in diesem Punkt.

Beispiel 1.4 (Richtungsableitung, Potenzialfeld)

(1) Sei U(z,y) = 2*> +y*, D(U) = R? ein ebenes SF, Py = (1,1) und 1 =1i+j. Dann
181

QU(LY) . UQ+Ath 1+AtL)—U11) . .

(2) Fiir das Newtonsche Potenzial eines zentralsymmetrischen Kraftfeldes gilt:

1 r . .
Ur) = f(r)=—. D(f) = R\{(0,0,0)}, grad U(r) = VU(r) = = (wityj+2k).
Fiir die Richtungsableitung in einem Punkt Py = (zo,vo,20) in Richtung des
Einheitsvektors 1° = [;i + l»j + Isk erhdlt man

(9U(I'0) 1

ol = _%(55011 + Yola + 2ol3).




(3) Das SF U(r) sei ein Temperaturfeld. Die Niveauflichen sind Flichen konstanter
Temperatur. In jedem Punkt Py ist VU ein Vektor, der senkrecht auf der durch die-
sen Punkt hindurchgehenden Niveaufldche steht und in die Richtung des stirksten
Temperaturwachstums zeigt. Je starker U wdichst, desto grofser ist |VU]|.

(4) Das Schwerefeld der Erde K = —gk (g Erdbeschleunigung) ist ein PF, denn fir das
SF U =—gz qilt K=V U. Ferner ist div K =0 und rot K = ©.

1.4 Nabla-Rechnung

Eigenschaften des Gradienten

1° VU, + Us) = VU, + VU

2° V(AU)=AVU V¥AeR

3 V(UUy) = UyVU, + UyVU,

4° Vf(U) = f(U) VU fiir die mittelbare Funktion f(U(z,y, z))

Eigenschaften der Divergenz
1o (V,(v+ W) = (V,v) + (V,w)
2° (V,(Av)) = A (V,V) VAeR

3°{V,(Uv)) =U(V,v) + (v,VU)
Beachte: (V,v) = div v ist ein SF, aber (v, V) ist ein Operator.

4° (V, (v x w)) = (w, rot v) — (v, rot w)
Eigenschaften der Rotation

I°VXx(v4+w)=VXVv+Vxw
2° Vx (Av)=X(V xv) VAIeR
3 Vx(Uv)=U(Vxv)—vx(VU)

Beispiel 1.5 Die betrachteten SF und VF seien zentralsymmetrisch.
r
(1) grad f(r) = Vf(r) = f'(r)Vr = f'(r) -

(2) div [f(r) ¥] = (V. (f(r) 1)) = F(r) (V.x) + (1, V() = 35(r) + /(1)
(3) ot [f(r) ¥ = V x (J(r) ¥) = f(r) (V x 1) =1 x V(1) = Vf(r) x 1 = ©

Zweifache Anwendung des Nabla-Operators

1° div(rot v) = (V,V x v) = 0 = Jedes Wirbelfeld w = V X v ist quellenfrei.
2° rot(grad U) = V x VU = O = Jedes PF v = VU ist wirbelfrei.



2 Integralrechnung fiir reelle Funktionen mehrerer
reeller Variablen

2.1 Ebene und rdumliche Bereichsintegrale

Das Integrationsintervall wird durch eine ebene bzw. raumliche Punktmenge ersetzt.

Voraussetzungen: Die betrachteten ebenen (rdumlichen) Punktmengen B mégen einen
Flécheninhalt (ein Volumen) besitzen.

Das ebene Bereichsintegral I fz,y)db (raumliche Bereichsintegral
B

[I] f(z,y,2)db)  wird wie im Falle n = 1 iiber einen Grenzwert definiert.
B

Definition 2.1 (Ebene und ridumliche Normalbereiche)

1. Seien yi(x), yo(z) stetig in [x1,22], wi(z) <y <wys(x) Vaz € [x1,29]. Die Punkt-
menge
By ={(z,y) 11 <@ <@y A yi(z) <y < ya(2)}

heifst ebener Normalbereich beziiglich der z—Achse.

2. Seien x1(y), x2(y) stetig in [y1, 0], x1(y) <x <x9(y) Yy € [y1,ya]. Die Punkt-
menge
By ={(z,y)|z1(y) <z <x2(y) N y1 <y <1yo}

heifst ebener Normalbereich beziiglich der y—Achse.

3. Seien z(x,y), z2(x,y) stetig in B,, zi(z,y) < 2 < 29(z,y) V (z,y) € B,. Die
Punktmenge

Bxy = {('T,y,Z)|I1 S X S To A yl(x) S Yy S yg(.fli) A Zl(way> S z S ZQ(I,Z])}

heifst raumlicher Normalbereich beziiglich der xy—Ebene, wober B, ein ebener
Normalbereich beziiglich der x—Achse ist. Analog definiert man 5 weitere Typen
rdumlicher Normalbereiche.

Beispiel 2.1 (Ebene und ridumliche Normalbereiche)

(1) Ein Rechteck mit achsenparallelen Seiten
R={(z,y)|as <x<as AN by <y<by}

ist ein Spezialfall eines ebenen Normalbereichs beziglich beider Koordinatenach-
sen.

(2) Ein Quader mit achsenparallelen Kanten
Q=A{(ry,2)lar <z <as ANy <y<b A g <2<}

st ein Spezialfall eines raumlichen Normalbereichs beziiglich aller drei Koordi-
natenebenen.



(3) Bo ={(z,y)|0<z<1 A 0<y<2?}
By={(z,9)|Vy<z<1A0<y<1}
{

Theorem 2.1 (Existenz von Bereichsintegralen) Sei B ein aus endlich vielen Nor-
malbereichen zusammengesetzter ebener (raumlicher) Bereich und f eine in B definierte
und stetige Funktion. Dann existiert das ebene (rdumliche) Bereichsintegral und es
gelten die Berechnungsformeln:

1. Ist B, ein ebener Normalbereich beziiglich der x—Achse und f stetig in B,, so

18t
T2

y2(x)
[ rema=[| [ rei] .
B Z1 1($)
Das (zweifache) Integral auf der rechten Seite berechnet sich wie folgt
1° Die Funktion f(x,y) wird unbestimmt nach y integriert (dabei wird x als kon-
stant angesehen).
2° Fiir y werden die Grenzen yi(z) und yo(x) eingesetzt.

3° Der Integrand ist nach dem Finsetzen der Integrationsgrenzen beziiglich y nur
noch eine Funktion von x und wird unbestimmt nach x integriert.

4° Fir x werden die Grenzen x1 und xo eingesetzt.

2. Ist B, ein ebener Normalbereich beziiglich der y-Achse und f stetig in B, so

15t
y2 [ z2(y)
// f(e,y)db = / / f(a,y)da | dy.
By Y1 z1(y)

Das (zweifache) Integral auf der rechten Seite wird analog wie oben berechnet.

3. Ist By, ein rdumlicher Normalbereich beziglich der xy-Ebene und f stetig in
By, so ist

zo [ y2(z) [ z2(z,y)

//f(xay,z)de/ / /f(x,y,z)dz dy | dz.

Bay 1 1(x)  \e1(z,y)

Das (dreifache) Integral auf der rechten Seite berechnet sich sukzessive wie oben.

Beispiel 2.2 (Ebene und riumliche Bereichsintegrale)

(1) fle,y) =2y  B.={(z,y)|0<2<1 A 0<y<a?}

1 22

1

//f(x,y)db:/ /xydy dx:E
Be 0 0



(2) flx,y,z) =xyz By ={(2,y,2)|0<2<1 A0<y<z* AN 0<z<uay}

2

1 x Ty

1

//f(x,y,z)db:/ / /:cyzdz dy d:c:%
Bacy 0 0 0

2.2 Kurvenintegrale

Das Integrationsintervall wird durch ein ebenes bzw. rdumliches Kurvenstiick ersetzt.

Voraussetzungen: Wir betrachten ebene Kurven bzw. Raumkurven C', die eine endliche
Léange besitzen mogen. Die Kurve sei durch eine Parameterdarstellung, deren Koordina-
tenfunktionen auf einem abgeschlossenen Intervall stetig differenzierbar sind, gegeben.
In diesem Falle nennen wir C' eine glatte Kurve.

Wir unterscheiden Kurvenintegrale 1. Art (Integrale iiber die Lénge der Kurve) und
Kurvenintegrale 2. Art (Integrale iiber die Projektionen auf die drei Koordinaten-
achsen). Beide werden wieder iiber einen Grenzwert definiert und zur Berechnung auf
Riemannsche Integrale zuriickgefiihrt.

Theorem 2.2 (Existenz von Kurvenintegralen) Es sei C' eine glatte Raumkurve
mit einer Parameterdarstellung x = z(t), y = y(t), z = z(t), t € [t1,ts], dem An-
fangspunkt Py und dem Endpunkt P,. Ferner sei f(x,y,z) (v(r) = v(z,y,2)) ein in den
Punkten der Kurve C definiertes und stetiges SF (VF). Dann existiert das Kurven-
integral 1. Art [ f(z,y,z)dl, welches nicht davon abhingt, ob die Kurve von Py nach

c
P oder umgekehrt durchlaufen wird. Daber bezeichnet dl das Differenzial der Linge | des
Kurvenstiicks. AufSerdem existiert das Kurvenintegral 2. Art

/'Ul(x,y, 2)dx + vz, y, 2) dy + vs(x, y, 2) dz = /<V,d1‘>,
C C

welches jedoch beim Durchlauf der Kurve in entgegengesetzter Richtung, d.h. von Py nach
Py sein Vorzeichen dndert. Es gelten folgende Riickfihrungsformeln:

/f(x,y, z)dl = /f(ﬂ?(t),y(t),Z(t)) V()2 +y/(1)2 + 2/(t)? dt, (2.1)
C ty

to

/<V,dr> = /[vl(fﬁ(t)yy(t)yZ(t))w’(t)+v2(w(t),y(t)72(t))y’(t)+v3(w(t),y(t),Z(t))Z’(t)Jdt~
C t1
(2.

Ist C eine glatte, ebene Kurve mit einer Parameterdarstellung =z = z(t), y
y(t) t € [t1,ta], so lauten die Riickfihrungsformeln

/f(w,y)dl = /f(l’(t),y(t))vx’(t)2+y’(t)2dt7 (2.3)
C t1

[\
~

Jwan = [wla®.u0)e O + ue@oyee e

C t1
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Ist eine ebene Kurve C in einer expliziten Darstellung y = @(x) gegeben, wobei die
Funktion ¢ in einem Intervall [x1, 5] stetig differenzierbar ist, so setzt man x =
t, y=(t), t € [t1,ta] und erhdilt aus (2.3) bzw. (2.4)

/ fry)dl = / f(to(t) VI T DR, (2.5)
C t1

[ = [nltow) + v o0 o) (26)

C t1

In den rechten Seiten von (2.1) — (2.6) stehen Riemannsche Integrale.

Beispiel 2.3 (Kurvenintegrale 1. und 2. Art)

(1) f(z,y) = z* C:y=9(x)=Inz, [v1,22]=11,2] Aus (2.5) erhdilt man

2 2
1 1
/f(;z:, )dl:/t2 1+t—2dt:/t P id=; 5} - 2d)
c 1 1
(2) vi(z,y) =y w(r,y) =y C:y=2x—-1, P, =(1,1), P, =(3,5) Berechnen
Sie das Kurvenintegral 2. Art bez. beider Durchlaufrichtungen. Ergebnis: i?'

(3) Durch das ebene Kraftfeld v(r) = kr, k € R wird bei Verschiebung eines Massen-
punktes von Py = (x1,y1) nach Py = (x3,y2) ldngs einer beliebigen glatten Kurve C
mit einer Parameterdarstellung r(t) = x(t)i+ y(t)j und dem Anfangspunkt Py und
dem Endpunkt Py eine Arbeit W wverrichtet, die sich durch ein Kurvenintegral 2.
Art berechnen lisst. Es seien ty (to) die Py (Py) entsprechenden Parameterwerte.

to

W= [v.dr) = k[ s (0 + vl o)

= o [ a8 PRy R + el - )l - e

t1

Die Arbeit hingt somit nur von der Lage des Anfangspunktes Py und des Endpunktes
P, der Kurve ab und nicht von der diese Punkte verbindenden Kurve C'.

Theorem 2.3 Sei D € R? ein einfach zusammenhingender Bereich, C C D ei-
ne glatte Kurve mit dem Anfangspunkt P, = (x1,y1,21) sowie dem Endpunkt Py =
(x2,Ys, 22) und v(r) eine stetige Vektorfunktion in D. Das Kurvenintegral 2. Art
(fiir eine ebene Kurve oder eine Raumkurve C') [(v,dr) ist genau dann vom Weg zwischen

c
Py und Py unabhingig, wenn v =N U, d.h., wenn v ein PF ist. Dann gilt:

P
/(v7dr) = /<V U, dr> = /dU = U($2,y2,22) - U(ﬂfhyl,zl)-
c c P

11



Diese Eigenschaft heifit Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals 2.Art. Fiir eine
geschlossene Kurve erhilt man ¢(v,dr) = 0.
c

Theorem 2.4 Fin VF v(z,y,z) ist ein PF genau dann, wenn in einem einfach zu-
sammenhingenden Bereich gilt

61}1 o (91)2 82)2 . 6’03 81;3 o (91)1

9 9 dy e T tv=e

Ist die letzte Bedingung erfillt, so kann man das Potenzial U(x,y, z) nach der Formel

T Y z

Ulx,y,z) = /vl(r,y,z) d7“+/vg(3:0,s,z) d8+/vg($0,yo,t) dt +C (2.7)

o Yo 20
T Y z

— /8U(r,y, Z) dT—l-/aU(xO’S’Z) d8+/aU<xOJy07t) dt +C
ox oy 0z

zo Yo 20

berechnen, wobei (xo, Yo, 20) € D ein fizierter Punkt und C die Integrationskonstante ist.

Die Formel (2.7) ist eine Verallgemeinerung der unbestimmten Integration. Die Potenzi-
alfunktion U(z,y, z) entspricht der Stammfunktion.

Beispiel 2.4 Man berechne das Potenzial U(x,y,z2) des VF v =eYcoszi+xeYcoszj—
reYsinzk. Es ist rotv =0, d.h. v ist ein Potenzialfeld.

1. Losungsweg: Wir wihlen (xo, Yo, 20) = (0,0,0) und erhalten gemafs (2.7)

T Y z

U(a:,y,z):/eycoszdr+/0escoszds+/(—Oeosint)dt—l—C:a:eycosz+C.

0 0 0

Man diberpriift leicht, dass VU = v gilt. Durch Vorgabe eines Wertes fiir das Potenzial
im Punkt (xo, Yo, 20) = (0,0,0) bestimmt man C.

2. Losungsweg: (Methode des schrittweisen Integrierens) Da v ein Potenzialfeld ist,

qgilt:
ou ou ou
M:eycosz szeycosz M:—xeysinz. (2.8)
ox Jy 0z
Integration der ersten Beziehung in (2.8) nach x ergibt
Ulz,y,z) =xe’cosz+ C(y, z). (2.9)

Partielle Differentiation nach y und Einsetzen in die zweite Beziehung in (2.8) fihrt auf
ze¥cosz+ Cyly,z) = xe¥cosz, d.h. Cyly,z) =0 und damit C(y,z) = C(z). Somit folgt
aus (2.9) U(x,y,z) = xe¥cosz + C(z). Analoges Vorgehen in der letzten Beziehung von
(2.8) liefert das Ergebnis.

12



2.3 Oberflichenintegrale

Das ebene Integrationsgebiet wird durch ein rdumliches gekriimmtes Flachenstiick ersetzt.

Voraussetzungen: Die betrachtete gekriimmte Fléache S moge einen Flacheninhalt be-
sitzen. Aulerdem sei die Fliche zweiseitig. Es gibt auch einseitige Flichen, z.B. das
Mobiussche Band. Die Fléche sei durch eine Parameterdarstellung, deren Koordinaten-
funktionen auf einem ebenen Normalbereich B stetig differenzierbar sind, gegeben. In
diesem Falle nennen wir S eine glatte Fliache.

Wir unterscheiden Oberflichenintegrale 1. Art (Integrale tiber den Flécheninhalt der
Fliche) und Oberflichenintegrale 2. Art (Integrale iiber die Projektionen auf die
drei Koordinatenebenen). Beide werden wieder iiber einen Grenzwert definiert und zur
Berechnung auf ebene Bereichsintegrale zuriickgefiihrt.

Theorem 2.5 (Existenz von Oberflichenintegralen) Es sei S eine glatte zweisei-
tige Fliache mit einer Parameterdarstellung =z = z(u,v), y = y(u,v), 2 = z(u,v),
(u,v) € B C R2. Ferner sei f(x,y,z)(v(r) = v(z,y,2)) ein in den Punkten der Fliche
S definiertes und stetiges SF (VF). Dann ezistiert das Oberflichenintegral 1. Art
[ f(z,y,2)dS, welches nicht von der Seite der Fliche abhingt. Dabei bezeichnet dS das
5

Differenzial des Fldacheninhaltes des Fldachenstiicks. Auflerdem existiert das Oberflachen-
integral 2. Art

// or(,y, =) dy dz + vy(e,y, 2) dz da + vg(e,y, 2) de dy = // (v, dw),
S

S

welches jedoch beim Ubergang zur anderen Seite der Fliche sein Vorzeichen dndert. Dabei
bezeichnet dw = dydzi+ dzdx j+ dx dy k ein vektorielles Flichenelement der Fldche S.
Es gelten folgende Riickfiihrungsformeln:

//f(x,y,z)dS://f(ﬁc(u,v),y(u,v),z(u,v)) VEG — F2db (2.10)

mit

E = (xU>2 + (%L)z + (ZU>2 G = (xv)2 + (%)2 + (Zv)2 F=2yTy + Yu Yo + 2u 20,

//(V,dw):// Ul@(“a“éf(;’:»;))vz(u’“)) UQ(ZELU’Q,}U’)W) Ug(g;iu;j,)v’)m) db.

( (u (

S xv(u,v) yv(uvv> Zv(
(2.11)

Die Seite einer Fliche wird durch den Normaleneinheitsvektor n® auf der Tangentialebe-
ne in den Flichenpunkten charakterisiert. Ist r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j+ z(u,v) k die

Vektorfunktion, deren Koordinatenfunktionen die Parameterdarstellung der Fliche
Ty X T,

ergeben, so gilt n® = . Ist n° bei einer geschlossenen (nichtgeschlossenen) Fliche

v, X 1,
nach auflen (oben) gerichtet, so spricht man von der Aufenseite (Oberseite) der Fliche.
Ist er bei einer geschlossenen (nichtgeschlossenen) Fliche nach innen (unten) gerichtet,
so spricht man von der Innenseite (Unterseite) der Fliche. Der Ubergang zur anderen

13



Seite der Fliche wird durch Vertauschen der Reihenfolge von u und v in der Parameter-

darstellung der Fliche erreicht. Man erhdlt aus r(u,v) die Parameterdarstellung r(v, u)
0 , o o Ty XTy
und den entgegengesetzt zu n° gerichteten Normaleneinheitsvektor —n® = ———

Ist eine Fliche S in einer expliziten Darstellung z = p(x,y) gegeben, wobei die Funktion
@ in einem ebenen Normalbereich B stetig differenzierbar ist, so setzt man x =
u, y = = p(u,v), (u,v) € B und erhdlt aus (2.10) und (2.11)

//f x,y,z)dS = / Fu, v, 0(u,v)) /1 + [pu(u, v)]2 + [po(u, v)]2 db, (2.12)

[ = "N e
S B u

0)

ASEAS)

//[_Ul (ua v, QD(’LL, U))@U(ua U) - U2(ua v, gp(u, U))va(uv U) + U3(u> v, gp(u, U))] db.

In (2.11) und (2.13) sind beim Ubergang zur anderen Seite der Fliche die beiden letzten
Zeilen in der Determinante zu vertauschen.

In den rechten Seiten von (2.10) — (2.13) stehen ebene Bereichsintegrale.

In der Vektoralgebra heifit das Spatprodukt (ab c¢) der konstanten Vektoren a , b und

c Vektorfluss des Vektors c durch die Parallelogrammfléche, die durch die Vektoren a

und b aufgespannt wird, in Richtung von c. (vgl. Mathematik I fiir Wirtschaftsingenieure

Abschnitt 1.1.2). Ist jetzt v ein beliebiges stetiges VF und S eine beliebige glatte

zweiseitige Fliche, so nennt man analog das Oberflichenintegral 2. Art [[(v,dw)
S

Vektorfluss des Vektors v durch die Flidche S in Richtung von v.
Beispiel 2.5 (Oberflichenintegrale 1. und 2. Art)

(1) f(l',y, Z) = Ul(xayvz) = Ug(ﬂf,y,Z) = Ug(l',y, 2) =1V (:Evya Z) €5 mit
S:z=1—-z—y, 2€]0,1/2] ye0,1/2]

1/2 (1/2
12 f[fwy,)dS=v3 [ (Of du> dv:%g

>

/2 (1/2
2° [[vi(z,y, 2) dydz+vs(z,y, 2) dzde+vs(z,y,2) dedy = [ <f 3du> dv =
S 0 \ 0

(2) Berechnen Sie den Flicheninhalt einer Kugeloberfiiche mit dem Radius a und dem
Mittelpunkt in (0,0,0).

Mit der Parameterdarstellung x(u,v) = acosusinv, y(u,v) = asmusmv z(u,
acosv, (u,v) € B={(u,v)|0<wu <2, 0<U<7T} E =ad’sin*v, G =a% F
erqgibt sich

27 m
//dS:/ \/E’Gdb:a2/du/dv:27Ta2[—cosv]6r:47m2.
S B 0 0

14
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2.4 Variablensubstitution in Bereichsintegralen
2.4.1 Krummlinige Koordinatensysteme

Geradlinige Koordinatensysteme der Ebene (des Raumes) sind die rechtwink-
ligen oder kartesischen Koordinaten und die schiefwinkligen Koordinaten. Im
ersten Fall bilden beliebige zwei Koordinatenachsen einen rechten Winkel, im zweiten
Fall gibt es wenigstens zwei Koordinatenachsen, die keinen rechten Winkel bilden.

Die krummlinigen Koordinatensysteme der Ebene (des Raumes) sind Verallge-
meinerungen der geradlinigen. Die bekanntesten krummlinigen Koordinatensyste-
me sind:

1. (ebene) Polarkoordinaten

Ein beliebiger Punkt P der Ebene kann, ausgehend von einem rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem, bestimmt werden durch

1° den Abstand r > 0 des Punktes P vom Koordinatenursprung O,

2° den Winkel ¢, den die Strecke OP mit der Polarachse einschlieft (0 < ¢ <
27). Der Winkel wird im mathematisch positiven Drehsinn gemessen.

Ein Punkt P besitzt in (ebenen) Polarkoordinaten die Darstellung P = (r, ¢).
Der Pol O ist durch r = 0 gekennzeichnet, ihm wird kein Polarwinkel zugeordnet.
Zusammenhang zwischen kartesischen und Polarkoordinaten

T = TCoSp, Yy = rsinp,

1
r=\/x%+y? tangO:% fir x« #0, tango_g fir y#0

2. Kugelkoordinaten (rdumliche Polarkoordinaten)
Ein beliebiger Raumpunkt P kann, ausgehend von einem rechtwinkligen Koordina-
tensystem, bestimmt werden durch
1° den Abstand r > 0 des Punktes P vom Koordinatenursprung O,

2° den Winkel ¢, den die Projektion der Strecke OP auf die zy-Ebene mit der
positiven z-Achse einschliefit (0 < ¢ < 27), wobei der Winkel im mathematisch
positiven Sinne gemessen wird,

3° den Winkel 6, den die Strecke OP mit der z-Achse einschlieBt (0 < 8 < 7).
Ein Punkt P besitzt in Kugelkoordinaten die Darstellung P = (r, ¢, 0).

Zusammenhang zwischen kartesischen und Kugelkoordinaten

x =1rCcospsinb, = rsinpsin, 2z =rcosf

Y
— 2 a2 42 _ Y e oz
r=\x*+y*+ 2% tanp == fir z #0, =— fir y#0,
x tanyp vy

15



3. Zylinderkoordinaten
Ein beliebiger Raumpunkt P kann, ausgehend von einem rechtwinkligen Koordina-
tensystem, bestimmt werden durch
1° den Abstand r > 0 des Punktes P’ vom Koordinatenursprung O, wobei O P’
die Projektion der Strecke OP auf die xy-Ebene darstellt,

2° den Winkel ¢, den die Projektion der Strecke OP’ auf die zy-Ebene mit der
positiven z-Achse einschliefit (0 < ¢ < 27), wobei der Winkel im mathematisch
positiven Sinne gemessen wird,

3° den Abstand z des Punktes P von der zy-Ebene (—oco < z < 400). Dabei
ist z positiv (negativ), wenn die Ebene durch den Punkt P, die parallel zur
zy-Ebene verlduft, die z-Achse im positiven (negativen) Teil schneidet.

Ein Punkt P besitzt in Zylinderkoordinaten die Darstellung P = (r, ¢, z).

Zusammenhang zwischen kartesischen und Zylinderkoordinaten

T =T COS P, Yy =rsingp, 2=z

1
r=\/x%+y? tang0:% fir x #0, tangng fir y#0

Beispiel 2.6 Umrechnung von Koordinaten eines Punktes

(1) Gegeben seien die kartesischen Koordinaten des Punktes P = (3, —4,—12). Be-
rechnen Sie die Kugelkoordinaten.

r o= V32+42+122 =13,

—4
¢ = 306.87° denn tangp:—y
—12
0 = 157.38° denn cos&:_l?)_

(2) Gegeben seien die Zylinderkoordinaten des Punktes P = (3,330°,1). Berechnen
Sie die kartesischen Koordinaten.

3
r = 3cos(330°):§\/§,

3
y = 3sin(330°) = ~5
z = 1.

2.4.2 Substitutionsformeln fiir Bereichsintegrale
Wir verallgemeinern die Substitutionsformel fiir das bestimmte Riemannsche In-

tegral (n = 1) (vgl. Mathematik I fiir Wirtschaftsingenieure Abschnitt 3.10.2): Es sei
x = z(u) stetig differenzierbar in D(x) = [ag, b], f(x) stetig in W (x) und es gelte
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W(zx) C D(f) = |a,b] sowie x(ag) =a x(by) = b. Dann gilt mit der Substitutionsfunkti-
on x = z(u)

/bf(x) dl’:ff(l"(lt))x’(U) du.

Problem: Wie ist fiir Bereichsintegrale das Differenzial 2'(u) du in der Formel fiir n = 1
zu ersetzen?

Wir betrachten fiir n = 2 (n = 3) eine Vektorfunktion rs (r3) mit den Koordinaten-
funktionen z = z(u,v),y = y(u,v) (z = z(u,v,w),y = y(u,v,w), z = z(u, v, w)).

Die Matrix, gebildet aus den partiellen Ableitungen der Vektorfunktion heifit Jacobi-
Matrix. Ihre Determinante nennt man Jacobian. Wir bezeichnen diese Funktionalde-
terminante durch

axayaz Tu v Tw
JSZMZ Yu Yv 2w

By Ry Ry

Ty Ty

J pr— pr—
? Yo Yo

und mit |Jo| (|J3]) ihren absoluten Betrag.
Substitutionsformel fiir ebene Bereichsintegrale

Es existiere [[ f(z,y) db. Ferner sei By ein ebener Normalbereich beziiglich der u-Achse
B

in der uv-Ebene. Die Vektorfunktion ry bilde B; (gegebenenfalls bis auf Randpunkte
von Bj) eineindeutig auf B ab. Thre Koordinatenfunktionen mogen stetige partielle
Ableitungen besitzen, wobei Jy # 0 ist. Dann gilt:

[ remar =[] o). vu) |l

u2 va2(u)

:/ /f(x(u,v),y(u,v))ug\dv du.

u1 v1(u)

Substitutionsformel fiir riumliche Bereichsintegrale

Es existiere [[[ f(z,y,z2)db. Ferner sei B; ein riumlicher Normalbereich beziiglich
B

der uv-Ebene im wvw-Raum. Die Vektorfunktion rs bilde By (gegebenenfalls bis auf
Randpunkte von B;) eineindeutig auf B ab. Ihre Koordinatenfunktionen mogen stetige
partielle Ableitungen besitzen, wobei J; # 0 ist. Dann gilt:

JJ] #evarab = JJf et vyt v, w). a0, 0) 1l by

ug [ va(u) [ wa(u,v)
= [ | [ #etwrw o) zwow) bl | do | d
ur  \vi(u) \wi(u,v)

Speziell gilt fiir
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Az, y)

Polarkoordinaten J, =

a(r, ¢)
//f(x,y) db = //f(rcosgp,rsincp)rdbl
B By
Kugelkoordinaten J; = % = —r?sinf = |J3| = r*sinf > 0 fiir 6 € [0, 71]) und
TP,

//f(x,y,z)db:// f(rcos sin@, rsinpsin @, r cos §) r* sin 0 db,
B B

o(z,y,2)
o(r, ¢, z)

/B/f(:c,y,z)dbzé[f(rcosgo,rsin@,z)rdbl.

Beispiel 2.7 Berechnen Sie das Volumen einer Kugel mit dem Radius a und dem Mit-
telpunkt in (0,0,0).

Zylinderkoordinaten .J;3 = =r = Jy=|J3] =r und

Das Kugelvolumen kann durch ein rdumliches Bereichsintegral mit dem Integranden
flr,y,2) =1 V (z,y,2) € B = {(n,y,2)|2* + y* + 22 < a*} berechnet werden. Der

Ubergang zu Kugelkoordinaten vereinfacht die Integration. Mit
X =1rcospsinf, y =rsinpsind, z=rcost

und By = {(r,¢,0) |r € [0,a], ¢ € [0,27], 6 € [0, 7] erhdalt man

2w s a
///db = ///r%in@dbl :/ / /Tzsinedr dé | de
B B 0 \0o \o
2w T a 3a 4 5
= /d(p/sinédﬁ /rzdr = 27— cos | [T—} _ e
31, 3
0 0 0

2.5 Die Integralsitze

Man kann die Integralsitze als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differenzial-
und Integralrechnung auffassen.

2.5.1 Die Divergenz und der Integralsatz von Gaufl
Wir betrachten die Diffusion eines Stoffes A in einem Losungsmittel B. Jedem Raum-

punkt kann man dann einen Stromungsvektor v = v;i + v5j + vk zuordnen, so dass
man ein VF, das so genannte Stromungsfeld erhilt. Die Konzentration des Stoffes A
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zum Zeitpunkt ¢ sei durch ¢(zx,y, z,t) gegeben. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen

cund v: 5 5 p 9
C_ (On On Ou
5 <8x+8y+8z> div v

Stellt v ein Stromungsfeld dar, so gibt —div v die Konzentrationsidnderung dieses
Stromungsfeldes nach ¢ an. Stellen des VF v mit positiver Divergenz nennt man Quel-
len, solche mit negativer Divergenz Senken.

Theorem 2.6 (Gauflscher Integralsatz) Sei B ein raumlicher Bereich mit einer ge-
schlossenen, zweiseitigen, stiickweise glatten Randfiiche S, wobei die Auflenseite
der Fliche betrachtet wird, d.h., der Normaleneinheitsvektor n° zeigt nach aufen.

Dann gilt
///divvdb - /// (avl 9uz ?j) db (2.14)

B
= #vldydz+vgdzdx+v3dxdy = #(V,dw).
S S

Der Gauflsche Integralsatz stellt einen Zusammenhang zwischen Oberflicheninte-
gralen 2. Art und rdumlichen Bereichsintegralen her. Das Oberflichenintegral
2. Art in (2.14) liefert bekanntlich den Vektorfluss des Vektors v durch die geschlossene
Flache S in der Richtung von v.

Geometrische Interpretation: Die Fliissigkeitsmenge, die durch die Oberfliche eines
rdumlichen Gebietes herausstromt, ist gleich der Fliissigkeitsmenge, die die Quellen in
dem Gebiet erzeugen (Satz iiber die Erhaltung der Materie).

Beispiel 2.8 (Gauflscher Integralsatz)

(1) Bei einem Diffusionsvorgang sei der Strémungsvektor v = x3i + y3j + 23k gege-
ben. Welche Stoffmenge M stromt je Zeiteinheit aus einem Quader mit den Kan-
tenlangen [, m, n?

Nach dem Gaufischen Integralsatz ist

M = #vdw ///lede

! m n

:/ / /(3x2—|—3y2+3z2)dz dy | dz = Imn (I* + m* +n?).

0 0 0

(2) Bei einem Diffusionsvorgang sei das Strémungsfeld vi = zi+ yj + zk gegeben.
Welche Stoffmenge M stromt je Zeiteinheil aus einem Korper B mit dem Volumen

V(B)?

Nach dem Gaufischen Integralsatz ist

M:#m,dw):/// divvldb:///(1+1+1)db:SV(B).

Fiir das VF vo = yi+ 2j+ xk st div vo = 0 und somit M = 0.
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2.5.2 Die Rotation und der Integralsatz von Stokes

Zusammen mit dem VF v betrachtet man das Wirbelfeld rot v, welches die Rotations-
bewegungen von v beschreibt. Fiir den Spezialfall v = w(1° x r) (Rotation aller Punkte
des Raumes mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse in Richtung von 1 (1°
Einheitsvektor von 1)) gilt rot v = 2wl1°.

Definition 2.2 Es sei F' ein Flichenstiick mit einer geschlossenen Randkurve C'. Das
Integral

Z:¢<V,dr> :§£vldx+v2dy—l—v3dz

o c
heifst Zirkulation des VF v lings der geschlossenen Kurve C.

Die Zirkulation Z ist ein Mafl dafiir, wie stark die Kurve C mittels der Wirbel, die sich
in den Punkten der durch C' umschlossenen Flache befinden, umstromt wird.

Theorem 2.7 (Stokesscher Integralsatz) Sei S ein Flichenstiick mit einer geschlos-
senen Randkurve C. Dabei werde der Umlaufsinn auf der Kurve derart gewdhlt, dass vom
Standpunkt eines Beobachters aus, der auf der Seite der Fliche steht, auf der sich der
Normaleneinheitsvektor n° befindet, die Kurve gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen
wird. Dann gilt Z =

//rotv dw) // %—% dydz + %—% dzdz + %—% dzdy.
0z Jz O or 0Oy

Der Stokessche Integralsatz stellt einen Zusammenhang zwischen Kurvenintegralen
2. Art und Oberflichenintegalen 2. Art her.

Geometrische Interpretation: Die Zirkulation eines VF v ldngs einer geschlossenen
Kurve C' ist gleich dem Vektorfluss von rot v durch die Fliche, die von der Kurve C'
begrenzt wird. Fiir ein PF v ist Z = 0, denn v = VU und rot(VU) = ©.

Als Spezialfall des Stokessche Integralsatzes erhélt man fiir n = 2 die Greensche

Formel:
%vldm—i—vgdy— // (% - %> dady = // (% . %) db.
y dy

Beispiel 2.9 (Stokesscher Integralsatz)

(1) Eine Kreislinie C' sei durch die Vektorfunktion r(t) = acosti+asintj t € [0, 27|
-y . x .
1+ J
Vi +y? o a2+ P
definiert. Berechnen Sie in beiden Fillen die Zirkulation.

gegeben. Auf C' seien die VF vy = zi+ yj + zk und vy =

(2) Sei B die magnetische Induktion, E die elektrische Feldstirke. Die erste der Max-
wellschen Gleichungen lautet in Integralform

%Edr: //Bdw :>//r0tE+Bdw>—0‘v’S:>rotE— -B.

Man erhilt das differentielle Induktionsgesetz rot E = —B.
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3 Approximation von Funktionen

3.1 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Das Ziel der Approximationstheorie besteht in der Annéaherung komplizierter Funktionen
durch solche, die einfach berechenbar sind.

Definition 3.1 (Funktionenfolge, punktweise und gleichmiflige Konvergenz)

1. FEine Folge
fi@), fra(@), . fulz) . = (fu(@))iZ (3.1)

reeller Funktionen einer reellen Variablen x, die simtlich auf einem Intervall [a, b]
definiert sind, heifst Funktionenfolge.

2. Eine Funktionenfolge der Gestalt (3.1) heifit auf [a, b] punktweise konvergent,
wenn fir jedes fizierte xo € [a,b] die ZF (fi(x0))52, konvergiert. Dabei gilt:

kll_)l%lofk(l‘) = f(z) VYax€la,b].

3. Sei f(x) mit D(f) = |a,b] gegeben. Die (ebene) Punktmenge

Re(f(2)) ={(z,9) |z € [a,b] ANy — f(z)] < e}
heifit e-Rohre fiir den Graphen von f(x). Dabei nennt man f(x) “Mittellinie” und
€ Radius den Réhre.

4. Eine Funktionenfolge der Gestalt (3.1) heifit auf [a, b] gleichm#fig konvergent
mit der Grenzfunktion f(x), wenn zu jedem € > 0 ein Index ko(e) existiert, so dass
fir alle Indizes k > ko und alle x € [a,b] gilt

[fe(x) = fz)| <e.

Gleichmiflige Konvergenz bedeutet also, dass es zu jeder e-Rohre um f(x) einen Index
ko gibt, so dass die Graphen aller fi(x) mit Indizes k > ky fiir alle z € [a, b] vollstédndig in
der e-Rohre liegen. Aus der gleichméfligen Konvergenz folgt offensichtlich die punkt-
weise Konvergenz fiir jedes x € [a, b].

Beispiel 3.1 (punktweise und gleichméflige Konvergenz)
(1) Die Funktionenfolge (fi.(x))3, = (2*)%,, definiert auf [a,b] = [0,1], konver-
giert punktweise, aber nicht gleichméiBig in [0, 1]. Dabei gilt:

{O fir 0<z<1

lim fi,(z) = lim 2* = f(2) = ¢ | fir z=1

k—o0 k—o0

(2) Im Intervall [0, 1] besitzen die Funktionenfolgen (f(z))3, = <#> und
x 0

(1 e 2) die Grenzfunktion f(x) = 0 fir alle z € [0,1]. Dabei

konverglert (fH(x)%2, glelchmaﬁlg, jedoch (f3(x)), nicht gleichméBig gegen
f(x) in [0,1].
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Definition 3.2 (Funktionenreihe, punktweise und gleichméflige Konvergen)

1. Der Ausdruck -
fl@) + fisr (@) + figa() + ... = filw), (3:2)
k=l

formal gebildet aus der Funktionenfolge (3.1), heifst Funktionenreihe, fi(z) hei-
Ben Glieder der Funktionenreihe, die Summe der ersten n+1—1 (Il <n+1)
Glieder der Funktionenreihe (n fest) heifit n-te Partialsumme der Funktio-

nenreihe:
l+n

sn(@) = (@) + fin+ o+ frn(@) =) ful).

2. Eine Funktionenreihe heifit punktweise bzw. gleichmiflig konvergent auf
la,b], wenn die Funktionenfolge (s,(x)), eine solche Figenschaft besitzt.

3. Die Grenzfunktion

n—oo

s(z) = lim s,(x) = lim ka(a:)
k=l
heifst Summenfunktion oder Summe der Funktionenreihe.

Hinreichendes Kriterium fiir die gleichméiflige Konvergenz (Weierstraf3)

Die Reihe Y fi(r) konvergiert gleichméBig auf einem Intervall [a, b], wenn eine kon-
k=1

o
vergente Zahlenreihe ) a; existiert, fir die gilt:
k=l

\fo(@)| < ap fir k=1(+1),... undalle x € [a,b].

Beispiel 3.2 Die Reihe k; S”;f

1 > 1
< e VzeR, VEk>1und die Zahlenreihe ) e ist konvergent.
k=1

konvergiert gleichméaflig fiir alle reellen x,

sin kx

k-2

denn

Fiir die Anwendungen wichtige Klassen von Funktionenreihen sind die Potenzreihen
und die Fourier-Reihen.

3.2 Approximation durch Potenzreihen

Potenzreihen werden z.B. zur Losung von Differenzialgleichungen verwendet.

Bekannt ist der Satz von Taylor. Er liefert eine Moglichkeit der Annédherung einer
hinreichend oft differenzierbaren Funktion durch ein Polynom der Form

—~ fM(0)2*
2 T
k=0

Dieser Ausdruck kann als n-te Partialsumme eine Reihe aufgefasst werden, deren Glie-
der mit einer Konstante multiplizierte Potenzfunktionen sind.
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Definition 3.3 Eine Funktionenreihe der Form >~ cp2® (¢ € R Vk) heifit eine PR

k=0
mit den Koeffizienten c;, und dem Mittelpunkt in 0. Allgemeiner betrachtet man auch PR
der Form >~ cx (z — x0)F mit dem Mittelpunkt in x,.
k=0

Beispiel 3.3 (Konvergenz von PR-n

(1) Die geometrische Reihe > z* (hier ist ¢ = z, ¢, = 1 V k) konvergiert fiir
k=0
1

1—z

lz| < 1. Bsist Y 2% =
k=0

(2) Die PR Y k! 2* konvergiert nur fir z =0,
k=0

RICE S IF s , B
denn ]}1_{210 ‘W = |x|]}Lr£10(k+ 1) =400 Vz#0.
o ok
3) Die PR — konvergiert fiir alle x €| — oo, 400
( ) k;‘ g Y )
k=0 K
, k! bt , 1 ok
dennlji%o’m = |x|l€lLTO? =0 Vaze€] —oo,+o0]. Es zsth:OH =",
(4) Jede PR ist in x = 0 konvergent mit der Summe cy.
Theorem 3.1 Wenn eine PR weder nur fir x = 0 noch fir alle x €] — oo, +00|

konvergiert, so existiert genau eine positive Zahl r, (der Konvergenzradius (KR)),
mit der Figenschaft, dass sie fir alle x mit |x| < r absolut konvergiert (d.h., die aus
den absoluten Betrdigen ihrer Glieder gebildete Reihe konvergiert (siehe Skript Mathe I,
Abschn. 2.2)) und fir alle x mit |z| > r divergiert. Fir |x| = r ist keine allgemeingiiltige
Aussage tiber das Konvergenzverhalten maglich. In jedem abgeschlossenen Teilintervall des
Intervalls | — r,r[ konvergiert die PR gleichméiBig.

Konvergiert eine PR nur fir x =0, so setzt man r = 0.
Konvergiert eine PR fiir alle x € R, so setzt man r = +00.

FEzistiert klim ekl (lim

k—oo | Crq1

) als eigentlicher oder uneigentlicher GW, so gilt

fiir den KR r der PR > ¢ a*

k=0
! (0gl. WK) ( I ) (vgl. QK)
klim Vel g k—00 | Cpy1 g

Beispiel 3.4 (KR) Die geometrische Reihe Y x* besitzt den KR r = 1. Der Full
k=0

|z| = 1 ist gesondert zu untersuchen. Man erhdlt

fiir x =41 die Reihe 1+ 1+ 1+ 1+ ..., die bestimmt divergent ist,

fir v = —1 die Rethe 1 —1+4+1—1+ ..., die unbestimmt divergent ist.
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Definition 3.4 Die formal gebildete Reihe ) / k;'( )xk heifit Taylorsche Reihe der
k=0 K

. . . . F®(0)
Funktion f(x) mit dem Mittelpunkt 0 und den Taylor-Koeffizienten o von f(z).

Theorem 3.2 Sei 0 € [a,b], f(x) sei in [a,b] beliebig oft differenzierbar. Dann gilt:
Die Taylorsche Reihe konvergiert fir jedex x € [a,b] und besitzt f(x) als Summen-
funktion genau dann, wenn die Folge der Restglieder (R, (z)) der Taylorschen Formel
eine Nullfolge ist, d.h.

k n—oo

f(z) = i f(k)'(O) 2" Vaelab < lim R,(z)=0  Vuz¢&lab].
k=0 '

Die Taylorschen Reihen der wichtigsten elementaren Funktionen sind zusammen mit
den KR in den Tafelwerken aufgefiihrt.

3.3 Approximation durch Fourier-Reihen

3.3.1 Periodische und periodisch fortsetzbare Funktionen

Die Approximation einer Funktion f(t) durch die Taylorsche Formel ist an die Diffe-
renzierbarkeit dieser Funktion gebunden. In den Anwendungen ist die Differenzierbarkeit
der zu untersuchenden Funktionen nicht immer gegeben. Deshalb interessieren uns Ap-

proximationen von Funktionen aus allgemeineren Funktionenklassen.

Definition 3.5 (absolut integrierbare Funktionen)

FEine Funktion f(t) heifst absolut integrierbar im Intervall Ja,b], wenn

b
/]f(t)]dt<oo fiir beliebige a, b mit — oo < a < b < +o0.

Zur Klasse der absolut integrierbaren Funktionen gehoren alle in [a, b] stetigen Funk-
tionen, alle beschriankten Funktionen, die in |a, b] nur endlich viele Sprungstellen besitzen
(stiickweise stetige Funktionen), aber auch unbeschriankte Funktionen, fiir die das Integral

b
[ 1f(#)| dt einen endlichen Wert besitzt.

Beispiel 3.5 (absolut integrierbare Funktion)
1 1
g(t) =712, t€lo,1[  mit /|g(t)ydt:/g(t)dt:2.
0 0

In Physik und Technik spielen periodische Vorgénge eine grofie Rolle (Drehbewegungen,
mechanische und elektrische Schwingungen, Wellen). Deshalb betrachten wir in der Klasse
der absolut integrierbaren Funktionen periodische Funktionen.
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Definition 3.6 (periodische Funktionen)

FEine Funktion f(t) heifit T-periodisch, wenn fir T > 0 gilt
ft+7T)=f(¢) VteR

Die Zahl T heifit Periode der Funktion f(t).

Eigenschaften periodischer Funktionen

1. Mit 7" sind auch T,, = nT, n = 2,3, ..., Perioden von f(t).
2. Die Funktionen f(¢) und g¢(t) seien T-periodisch. Dann ist auch die Funktion
h(t) =af(t)+pPg(t) Va,BeR

eine T-periodische Funktion.

3. Die Funktion f(t) sei 2m-periodisch und 7" > 0 sei eine gegebene Periode. Dann ist
2mt
F) =22

4. Fiir eine T-periodische Funktion f(t) gilt

eine T-periodische Funktion.

c+T T

[rwa=[sma veer

5. Die Funktion f(t) sei T-periodisch und ¢(t) sei G-periodisch. Dann ist die Funktion
h(t) = af(t) + Bg(t) «,B € R H-periodisch, wenn es Zahlen n, m € N gibt mit

H=nT H =md.

Gesucht ist in der Regel die kleinste Periode 7' > 0 einer periodischen Funktion f(¢). Mit
2
der Kreisfrequenz w gilt T' = T und T heiBt auch Schwingungsdauer. Fir f(t) = sint

w
ist w =1 und T" = 27 die kleinste Periode.
Periodische Fortsetzung

Die Funktion g(t) sei absolut integrierbar auf einem beschrankten Intervall ]a, b[. Wir
setzen T' = b — a und bilden die T-periodische Fortsetzung f(t) der Funktion g(t)

f(t) =gt —kT), t€la+ kT, b+ kT], keZ.

Existieren in einem Randpunkt t, € R der Intervalle die beiden endlichen einseitigen
Grenzwerte von f(t)

flto—0)= lim f(t)  f(to+0)= lim f(¢),

t—tp—0 t—tg+0

so definieren wir f(¢y) als arithmetisches Mittel

(ta) = 5[f(to—0) + f(to + 0]

Bei dieser periodischen Fortsetzung bleibt die absolute Integrierbarkeit erhalten.
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Beispiel 3.6 (Periodizitéit, periodische Fortsetzbarkeit)

(1) Fir konstante Funktionen f(t) = c existiert keine kleinste Periode. Jede konstante
Funktion ist T'-periodisch fiir alle T' > 0.

(2) Die Funktion h(t) = sint + sin2t + sin4t besitzt als kleinste Periode T = 2. In
der Tat, f1(t) = sint ist 2w-periodisch, fo(t) = sin2t w-periodisch und f3(t) =
sindt 7/2-periodisch. Nach Figenschaft 5. periodischer Funktionen erhdlt man eine
Periode fir die Funktion h(t), falls es Zahlen n,m,k € N gibt, so dass

H=n2r, H=mmr, H:kg

gilt. Die kleinsten natirlichen Zahlen, die die Gleichungen erfiillen, sindn =1, m =
2, k =4. Somit ist T = 2m die kleinste Periode der Funktion h(t).

(3) Es sei g(t) =sint, —1<t<3. MitT =4 lautet die 4-periodische Fortsetzung
f(t) = sin(t—4k), te]—1+4k,3+4k[, keZ,

fo144k) = %[sin(—l)—i—sin(i’))], kez.

3.3.2 Reelle Fourier-Reihen

Problem: Unter welchen Voraussetzungen lassen sich periodische Funktionen durch Rei-
hen von periodischen Funktionen darstellen, genauer, wann lésst sich ein periodischer
Vorgang durch eine unendliche Reihe der Form

+ Z (ay cos kwt + by, sin kwt), (3.3)

k=1

%o
2

die trigonometrische Reihe genannt wird, darstellen und wie sind die Zahlen a; (k =
0,1,2,...), bp (k=1,2,3,...) zu bestimmen?

Eine reine Sinusschwingung mit der Kreisfrequenz kw &k = 2, 3,4, ... nennt man die k-te
Harmonische oder Oberschwingung zur Grundschwingung sin wt mit der Kreisfre-
quenz w. Dann kann man das Problem wie folgt formulieren: Wann lédsst sich ein pe-
riodischer Vorgang durch Uberlagerung einer Grundschwingung mit gewissen Ober-
schwingungen darstellen?

In den Anwendungen bricht man oft nach endlich vielen Gliedern der Reihe ab und
erhélt eine Approximation der Funktion durch ein trigonometrisches Polynom.

Theorem 3.3 FEs gelte:

= 2
(i) Die trigonometrische Reihe %—l—z (ay, cos kwt + by, sin kwt) (w = ;) der
k=0
T-periodischen Funktion f(t) konvergiere im Intervall [-%, L] gleichmassig.
(i) f(t :%+Z (ay, cos kwt + by, sin kwt) .
k=1
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Dann gilt:

c+T

ar = % / f(t) cos kwt dt (k=0,1,2,...) (ceR) (3.4)
ur
by = % / f(t) sin kwt dt (k=1,2,3,...) (3.5)

Definition 3.7 Sei g(t) absolut integrierbar im Intervall | — L, Z[. Die mat Hilfe
der Beziehungen (3.4) und (3.5) formal gebildete Reihe der Form (3.3) heifit Fourier-
Reihe (FR) der T-periodischen Fortsetzung f(t) der Funktion g(t), die Zahlen ay (k =
0,1,2,...) und by (k=1,2,3,...) gemafs (3.4) und (3.5) nennt man Fourier-Koeffizien-

ten (FK) der Funktion f(t).
Wichtige Spezialfille von FK

ur 2m-periodische Funktionen, d.h. 1" = 27 und w = 1 erhalt man aus (3.4) un
1) Fiir 2 iodische Funkti dh. T =2 d 1 erhal 3.4 d
(3.5) mit ¢ = —7

1 ™
ap = —/f(t) cos ktdt (k=0,1,2,...) (3.6)
T
N
by = —/f(t) sin kt dt (k=1,2,3,...) (3.7)
T
2
(2) Mitc=—T und w = % ergeben sich (3.4) und (3.5) in der Form
T
2 2
@ = / f(t) cos kwt dt (k=0,1,2,...) (3.8)
1
%
2 :
by = T / f(t) sin kwt dt (k=1,2,3,...) (3.9)
_T
2
Bei der praktischen Berechnung der FK beachte man, dass im Intervall | — 7, 7| bzw.

| — . L[ die Beziehung f(t) = g(t) gilt.

Die Bestimmung der FK nennt man auch harmonische Analyse. Sie wird in der Technik
héufig zur Analyse periodischer Vorgéinge verwendet.

Theorem 3.4 (Abklingverhalten der FK) [Fir absolut integrierbare Funktionen
f(t) gilt

lim a =0 lim b, = 0.
k—o0 k—o0
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Interpretation der reellen FR in den Anwendungen

- Jede Funktion aj coswt + by sin wt beschreibt eine reelle harmonische Schwingung.

- Die Reihe (3.3) interpretiert man als Uberlagerung unendlich vieler reeller harmo-
nischer Schwingungen.

- Die Zahlen \/aj + b sind die reellen Amplituden der harmonischen Schwingung
ay, cos wt + by sin wt.

- Die reellen Folgen der FK (ay), (br)r nennt man diskretes Amplitudenspek-
trum einer T-periodischen Funktion f(¢).

Das diskrete Amplitudenspektrum ldsst sich als die Graphen der beiden Folgen dar-
stellen.

Beispiel 3.7 (Endliche, unendliche FR-n, FR-n unbeschrinkter Funktionen)

(1) g(t) = sin*t, t €]0, 7, T=nm w=2
Die w-periodische Fortsetzung lautet: f(t) = sin®(t — kn), t €lkn, (k + )7 k € Z,
d.h. f(t) =sin’t, t € R. Bekanntlich gilt die trigonometrische Formel

1 1
f(t) =sin®t = 5 ECOSQt,

deshalb darf man zwischen Funktion und FR sofort das Gleichheitszeichen setzen.

(2) Entwickeln Sie g(t) = e' im Intervall | — m,w[ in ihre FR und skizzieren Sie das
diskrete Amplitudenspektrum.

Es ist T = 2w und w = 1. Folglich erhdlt man aus (3.5) und (3.7):

™

1 2
ay = —/etdt = —sinh,
™ T

1 [, 2(—1)* sinh 7
= — ktdt = ————— k=1,2,3,...
Qg 7T/e COs 7T(1—|—k2) ( ) a37 )7
1, 2k (—1)* sinh 7
by = — [ e'sinktdt = — k=1,2,3,...).
k 71'/6 sin 7T(1+k32) ( ) )37 )

—T

s —Tr

Dabei ist sinh ™ = %. Die FR der Funktion e hat die Gestalt

2 oo
- sinh 7 ( + Z f (cos kt — ksin k’t))

1

k=
2 1 .
= —51nh7r cost—smt)+g(COSZt—Qstt)—... :

FEin Gleichheitszeichen zwischen Funktion und FR darf i. Allg. nicht gesetzt werden
(Konvergenzuntersuchungen erforderlich).
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(3) Berechnen Sie die FK der Funktion f(t), die durch periodische Fortsetzung von
g(t) =t71/2, ¢ €]0,1] gebildet wird (vgl. Beispiel 3.5).
Es ist T =1 und w = 2w. Die 1-periodische Fortsetzung lautet: f(t) = g(t — k) =
(t — k)2, t €]k, 1 + k[, k € Z. Die absolute Integrierbarkeit bleibt bei dieser
periodischen Fortsetzung erhalten. Setzt man in (3.4) und (3.5) T =1, ¢ = 0 sowie
w = 2m, so erqibt sich ag = 4,

1 2km

cos(2kmt) 2 1 /COSZ 2
=2 ———dt = —— dz = —=C(2kn), k=1,2,...,
i / Vit k 27TO ‘ Vk (2hm)

1 2km
2/sin(2k:7rt)d 2 1 sin z 2

Vi T UivEl R TR

by,
wobei C(t) und S(t) die Fresnel-Integrale

c<t>¢%0/t

bezeichnen. Funktionswerte dieser Funktionen kénnen Tabellen entnommen werden
oder man erhdlt sie durch numerische Auswertung der Integrale.

C sin z
dz

0S 2 1 /
7z dz, S(t):EO/ 7z

Entwicklung in eine reine Kosinus- oder eine reine Sinusreihe

Lemma 3.1 Jede Linearkombination gerader (ungerader) Funktionen ist eine gerade
(ungerade) Funktion. Das Produkt zweier gerader oder ungerader Funktionen ist
eine gerade Funktion. Das Produkt einer geraden mit einer ungeraden Funktion ist
eine ungerade Funktion.

Lemma 3.2 Fir die Integration gerader bzw. ungerader Funktionen h(t) iber sym-

metrische Intervalle | — 2, 21 gilt:
T
2

T
h(t)dt =2 / h(t)dt, falls h(t) gerade, h(t)dt =0, falls h(t) ungerade.
0

m\lﬂ\
|
s el

O
1. Sei f(t) in ] — Z,Z[ absolut integrierbar und eine gerade Funktion, d.h. es
gilt f(t) = f(—t) Vt€]—ZL L[ Dann ist hy(t) = f(t)coskwt eine gerade und

ha(t) = f(t) sin kwt eine ungerade Funktion. Fiir die FK gilt nun gemé$ (3.8) und
(3.9)

S

4

ap =

~|

B
/f(t)coskwtdt, (k=0,1,2,...) by =0 (k=1,2,3,...). (3.10)
0
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Die FR von f(t) hat dann die Form

a o
50 + Zak cos kwt. (3.11)
k=1
2. Sei f(t) in]— %, [ absolut integrierbar und eine ungerade Funktion, d.h. es
gilt f(t) = —f(—t) Vte€]—L L[ Dann ist hi(t) = f(t)coskwt eine ungerade
und hs(t) = f(t)sinkwt eine gerade Funktion. Fiir die FK gilt nun geméf (3.8)
und (3.9)

4
:T/f(t)sink:wtdt (k=1,2,..) a=0 (k=0,1,2,3,...) (3.12)

Die FR von f(t) hat dann die Form

> by sin kwt (3.13)

Entwicklung gerader und ungerader periodischer Fortsetzungen in eine FR

Die Funktion g(¢) sei im Intervall |0, Z[ definiert und absolut integrierbar. AuBerdem
mogen die beiden endlichen einseitigen Grenzwerte in den Randpunkten des Intervalls
existieren. Dann ldsst sich sowohl eine reine Kosinus-Reihe der Form (3.11) als auch
eine reine Sinus-Reihe der Form (3.13) wie folgt angeben:

1. 1° Definieren die gerade Fortsetzung von g(t)

wt)={ 940, 1€ Ol 0= 0040 +0)

2° Setzen die Funktion g¢;(t) auBerhalb des Intervalls | — £, Z[ durch fi(t) =

gt —kT) te]k—1)%,(2k+1)%] k € Z, mit der Periode T fort.
3° Berechnen die FK von ¢;(t) nach Formel (3.10).

2. 1° Definieren die ungerade Fortsetzung von g(t)
t te 10, L 1
w(t) = { 70 00 = 5100 -0)+ g0+ 0)]

2° Setzen die Funktion go(t) auflerhalb des Intervalls wie in 2° fort.
3° Berechnen die FK von go(t) nach Formel (3.12).

Beispiel 3.8 (Reine Kosinus- bzw. reine Sinusreihen)

(1) Gegeben: g(t) =t, t€|0,n[. Gesucht: Entwicklung in eine reine Kosinusreihe.

FEs gilt T = 27, d.h. w = 1. Definiert man g1(t) = g(t) = t fir t €]0,x[, ¢1(t) =
g(—t) = —t firt €] — m,0[ und g:(0) = 0, so ergibt sich g,(t) = |t| firt €] —m, x|
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(gerade Funktion). Die 2m-periodische Fortsetzung fi(t) aufSerhalb des Intervalls
| — m, | liefert mit fi(—m) = fi(w) = 7w die so genannten Dreiecksimpulse. Aus
(3.10) folgt

2
ap = —/tdtzw
T

2
ap = —/tcosktdt

™
0

(—1)F—1 { 0  firk gerade

3

41 =1,2,3,...).
k? 12 fiir k ungerade (k=123...)
m

Die FR ist von der Form (3.11)

(3.14)

12 * 32 52

T 4 (cost cos3t  cosbt )
Z_Z + o).
2 T

(2) Gegeben: g(t) =t, t€]0,7m][. Gesucht: Entwicklung in eine reine Sinusreihe.

FEs gilt wieder T = 21 und w = 1. Definiert man ¢»(t) = g(t) = t fir t €]0, 7]
und go(t) = —g(—t) = —(—t) =t firt €] — m,0[ sowie g2(0) = 0, so ergibt sich
g2(t) =t firt €] — m,7[ (ungerade Funktion). Die 2m-periodische Fortsetzung
fa(t) auferhalb des Intervalls | —m, w[ liefert mit fo(—m) = fa(m) = 0 die so genannte
Sdgezahnkurve, die beim Fernsehgerdt die horizontale Bewegung des Lichtpunktes
auf dem Bildschirm beschreibt. Aus (3.12) folgt

™

2 2 2
by = = [ tsinktdt =—=(-1)"==(-1)*" k=1,2,3,...).
o= 2 ftsm CCDF= (DM (k=123
0
Die FR st von der Form (3.13)
sint  sin2t sin3t
2 — — . 1
( 1 5t 3 ) (3.15)

3.3.3 Komplexe Fourier-Reihen

Es sei f absolut integrierbar in | — 2 2 Wir betrachten die FR der Funktion f(t)

in der Gestalt (3.3) mit den FK in der Form (3.8) und (3.9). Die Darstellung der FK in
komplexer Form erhélt man mit Hilfe der Eulerschen Formel

et = cos kwt + isin kwt teR. (3.16)
Ersetzt man in (3.16) ¢t durch —¢, so gilt wegen cos(—kwt) = cos kwt und sin(—kwt) =

— sin kwt
—ikwt

e = coskwt —isinkwt  teR. (3.17)
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Durch Addition (Subtraktion) von (3.16) und (3.17) wird die Exponentialfunktion fiir ein
rein imaginiires Argument e!*** mit der Kosinus- (Sinusfunktion) fiir ein reelles Argument
verkniipft:

(3.16)+(3.17) : cos kwt = %(eik“’t—l—e_ikm), (3.16) — (3.17) : sin kwt = %(eik“t—e_im).
i
(3.18)
Wegen (3.18) erhélt man aus (3.3)

@ Ak 1kwt —ikwt b_k ikwt —ikwt
2+;(2( +e >+21<e e >

_ 50 N > ((ak - 1bk) kot 4 (%lbk) e_ik“t) . (3.19)
k=1

Wir setzen
ao 1 . 1 .
Co = 5, Cl = §(ak - 1bk), C_ = §<ak + 1bk>a (k = 172737 e ) (32())

und erhalten aus (3.19) die komplexe Form der FR

> el (3.21)

k=—o00

Fiir die komplexen FK ergibt sich aus (3.20) sowie (3.8) bzw. (3.9)

%
1
Co = T/f(t)dt7
T
2
1 .. 1 —ikwt
& = 7 f(t)(cos kwt — isin kwt) dt = T f(t)e dt, k=1,2,3,...

oy N
o IS

e}

>

I
N[ =
—

f(t)(cos kwt + isin kwt) dt = fye*tdt, k=1,2,3,...,

Nl =
—

r
2

N

wofiir man einheitlich

1

k== [ f(t) e At keZ (3.22)

|
o1 i

schreiben kann. Aus (3.20) folgt, dass fiir reellwertige Funktionen f(t) die Zahlen ¢; und
c_r zueinander konjugiert komplex sind, d.h. ¢y = ¢ und c_j = ¢;.

Interpretation der komplexen FR in den Anwendungen

- Jede Funktion ce*! beschreibt eine komplexe harmonische Schwingung.
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- Die Reihe (3.21) interpretiert man als Uberlagerung unendlich vieler komplexer
harmonischer Schwingungen.

- Die komplexen FK ¢ sind die komplexen Amplituden der komplexen harmonischen
. 1
Schwingungen cze*t. Gemif (3.20) ist |c;| = SV a2 + b2. Folglich sind die reellen

1
Zahlen |cg| bis auf den Faktor = gleich der Amplitude der reellen harmonischen

Schwingung ay, cos kwt + by, sin kwt.

- Diei. Allg. komplexe Folge (c;) der FK heifit diskretes Frequenzspektrum oder
Spektralfolge, die reellen Folgen (|ci|) bzw. (arg ¢;) nennt man diskretes Ampli-
tudenspektrum bzw. diskretes Phasenspektrum einer 7T-periodischen Funkti-

on f(t).

Das i. Allg. komplexe diskrete Frequenzspektrum lisst sich in der Gaulschen Zahle-
nebene skizzieren. Die diskreten Amplituden- und Phasenspektren von f(t¢) lassen
sich in einem Koordinatensystem in der reellen Ebene grafisch darstellen.

Beispiel 3.9 Berechnen Sie fiir einen Rechteckimpuls der Periode T = 27

| =1 fir —m<t<0
9<t>_{+1 fir 0<t<n

das diskrete Frequenzspektrum und stellen Sie dieses sowie das diskrete Amplitu-
denspektrum und das diskrete Phasenspektrum grafisch dar. Geben Sie die komplexe
und die reelle Form der FR an.

Fiir die komplexen FK erhdlt man tm Falle k > 0

s 0 ™
1 1 1
= _— = — —1 . 1 * == — | -
Co o g(t)dt o /( ) - dt + / dt 27r[ T+ 7] 0
1 ki 1 0 by
= — [ glt)e At = — /(—1) : e‘iktdt+/1-e_iktdt
2T 27
o o 0
_ L [1- eik”] + 1 [e_ik” —-1] = L [e‘ik” —-1-1+ eik”}
k k- 2rk
= é[eos kr—1] = é[(_m'f ~1].
Also st fiir alle k > 0
0 fir k gerade 0 fur k wungerade
Cp = 2 Cp=C=4q 21 .
—-—— [fir k ungerade, —  fir k wungerade.
km km
Fiir alle k € Z gilt nun
0 fir k gerade 0 fir k gerade
A fir k ungerade el =4 2 fir k wungerade,
km ’ |k|
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unbest. fir k gerade unbest. fiir k gerade

3
arg ¢ = o fir k wungerade, k >0 = —— fiur k wungerade, k>0

fir k ungerade, k < 0.

5
fiir k ungerade, k <0 g

SIERS)

Wir setzen noch k = 2l+1 [ € Ny, um in der Formel fir die FR nur tiber die ungeraden
Indices zu summieren. Die komplexe Form der FR. lautet nun:

% - 71— DY — 1 Ee—mt + ge—i?)t i Ee_it _ Eeit _ EeiSt _ Eeﬁt _
T i 20+ 1 BT 3 T T 31 5

Unter Verwendung der Beziehung

(—2i)2i @Dl — = i@HDE g gin(2] + 1)t
(204 )7 2i S 2+1

L [ —i(2A+1)t i(2l+1)t] -
20+ ) ’ -

erhalt man die reelle Form der FR.:

Zsm (204 1)t _4 sint+sin3t+sin5t+
2041  w\ 1 3 5

3.3.4 Konvergenzaussagen

Die folgenden Aussagen gelten sowohl fiir die reelle als auch die komplexe FR. Bisher
konnen wir nur die FR einer T- periodischen Funktion f(¢) mit den FK angeben. Folgende
Fragen sind von Interesse:

1. Fiir welche t konvergiert die FR punktweise?
2. Fiir welche dieser ¢t konvergiert die FR gegen f(t), d.h. wann darf zwischen f(¢)
und der FR das Gleichheitszeichen gesetzt werden?

Theorem 3.5 (Satz von Dirichlet) FEs seien die Dirichletschen Bedingungen erfiillt:

(i) Das Intervall }—%,%[ lasse sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen, in denen
die T-periodische Funktion f(t) stetig und monoton ist.

(ii) Ist ty eine Unstetigkeitsstelle von f(t), so ezistieren die beiden endlichen einsei-
tigen Grenzwerte

flto—0)= lim f(¢) flto+0)= Tlim f(¢).

t—to—0 t—to+0

Dann gilt:
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1° Die FR der Funktion f(t) konvergiert fir alle t € R punktweise, d.h., es gilt:

{ f(t), falls f stetig int,
1

—[f(t—=0)+ f(t+0], sonst.

% + Z (ay cos kwt + by sin kwt) = :

k=0

2° Die Konvergenz der FR. ist gleichméflig in jedem abgeschlossenen Teilintervall,
in dem f(t) stetig ist. d.h. es gilt in jedem dieser Teilintervalle

% + Z (ay, cos kwt + by, sin kwt) = f(t).

k=0

Theorem 3.6 Sei f eine stetige und bis auf endlich viele Punkte, in denen die Ableitung
Sprungstellen besitzt, stetig differenzierbare Funktion der Periode T'. Dann konvergiert
ihre FR gleichméiBig und absolut gegen f(t). Fir ihre FK ay, by, folgt sogar die Kon-
vergenz der Reihen > |ag|, Y |bk| bzw. > |ckl.

k=1 k=1 .~
Beispiel 3.10 (Konvergenz von FR)

(1) Sei g(t) =€ firt €] —m,n[ (vgl. Beispiel 3.7 (3)). Die Voraussetzungen des Satzes
von Dirichlet sind erfiillt. Bei der 2m-periodischen Fortsetzung f(t) der Funktion '
entstehen in den Punkten t, = (2k—1)m, k € Z Unstetigkeitsstellen (Sprungstellen).
An diesen Stellen ist

s —T

%(f(tk —0)+ f(tx +0)) = % =coshm keZ.

Es gilt also

> (—1)k ..
zsinh7r (%—l— =D (Cosk:t—k:sink:t)>={ flt) fir t£h keZ

T k,ll‘f'kQ coshnm fur t=t, keZ.

(2) Sei gi(t) = |t| firt €| —m, | (vgl.Beispiel 3.8 (1)). Die Voraussetzungen des Satzes
von Dirichlet sind erfillt. Bei der 2m-periodischen Fortsetzung fi(t) der Funktion
|t| entsteht eine stetige Funktion. Es gilt also

12 * 32 52

T 4 (cos t cos3t cosbt
S +
2 T

+“):ﬁ® VieR. (3.23)

(3) Sei go(t) =t fiirt €] —m, [ (vgl. Beispiel 3.8 (2)). Die Voraussetzungen des Satzes
von Dirichlet sind erfillt. Bei der 2m-periodischen Fortsetzung fo(t) der Funktion
t entstehen in den Punkten ty = (2k — 1)m, k € Z wieder Sprungstellen. An diesen
Stellen st

%(f?(tk —0)+ f(tx +0)) = %(w +(=7m) =0 keZ
Es gilt also

2<sint sin2t  sin3t )_{fg(t) fir t# 2k—1)rm, kel

2 T3 0 fir t=(2k—1)r, keZ

(3.24)
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4 Integraltransformationen

4.1 Die Laplace-Transformation

Unter einer Integraltransformation (IT) T versteht man eine eindeutige Zuordnung
T = F@) = [ K, el
I

wobei I ein i. Allg. nicht beschrinktes Intervall ist, d.h. das Integral ist uneigentlich.
Damit dieses Integral iiberhaupt sinnvoll ist, miissen die Funktion f und die Kernfunk-
tion K (z,y) geeigneten Voraussetzungen geniigen. Speziell betrachten wir die Laplace-
Transformation (LT):

L(p) = /eptf(t) dt, p=oc+iweC, dh I=]0,00], K(p,t)=e?. (4.1)
0

Aus (4.1) folgt, dass die Werte von f(t) nur fir ¢ > 0 von Interesse sind. Fiir ¢ < 0 kann
f(t) beliebig sein. Wir setzen deshalb immer f(t) = 0 fiir ¢ < 0.

Theorem 4.1 FEs gelte

(i) f(t) sei absolut integrierbar in jedem endlichen Intervall |0, A[,

(ii) es mogen reelle Konstanten ¢ > 0 und M > 0 ezistieren, so dass gilt

If(t)] < Me* Vit>0.

Dann existiert die LT

o0

L) = L) = [e7 s pec (42)

fiir wenigstens alle p mit Rep > ¢, d.h. o0 > c.
Die Halbebene Re p > ¢ heifit Konvergenzhalbebene der Transformation.

Theorem 4.2 Zu einer Bildfunktion L(p) gehort hochstens eine fir t > 0 stetige
Originalfunktion f(t) = L™Y[L(p)], d.h. zu einer Bildfunktion gibt es iiberhaupt keine
stetige Originalfunktion oder nur eine einzige stetige Originalfunktion.

Beispiel 4.1 (LT-n)

e . : (1 fir t>0
(1) Fir die Heaviside-Funktion h(t) = { 0 fir t<0
Lp) = / ht)e ' dt = lim [ A(t)e ™ di = lim [ e dt
0 0 ,
e_pt A e_pA 1
~ lim [——] ~ im {_ ]+_.
A—o0 p 0 A—o0 D p
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Wegen f}im e P4 = f}im [e74coswA —ie 7 sinwA] und lim ——— = 0 sowie
—00 —00 —o0 e“
inwA
lim smc: =0 firoc >0 und A >0 gilt
A—oco €9
f}im e?? = 0, fir Rep=0>0, also
—pA 1 1
L(p) = lim {_e ]+—:— fir o> 0.
A—o0 p p p

(2) Fiir die Funktion f(t) =e™ a=aj+ iag € C erhdlt man

L(p) = / ft)e™dt = lim / f(t)edt = lim o~ (Pt 4y
e_(p—a)t A e—(p—a)A 1
= lim [— ] = lim [— }%— .
A—o00 p—a 0 A—o00 p—a p—a

Wegen lim e=®=4 = lim [e=(°=9)4 cos((w—ay) A) —ie™ "~ sin((w —ay) A)] und

Cog(_(couo— as)A) e sin((w — ag)A)

jgr;o o(o—and = 0 sowie 1}1_{20 oA =0 firoc>a, und A >0 gilt
f}im e"P=DA — 0 fir Re(p—a)=0—a; >0, also
—(p—a)A 1 1
e
L(p) = lim [— } + = fir o> a.
A—oo p—a p—a pP—a

ITn werden in der Elektrotechnik, der Informationstheorie und der Nachrichtentechnik
angewandt. Auflerdem wird die LT fiir die Losung gewohnlicher Differenzialgleichungen
verwendet. Man geht dabei folgendermaflen vor:

Problem im Originalbereich Losung im Originalbereich

IT Umkehrtransformation

Problem im Bildbereich ————— L6sung im Bildbereich

4.2 Eigenschaften der LT

Es seien die Voraussetzungen von Theorem 4.1 erfiillt.

Es mogen existieren: L[f(t)] = L(p) = T)e*ptf(t) dt fir Rep > ¢ L[fx(t)] = Li(p) fiir
0

Rep > ¢.

1° Additionssatz: L[k fi(t)+kaofo(t)] = ki1L1(p)+koLa(p) Re p > max(cq, ¢2) und
k1, ko € C.
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" 1
Ahnlichkeitssatz: L[f(at)] = —L (Z—?> fir a > 0 und Rep > ac.
a \a

Erster Verschiebungssatz: L[f(t — b)] = e ?’L(p) fiir b > 0 und Rep > c.
Dabei ist f(t — b) eine Verschiebung von f(¢) nach rechts.

b
Zweiter Verschiebungssatz: L[f(t+b)] = e? (L(p) — [eTPf(t) dt) firb >0
0
und Rep > ¢. Dabei ist f(t + b) eine Verschiebung von f(¢) nach links.

Déampfungssatz: Lje ®f(t)] = L(p+a) fira € Rund Rep > ¢ —a.

Multiplikationssatz: L[(—t)"f(t)] = L™ (p) fiir Rep > c.
Divisionssatz: L E f (t)] = ?L(q) dg fiir Rep > ¢, falls die LT der Funktion
P
% f(t) existiert.
Differentiationssatz:
LI ()] = p"L(p) = F(+0)p" = f/(+0)p" 2 — .. = fD(+0)

fiir n € Nund Re p > ¢, falls die LT der Funktion f( existiert. Dabei ist f*)(4-0) =
thrfo f®@) (k=0,...,n—1). Ist f(t) fiir £ > 0 n-mal stetig differenzierbar, so

gilt f®(4+0) = f®(0) (k=0,...,n— 1), d.h. die rechtsseitgen Grenzwerte fallen
mit den Funktionswerten zusammen.

Speziell gilt:
L[f'(t)] = pL(p) — f(4+0) fiir Rep > ¢, falls die LT der Funktion f’(¢) existiert.
L[f"(t)] = p*L(p) — f(+0)p— f'(+0)  fiir Re p > ¢, falls die LT der Funktion f”(t)

existiert.
t
Integrationssatz: L {f f(r) dT} = lL(p), fir Rep > c.
0 p
Faltungssatz: L[fi(t) x fo(t)] = L1(p) - Lo(p)  fiir Re p > max(eq, ¢2). Dabei ist
t
f1(t) * fo(t) = /fl(T) fo(t —T1)dT.
0

Wegen fi(t) =0 fiir t <0 (k= 1,2) ist auch fi(¢) * fo(t) = 0 fiir ¢ < 0.

Die Riicktransformation in den Originalbereich erfolgt mit Hilfe dieser Eigenschaften
und den LT fiir konkrete Funktionen geméafl Formelblatt zur Vorlesung.

Beispiel 4.2 L(p) =

————— mita, b€ C und a #b.
EDIED 4

Wir verwenden den Faltungssatz:

eat o ebt

A * o) = | il fot —7)dr = [ ¢! dr = .
0/ 0/ a—>b
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5 Gewohnliche Differenzialgleichungen

5.1 Gewohnliche Differenzialgleichungen 1. Ordnung
5.1.1 Definition und einfachste Spezialfille
Definition 5.1 (Gewdhnliche Differenzialgleichung 1. Ordnung, Lésung)

1. Fine Beziehung der Form
vy = f(z,y) (x,y) € E (E Teilmenge der Ebene) (5.1)

zwischen der unabhdngigen Variablen x, der abhdngigen Variablen y und der Ab-
leitung 3, die fiir jeden Wert x aus dem Definitionsbereich X der gesuchten Funk-
tion y = y(x) gilt, heift explizit gegebene gewdhnliche Differenzialgleichung
(gDG) 1. Ordnung.

2. Fine Beziehung der Form
F(z,y,y) =0 (5.2)

heifst implizit gegebene gDG 1. Ordnung.

3. Losung von (5.1) bzw. (5.2) heifst jede Funktion y = y(z) (z € X) mit folgenden
FEigenschaften:

1° Die Funktion y = y(x) ist in X einmal differenzierbar.

2° Nach Einsetzen von y(zx), y'(x) in die gDG (5.1) bzw. (5.2) sind diese Glei-
chungen fiir jedes x € X erfiillt.

Die zuy = y(x) gehorige Kurve in der xy-Ebene heifft Lisungskurve.

Spezialfille von gDG 1. Ordnung der Form (5.1)

(1) ¥ (z) = f(x) (x,y) e E={(z,y)|la<z<b AN —00<y<+o0}

Sei f(z) stetig in | a,b[, dann besitzt f(z) in |a,b[ eine Stammfunktion. Die Ge-
samtheit der Losungen (das unbestimmte Integral)

y(z) = / f(tydt+C

ist eine einparametrige Kurvenschar. Die Konstante C' lasst sich eindeutig festlegen,
falls die L6sung in einem Punkt bekannt ist. Sei y(xg) = yo bekannt. Dann ist

y(z) = /f(t) dt + yo

diejenige Losung, die durch den Punkt (xg, o) hindurchgeht.

Sei z.B. vy = 2z y(z) = 2* + C. Dann ist y(z) = 2% — 22 + yo diejenige Lisung,
die durch den Punkt (z¢,y) hindurchgeht.
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(2) ¥'(z)=fly) (v,y) e E={(r,y)| —oco<z<+00 Ac<y<d}

Sei f(y) stetig in | ¢,d | und f(y) # O fiir alle y €] ¢,d|. Nach der Ableitungsregel
fiir die Umkehrfunktion gilt: ¢/(z) = [2/(y)]~'. Dann betrachtet man anstelle von

y'(x) = f(y) die gDG 2'(y) = 1/f(y) = g(y). Nach (1) besitzt g(y) in | c,d[ eine
Stammfunktion und die Gesamtheit der Losungen

Y

x(y) = /g(T) dr+C

Yo

ist wieder eine einparametrige Kurvenschar. Wegen f(y) # 0 fiir alle y €] ¢, d| ist
z(y) streng monoton, d.h. es existiert eine eindeutige Umkehrfunktion y = ¢(z).

Definition 5.2 (Allgemeine Losung, spezielle Losung, Cauchy-Problem)

1. Die einparametrige Funktionenschar y = y(x,C) heifst allgemeine Losung der
gDG (5.1) in E, wenn bei entsprechender Auswahl der Konstanten C' die Funktion
y in eine beliebige Losung dieser gDG, deren Losungskurve in E liegt, tibergeht.

2. Die Gleichung ®(z,y,C) = 0 heifit allgemeines Integral der gDG (5.1) in E,
wenn wenn sie die allgemeine Lésung von (5.1) als implizit gegebene Funktion
definiert.

3. Jede Losung, die man durch Einsetzen eines fivierten Wertes fiir C erhdlt, heifst
spezielle oder partikulidre Losung von (5.1).

4. Cauchy-Problem oder Anfangswertproblem (AWP): Gesucht ist eine Losung
von (5.1), welche im Punkt xo €|a,b| der Anfangsbedingung (Ab) y(zo) = o
gentigt. Dabei ist (zo,yo) mit y(xg) = yo ein gewisser fixierter Punkt aus E.

5.1.2 Geometrische Interpretation fiir gDG der Form ¢’ = f(z,y)

Die Funktion f(x,y) sei in E definiert und eindeutig. Jedem Punkt (zo,y0) € E wird
mittels der gDG (5.1) ein Richtungselement zugeordnet:

y'(z0) = f(x0,%0) = tan aq.
Definition 5.3 (Richtungsfeld, Isoklinen)

1. Die Gesamtheit der durch (5.1) den Punkten aus E zugeordneten Richtungsele-
mente heifit Richtungsfeld.

2. Die Kurven, die alle Punkte mit gleich groffem Richtungselement tana =1’ = k
miteinander verbinden, heiffen Isoklinen (Neigungslinien). Sie bilden eine ein-
parametrige Kurvenschar.

Darstellung des Richtungsfeldes: Durch jeden Punkt (z,y) € E legt man ein Ge-
radenstiick, dessen Anstieg gleich dem diesen Punkt zugeordneten Richtungselement
tan « ist.
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Graphisches Verfahren zur niherungsweisen Losung einer gDG der Form (5.1):
Es sei y(z) = p(z) eine Losung von (5.1), die durch (zg, yp) hindurchgeht. Dann ist

¢ (20) = f(xo, ¢(x0)) = tan ag.

Losungen der gDG (5.1) sind also alle diejenigen Kurven, bei denen die Tangente in jedem
Punkt den Anstieg besitzt, den das Richtungsfeld in diesem Punkt vorschreibt.

Beispiel 5.1 Richtungsfeld, Isoklinen

(1) y/:_f (0,0) € E. Setzeny' = k = ——
Y

1
Die Isoklinenschar ist die Geradenschar y = | —— | ©. Wegen k| —— | = —1

k

steht die Tangente an die Lisungskurve in jedem Punkt senkrecht auf der Isokline,
d.h. die Losungskurven sind Kreise in Mittelpunktslage.

(2) y':% (0,0) ¢ E. Setzeny’:k;:%

Die Isoklinenschar ist die Geradenschar y = k x. Sowohl der Anstieg der Isokline
als auch der Anstieg der Liésungskurve hat den Wert k. Folglich sind die Losungs-
kurven Halbgeraden, die samtlich im Punkt (0,0) minden.

5.1.3 GDG mit trennbaren Variablen
Eine gDG mit trennbaren Variablen hat die Gestalt:

v =h@) ) (f@y) = i) k) (5-3)
Theorem 5.1 Sei fi(x) stetig in Ja,b[, fo(y) stetig und fo(y) # 0 in |e,d[. Dann geht

durch jeden Punkt (x¢,yo) des Rechtecks Q = {(z,y)|a <x <bAc <y <d} genau eine
Lésungskurve der gDG (5.3) hindurch.

Losungsverfahren zur Berechnung des allgemeinen Integrals

/ dy_ dy
V== hh0) = 75 = Al :»/f /f1 Jdt + O

Auflosung nach y (falls moglich!) liefert die allgemeine Losung.

5.1.4 Lineare gDG 1. Ordnung
Eine lineare gDG (IgDG) hat die Gestalt:

v +ao(x)y =g(x)  (flz,y) = g(z) —ao(z)y) (5.4)
Theorem 5.2 Seien ag(x) und g(x) stetig in |a,b[. Dann geht durch jeden Punkt (xo, yo)

eE={(r,y)|la<xz<bAN —00<y<+o0} genau eine Lisungskurve der gDG (5.4),
die fir alle x €]a,b] definiert ist, hindurch.
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Definition 5.4 Ist die rechte Seite g(x) = 0 fiir alle v €] a,b], so heifit die 1IgDG (5.4)
homogen, sonst heifst sie inhomogen. Die Funktion ay(x) heifst Koeffizient von (5.4).

Berechnung der allgemeinen Lésung einer homogenen 1gDG 1. Ordnung

Yy +ap(x)y = 0-gDG mit trennbaren Variablen (5.5)
d
S - —ap(z) dz
)
ln‘%‘ = —/ao(t)dt
z0
— 7 a d
WQ‘: e%o®t
C
— Jao(yat
yi(x) = Ce o = C'y"(x) - allgemeine Lésung von (5.5). (5.6)
~ [ ao(t)dt
Dabei ist y"(z) = e o eine spezielle Losung von (5.5) und C' eine Integrations-

konstante. Die Funktion y = 0 ist auch eine Losung. von (5.5).

Die Gleichungen (5.4) und (5.5) besitzen keine gemeinsamen Losungen. Deshalb wird zur
Losung von (5.4) ein Losungsansatz der Form (5.6) verwendet, wobei C' = C(x) gesetzt
wird und y”(x) eine spezielle Lésung von (5.5) ist:

v =Clayyy (™) = C'(@)ys + Cla)(ys) (5.7)
Dabei wird C(z) derart bestimmt, dass y*"(z) = C(z)y"(x) die Gleichung (5.4) 16st.

Dieses Verfahren heif3t Variation der Konstanten.

Einsetzen von (5.7) in (5.4) liefert
C'(2)ye + C(2) (y2) + ao(2) Cla) ys = g(a)
C'(2)ys + C@) (1) + ao(z) ys] = g(x)-
Da y"(z) eine spezielle Lésung von (5.5) ist, gilt: (y*) + ag(z)y? = 0 und man erhilt
)

(x
zur Bestimmung von C(z) eine gDG der Form C’(z) y"(x) = g(x). Wegen y”(z) # 0 ist
nidmlich

C'(z) = ygh((];)) und
Clz) = / ﬁ% dt + D. (5.8)

Zo

wobei D wieder eine willkiirliche Konstante ist. Einsetzen von (5.8) in die erste Formel in
(5.7) ergibt die allgemeine Losung von (5.4)

x

) = ota) [ G0k Difo) (5.9)

o

Dabei ist y"(z) = Dy"(z) wieder die allgemeine Lésung von (5.5) und y™(z) :=

yi(z) [ ygg(z) dt eine spezielle Losung von (5.4).
xo
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5.2 Systeme IgDG 1. Ordnung
5.2.1 Allgemeine Bemerkungen

Definition 5.5 (System 1. Ordnung, Ldsung)

1. System 1gDG 1. Ordnung oder lineares System nennt man n IgDG, die
sich in eindeutiger Weise nach den Ableitungen 1. Ordnung von n Funktionen

y1(x),y2(x), ..., yn(x) auflosen lassen:

(@) y1 + aa(x) yo + ..+ a1 () Yo + 91(7)
() y1 + age(z)y2 + ... + agn (@) yn + g2(x) (5.10)

Dabei sind die Funktionen a(x), g;(x) (i,k = 1,...,n), bekannt. Die gesuchten
Funktionen y;(x) (i = 1,...,n) seien fir alle x €] a,b| definiert.

Kurzbezeichnung: yi(z) = > a yr(x) + gi(x) (i=1,....n)
k=1

Vektorielle Schreibweise: y' = Ay + g mit

aji(z) app(z) ... ap(x) yi(z) 91(x)
e il IR Il I
an1 () ana(x) ... apn(x) Yn(2) In()

2. Losung von (5.10) heifit jedes System von n Funktion y,(x), y2(x),. .., y.(x) (z €
la,b]) mit folgenden Eigenschaften:
1° Die Funktionen y,(x),y2(x), ..., yn(x) seien einmal differenzierbar.
2° Nach FEinsetzen von y1(z),y2(x), ..., ys(x) und ihrer Ableitungen in das linea-

re System (5.10) sind diese Gleichungen fiir jedes x €| a,b| erfiillt.

3. Sind die Funktionen g;(x) = 0 fir alle x € [a,b] und alle i (i = 1,...,n), so heifst
das lineare System homogen, anderenfalls heifst es inhomogen. Die Funktionen
a;r(x) heiffen Koeffizienten des linearen Systems.

Das zu (5.10) gehorige homogene System hat also die Gestalt

1@y + ap(z)ys + ... + ap(z) Yy,
21 () Y1 + aga(x) Yo + ...+ a2 (x) Yn (5.11)

Definition 5.6 (Cauchy-Problem oder Anfangswertproblem (AWP)): Gesucht ist
eine Losung von (5.10) bzw. (5.11), welche im Punkt xy €] a,b| der Anfangsbedingung

(Ab) y1(z0) = 1, y2(x0) =43, - -, Ynlwo) = yi geniigt.
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Theorem 5.3 Seien a(z) (i,k = 1,...,n) und g;(x) (i = 1,...,n) stetig sowie be-
schrinkt in Ja,b[. Ferner sei o €]a,b[, y9,49,...,4° € R. Dann existiert genau eine
Léosung y = y(z) von (5.10), fir die gilt:

n (xo) y?
yz(l“o) yS
Y(ﬁo) = . = :
Yn (o) o

Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.3 ist das AWP fiir lineare Systeme stets
eindeutig 16sbar.

5.2.2 Losungsstruktur linearer Systeme

Die Theorie der Losungsstruktur linearer Systeme ldsst sich analog zur Theorie der
Losungsstruktur von 1GS aufbauen. Gesucht sind alle Losungen des linearen Systems
(5.11) bzw. (5.10), d.h., gesucht ist eine geeignete Darstellung der (unendlichen) Losungs-
menge.

Problem: Kann man stets eine endliche Anzahl linear unabhingiger Lésungen
yh,y% -+, y? des Systems (5.11) auswihlen, derart, dass sich jede Losung von (5.11)
als Linearkombination von y!,y?, - -, y? darstellen lisst?

Lemma 5.1 Die Menge der Losungsvektoren des homogenen linearen Systems
(5.11) erzeugt einen Unterraum L"™ des Vektorraumes C|a,b|, wobei dim L™ =n
qgilt.

Definition 5.7 (Fundamentalsystem, allgemeine Lésung eines homogenen 1GS)

1. Jede Basis des n-dimensionalen Unterraumes L™ des homogenen linearen
Systems (5.11) heifst ein Fundamentalsystem von (5.11).

2. Bilden die Lésungen y',y?, ... y" ein Fundamentalsystem von (5.11), so heifit
y' = Ciy'+Coy*+.. .4+ C,y" mit beliebigen Konstanten C; e R (i =1,2,...,n)
die allgemeine Losung des homogenen linearen Systems (5.11).

Theorem 5.4 (Loésungsstruktur unter Verwendung des Begriffs allgemeine Lésung)

(1) Die allgemeine Losung y” von (5.11) erzeugt einen Unterraum der Dimension
n des Vektorraumes Cla,b|. Jede Lésung von (5.11) ldsst sich als Linearkombi-
nation eines beliebigen Fundamentalsystems von (5.11) darstellen.

(2) Die allgemeine Losung y"* eines inhomogenen linearen Systems der Form
(5.10) setzt sich additiv zusammen aus einer speziellen Lésung y™" von (5.10)

und der allgemeinen Lésung y” des zugehérigen homogenen 1GS (5.11).
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Theorem 5.5 Die n Lisungsvektoren y',y? ..., y" eines homogenen linearen Sys-
tems y’ = Ay sind linear unabhingig in Cla,b|, d.h. sie reprisentieren ein Fun-
damentalsystem von y’ = Ay gdw thre Determinante fir alle Werte von x aus dem
gemeinsamen Definitionsbereich der Liosungsfunktionen von Null verschieden ist:

yi(z) yi2(x) ... yi(2)
i) ) - w0 (512
Yn1 (x) ynQ(x) e ynn(x)

Dabei bezeichnet y;; die i-te Koordinate des Lisungsvektors'y’ =y’ (x). Die Determinante
(5.12) heifit auch Wronskische Determinante.

Beispiel 5.2 Das homogene lineare System y’' = Ay mit

/
/I Y1 A =
Y ( 7 )
besitzt, wie man durch Einsetzen in das lineare System leicht nachpriift, die Lisungs-

vektoren
1 _ 1 x d 2 1 —x
y = ) €, un y = 1 e .

Fiir die Wronskischen Determinante, gebildet aus den Lésungsvektoren, gilt

2

]
1 Y2

3

Wk Wl

e—$
2e* —e™*

=-3#0 Vu,

also représentieren y' und y? ein Fundamentalsystem.

5.2.3 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten ein lineares System mit konstanten Koeffizienten der Form

(5.13)
mitaijE]R (2,]:1,,n)
Berechnung der allgemeinen Lsung des homogenen Systems zu (5.13)

1. Der Losungsansatz y(z) = Pe*? fiihrt zum Problem der Berechnung der Eigen-
werte und Eigenvektoren der Matrix A.

2. Aufstellung eines Fundamentalsystems aus n linear unabhingigen Losungs-
vektoren und Angabe der allgemeinen Losung des zu (5.13) gehorigen homo-
genen Systems. Folgende Fille sind moglich:
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10

20

30

Alle Eigenwerte von A seien reell und voneinander verschieden, d.h. zu jedem
Eigenwert gibt es genau einen Figenvektor. Es sei

Pli
P2i
Pni

der zum Eigenwert )\; gehtrende Eigenvektor. Man erhilt ein Fundamen-
talsystem der Gestalt

Py Py P,

Py N Py N . Py, .
yi@ = o | ya) = 7 eyt = T | et

Pnl Pn2 Pnn

und die allgemeine L&sung in der Form
yi(z) = Cry'(x) + Coy?(z) + ...+ C,y"(2).

Ein oder mehrere Eigenwerte treten mehrfach auf. Sei A\; ein Eigenwert der
Vielfachheit s.

Falls zu \; s linear unabhiingige Eigenvektoren P (i = 1,...,s) gehoren,
so hat der zu )\, gehorige Losungsanteil die Gestalt:

yi(x) = (Ci P 4+ Cy P2+ ... 4+ C, P¥eM ™.

Falls zu Ay m < s linear unabhingige Eigenvektoren gehoren, so suchen
wir den zu A gehorige Losungsanteil in der Form

Ap 4+ Apz + .o+ Ajgmmyy ™™™

Aoy + Agpx + .+ Aoy ™™

y(z) = ek, (5.14)

Anl + Aan +...F An(s—m—l—l)xs_m

Dieser Losungsansatz wird in das Differenzialgleichungssystem eingefiihrt. Mit-
tels Koeffizientenvergleich erhilt man ein 1GS beziiglich der Unbekannten
Ai, ..., Aps—m), dessen allgemeine Losung zu bestimmen ist. Diese hingt
von s beliebigen Konstanten ab, wobei s die Vielfachheit des Eigenwertes \;
ist.

Ist A = a+1/3 ein einfacher komplexer Eigenwert, so ist A = o — i3 ebenfalls
ein einfacher komplexer Eigenwert der Matrix A. Mit dem Losungsansatz
z! = Pleletifz 52 — P2ele-if)z orhilt man P! und P? ebenfalls zueinander
konjugiert komplex. Setzt man P! = P +iQ, P2 =P —iQ (P, Q reell), so
ergibt sich eine reelle Form der zu diesem Paar konjugiert komplexer Eigen-
werte gehorigen Losungen:

y'(r) = Rez'(z) = e**[Pcos(fx)— Qsin(Bz)]
yi(r) = Imz'(z) = e*“[Psin(8z)+ Qcos(Bz)].
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4° Ist A = a + i ein s-facher komplexer Eigenwert, so verfahrt man wie bei
einem reellen s-fachen Eigenwert und nimmt dann als Losungsanteile von A
und A Real- und Imaginérteil des berechneten Losungsvektors.

Berechnung der allgemeinen Lésung des inhomogenen Systems (5.13)

Ist die allgemeine Losung des zu (5.13) homogenen linearen Systems bekannt, so
erhilt man die allgemeine Losung von (5.13) mittels Variation der Konstanten. Falls
Ab geméaf Definition 5.6 vorgegeben sind, lésst sich das AWDP eindeutig 16sen.

5.3 LgDG n-ter Ordnung
5.3.1 Allgemeine Bemerkungen
Definition 5.8 FEin Differenzialausdruck der Gestalt
Y™ + a1 (2)y" TV L+ ai(2)y 4 ao(r)y = g() (5.15)

heifst inhomogene 1gDG n-ter Ordnung (n > 1). Analog zu 1gDG 1.0rdnung heifit
ein Differenzialausdruck der Form

Y™ 4a, o (2)y" Y 4+ a(x)y + ag(x)y =0 (5.16)
die zu (5.15) homogene 1gDG n-ter Ordnung. Die Funktionen ao(x),...,a,—1(2)
nennt man die Koeffizienten der 1gDG, wdhrend g(x) rechte Seite der 1gDG heifst.

Jede IgDG der Gestalt (5.15) kann mittels der neuen abhéngigen Variablen y; =y, yo =
Y, ..., Yo = y™ 1 in ein lineares System von n IgDG 1. Ordnung iiberfithrt werden:
Esist y, =9 = vo,...,%, = y"™ und

Y=o Yo=Yz, -y Y= —A0Y1 — Q1 Y2 — - — A1) Yn +

wobei y1, ¥, . . ., y, die gesuchten Funktionen sind.
Beispiel 5.3 4" —y=0=y1 =42, Y5 =y3, Y3 =1

Die Umwandlung eines Systems in eine lgDG n-ter Ordnung ist nur unter bestimmten
Voraussetzungen moglich.

Definition 5.9 Cauchy-Problem oder Anfangswertproblem (AWP): Gesucht ist

eine Losung von (5.15) bzw. (5.16), welche im Punkt xy €] a,b| der Anfangsbedingung
(AD) y(xo) = yo, ¥'(x0) =y, -y V(wo) = 5"~ geniigt.

Theorem 5.6 Seien a;(z) (i =0, 1,...,n—1) und g(x) stetig in]a,b[. Ferner sei xq €

la,bl, Yo, %, .-, ye~* € R. Dann existiert genau eine Losung y = y(x) von (5.15) bzw.
(5.16), fiir die gilt: y(xo) = yo, ¥ (x0) = Yo, -, y" V(o) =y,
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Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.6 ist das AWP fiir lgDG n-ter Ordnung
stets eindeutig 16sbar.

Das Lemma 5.1, die Definition 5.7 und das Theorem 5.4 lassen sich auf 1gDG n-ter
Ordnung iibertragen.

Theorem 5.7 n Lisungen yi,¥ys, - .., Yy, einer homogenen lgDG n-ter Ordnung der
Form (5.16) reprdsentieren ein Fundamentalsystem von (5.16) gdw die Determinan-
te, gebildet aus den Funktionen und ihren Ableitungen bis zur Ordnung n — 1, fir alle
Werte von x aus dem gemeinsamen Definitionsbereich der Ldsungsfunktionen von Null
verschieden ist:

y1 () Yo() Yn ()
e @) 2
y@) g (@) e ()

Diese Determinante heifit ebenfalls Wronskische Determinante.

Fiir n > 1 gibt es auler den Ab noch andere technisch wichtige zusétzliche Bedingungen,
die die Eindeutigkeit gewihrleisten.

Beispiel 54 ' =0 = ¢y =0, = y=y(x)=Cix+C;

Die allgemeine Lésung der 1gDG y” = 0 stellt eine zweiparametrige Kurvenschar dar.
Losung ist jede Gerade in der xy- Ebene mit Ausnahme der Geraden parallel zur y-
Achse. Die willkiirlichen Konstanten C7 und Cy lassen sich i. Allg. durch Vorgabe von
zwei Zusatzbedingungen eindeutig festlegen.

(1) Anfangsbedingungen (Ab) y(0) =1, ¢(0)=2 = y=2z+1

Geometrisch: Es ist die spezielle Gerade gesucht, die durch den Punkt (0,1) geht
und die den Anstieg 2 besitzt.

(2) Randbedingungen (Rb)

°y90)=1, y1)=2 = y=z+1
Geometrisch: Es ist die spezielle Gerade gesucht, die durch die Punkte (0,1)
und (1,2) hindurchgeht.

2y0)=1 y1)=2 = y@)=0C y0)=C=1ry1)=C=2 =
Widerspruch (Cy, Cy lassen sich nicht ermitteln).
Geometrisch: Es gibt keine Gerade, die im Punkt O den Anstieq 1 und im Punkt
1 den Anstieg 2 besitzt.

3Y0)=1, y1)=1 = y0)=C=1A"Jy1)=1 = y=a+C,
(einparametrige Kurvenschar).
Geometrisch: Es gibt unendlich viele Geraden, die die vorgegebenen Bedingun-
gen erfillen.

Die im Beispiel 5.4 (2) betrachteten Aufgaben heiflen Randwertprobleme (RWP). Im
Gegensatz zu den AWP fiir IgDG von Typ (5.15) sind sie nicht immer 16sbar und falls
sie 16sbar sind, ist die Losung nicht immer eindeutig.

LgDG hoherer Ordnung mit variablen Koeffizienten kann man in vielen Féllen mit Hilfe
eines Potenzreihenansatzes l6sen.
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5.3.2 LgDG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die IgDG (5.15) hat jetzt die Gestalt:
Yty Y+ tay +ay=g) @ eR Vi (5.17)

1. Algebraisches Léosungsverfahren

Fiir homogene IgDG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiihrt der
Losungsansatz y = e*® analog wie bei linearen Systemen auf ein algebraisches
Losungsverfahren. Die inhomogene 1gDG der Form (5.17) ist mit der Konstan-
tenvariation 16sbar. Der Ansatz y = e*? iiberfiihrt die Gleichung

y™ 4a, 1y Y+ iy +ay=0 a;, € RV i (5.18)

in den algebraischen Ausdruck P,(\)e*? mit dem charakteristischen Polynom
vom Grade n
PoA) = A"+ a1 N ar A+ ag,

dessen NSn zu bestimmen sind. Es treten vier Fille auf:
1° X € R mit der Vielfachheit 1. Dann ist e*® der Losungsanteil, der dieser NS

entspricht.

2° X\ € R mit der Vielfachheit s > 1. Dann ist e’*, ze??, ... 2°71e® der
Losungsanteil, der dieser NS entspricht.

3 A\ = a+ifB € C mit der Vielfachheit 1. Da a; € R, ist auch A\ = a — i3
NS des charakteristischen Polynoms mit der Vielfachheit 1. Dann ist
e**cos fx, e**sin B der Losungsanteil, der dem Paar zueinander konjugiert
komplexen NS der Vielfachheit 1 entspricht.

4° A= a+ 10 € C mit der Vielfachheit s > 1. Dann ist

e**cosfx, e**sinfu, re*®cosfx, xe*Tsinfx...

2 e cos B, x°re*Tsinfx

der Losungsanteil, der dem Paar zueinander konjugiert komplexen NS der
Vielfachheit s > 1 entspricht.

Die allgemeine L6sung der homogenen Gleichung (5.18) ldsst sich als Linear-
kombination der speziellen Lésungen geméafl 1° — 4° mit n beliebigen Konstanten
darstellen. Man kann zeigen, dass dabei stets W(z) # 0 V z €] a,b] gilt.

Speziell sind fiir n = 2 folgende Formen der allgemeinen Losung moglich:

1° yg(l’) = Cl GAII + 02 €A2m, falls )\1 7é )\2 )\1, )\2 € R,
2° yM(z) = CreM® + CyzeM® falls Ay = Ny A1 € R,
3° yh(z) = Cre*” cos(Bx)+Cye”” sin(fx), falls Ay, = a+if € C a, B eR.

2. Operatorenmethode

Die 1gDG wird mittels einer IT in eine algebraische Gleichung tiberfiihrt. Diese
ldsst sich in vielen Fillen auf einfache Art und Weise 16sen. Anschliefend ist die
Riicktransformation durchzufiihren. Fiir AWP ist die LT besonders geeignet,
da der Differenziationssatz die Anfangswerte enthilt.
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6

Anhang

Beispiel 6.1 (gDG mit trennbaren Variablen)

(1)

(2)

Y = —x/y = ydy = —zdr = ®(x,y,C) = 2* + y* — C? = 0 allgemeines
Integral.

d d
Y =y/r = @ _ 9 — y = C'z allgemeine L6sung.
y z

Beispiel 6.2 (homogene lgDG, inhomogene IgDG)

(1)

(2)

In welcher Zeit kiihlt sich ein Korper, der auf 100° C' erhitzt wurde, bei einer AufSen-
temperatur von 0° C' auf 25° C' ab, wenn er sich in 10 Minuten bis auf 50° abkiihlt?

Annahme: Die Abkiihlgeschwindigkeit des Kérpers sei proportional der Tempera-
turdifferenz von Korper und Auflentemperatur.

Berechnung der allgemeinen Lésung

W = —ku (k>0)
d
Mo _ka
u
u
uff] - -
nl5 kt
u = De ™

Berechnung von D (Loésung eines AWP): Firt =0 ist u(0) = 100. Einsetzen
in die allgemeine Losung liefert D = 100. Man erhdlt die spezielle Losung

u(t) = 100 e,

die durch den Punkt (ty,uo) = (0,100) hindurchgeht.

Ermittlung von k (Lésung eines inversen Problems): Firt = 10 ist u(10) =

50. Es ist -
50 = 100010 = k= ——
¢ 10
Man erhdlt: . t
u(t) =100e" 10! =100 - 27 1.
Wann hat sich der Korper auf 25°C' abgekiihlt? Gesucht ist der Wert t, fiir
den u(t) = 25 gilt:

25 =100-2710 = 272 = 2710 = ¢ = 20 [min).
An eine Spule mit dem Ohmschen Widerstand R und der Selbstinduktivitit L werde

zur Zeit t = 0 eine konstante Spannung U angelegt. Zu ermitteln ist die in der
anfangs stromlosen Spule durch den FEinschaltvorgang bestimmte Stromstirke I(t).

Nach dem 2. Kirchhoffschen Gesetz gilt: L1+ RI =U.
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Berechnung der allgmeinen Losung der homogenen 1gDG:

. I
LI+RI:0:>d7:—%dt:I(t):Ce—ft

Berechnung der allgemeinen Losung der inhomogenen IgDG:
_ Ry U _ Ry
It)=C(t)e 1" = I(t) = E#—De L

Berechnung von D (Lésung eines AWP): Fiirt =0 ist I(0) =0

U R
lt::—(y——fﬂ
(t) =% e

Man erhdlt die spezielle Losung, die durch den Punkt (to,Io) = (0,0) hindurch-
geht.

Die Stromstirke ndhert sich asymptotisch ihrer durch den Ohmschen Widerstand
bedingten Grifse.

(3) (Wachstumsmodell fiir das Volkseinkommen nach Boulding)

Wir bezeichnen mit y(t) das Volkseinkommen, mit c(t) den Konsum sowie mit i(t)
die Investitionen, ferner seit > 0 und treffen folgende Modellannahmen:

oe) = elt)+ilo)
c(t) = a+pyt) (>0,0<p<1)
yt) = i) (y>0).

Dabei beschreibt o den einkommensunabhdngigen Konsumanteil, 5 den Proportio-

nalitdtsfaktor fiir den einkommensabhdngigen Konsum und v den Anteil der Inves-
titionen, um den sich das Volkseinkommen dndert.

Verkniipft man die drei Annahmen miteinander, so erhdlt man das Bouldingsche
Modell in Form einer inhomogenen 1gDG 1. Ordnung

y(t) =1 - ylt) =—ay t=>0.

mit einem konstanten Koeffizienten a(t) = —y(1—f3) und einer rechten Seite g(t) =
—ay. Die allgemeine Losung der inhomogenen IgDG lautet

1) = C (-0t @ )
y(t)=Ce 13
Fiir y(0) = yo ergibt sich wegen yo = C' + 2 . O = Yo — a
1-p 1-p
= J— - 7(1_6)t Q
O R

als Losung des AWP.

Beispiel 6.3 (Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten)

o1



(1)

(2)

Losung fiir Beispiel 5.2. Es wird eine Lésung in der Form'y = P e*® gesucht. Ein-
setzen dieses Losungsansatzes in das System und Kiirzen des nicht verschwindenden
Faktors e*® liefert die charakteristische Gleichung oder das charakteristische
Polynom der Koeffizientenmatriz A:

(=1/3=X) 2/3

det(A — \E,) = 13 (1/3—)\)‘:/\2_1:0'

)\ :+1 —4/3 Pll + 2/3 P21 - 0 Pl— P11 _ +1
! +4/3 Py — 2/3 Py = 0 Py +2
)\ __1 —|—2/3 P12 -+ 2/3 P22 - 0 P2 P12 o —|—1
2 +4/3 P 4+ 4/3 Py = 0 "\ Py ) -1

Daher bilden die beiden Vektoren

ylzPlxz(;>ex, und y2:P26_$:(_})e_x

ein Fundamentalsystem des homogenen linearen Systems. Die allgemeine
Loésung hat die Gestalt

h o 1 2 o Cle‘”—i—C’ge_"”
i) = Coy'a) + v = TG0 )

Gesucht ist die allgemeine Losung des inhomogenen linearen Systems

v = wn o— Y + x
vy = 4y — 3ya + 2. (6.1)

Zundchst bestimmt man die allgemeine Losung des zu (6.1) homogenen linea-
ren Systems. Die charakteristische Gleichung von A hat die Gestalt:

D |

det(A — AE,) :‘ a- o

‘:A2+2>\+1:0

und besitzt eine Nullstelle Ay = —1 der Vielfachheit 2. Es giltn = 2,r = 1, alsom =
n—r = 1. Nach Theorem 4.2 (Skript Mathematik II, S. 43) gibt es zum Eigenwert
der Vielfachheit s = 2 genau einen Eigenvektor. Deshalb ist der Lésungsansatzes
(5.14) zu verwenden. Einsetzen des speziellen Lisungsansatzes

yh(x) = (A1 + Azz)e ™ = ( %; ) - ( Eﬁiiig g E:z )

in das zu (6.1) homogene lineare System fiihrt auf das 1GS

—2 AH + A21 + A12 = 0
—4An + 2Ay + Ap =0
—2 A12 —|— A22 = 0
—4 A12 + 2 A22 = O
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(3)

dessen Koeffizientenmatriz den Rang 2 besitzt. Wihlt man Aj; = C1 und A, = Cy,
so erhdlt man fir die ibrigen zwei Variablen As; = 2C7 — Cy und Agsy = 2C5. Die
allgemeine Losung hat die Gestalt

20 = st - (o G 1E00)

= CI<;)e—‘”+CQ<2x_f)e—w. (6.2)

Variation der Konstanten mit dem Ansatz
1 . T .
CI(:U)(Z)e +C2(I)(2$_1)€

Ci(z) + rCh(x) = xe®
207(x) + 2z —-1)Ci(x) = 2¢°

beziiglich der Unbekannten C(x) und Ci(z). Man erhdlt

liefert das 1GS

C1(z) = (—22% + 3z) €, Cy(x) = (2z — 2) e”.
Nach partieller Integration ergibt sich
Ci(z) = (=22* + Tz —T)e* + Dy, Cy(x) = (20 — 4) e” + Ds. (6.3)

Ersetzt man in (6.2) die Konstanten C; (i = 1,2) durch die Funktionen C;(z)
und verwendet (6.3), so erhdlt man die allgemeine Lésung des inhomogenen
linearen Systems

yal(x) = y"(z) +yh(x)

3r — 7 1 ,m T a
- (493—10)“)1(2)6 +D2(2$—1)e '

Gesucht ist die allgemeine Losung des homogenen linearen Systems

yi = 4y —
6.4
Yy = Sy + 2. (64)
Die charakteristische Gleichung von A hat die Gestalt:

4-x -1

det(A = XEy) = | 0N 0T

‘:)\2—6)\+13:0

und besitzt die komplexen Wurzeln A\y = 34 21 und Ay = 3 — 2i. Fir \y = 3+ 2i
bestimmen wir den zugehdrigen Eigenvektor aus den 1GS

(1—2i) P, — Py = 0 pt_ (P \_(1
5 P — (1420) Py = 0 Py 1-2i )
Man erhdlt eine spezielle Losung in komplexer Form

o ( 1 )e(3+21):c _ < ¢%* (cos(2x) + isin(2x)) )  (65)

1—2i (1 — 2i)e3®(cos(2x) + isin(2z))
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Da (6.4) reelle Koeffizienten besitzt, braucht man die spezielle Lésung, die dem
Eigenwert \, = 3 — 21 entspricht, nicht zu berechnen. Sie ist durch den konjugiert
komplexen Ausdruck zu (6.5) gegeben. Realteil und Imagindrteil von (6.5) liefern
das gesuchte Fundamentalsystem:

3z
. L € cos(2z)
y = Rez = < 37 (cos(2x) + 2sin(27)) ) e

=t (S een )

Die allgemeine Losung hat die Gestalt

?(x)
_ < Cy €3 cos(2z) + Co €% sin(2x) )
C; e3%(cos(2z) + 2sin(2x)) + Cy e3®(sin(2z) — 2cos(2z)) /-

yi(z) = Ciy'(z) +Cyy

Beispiel 6.4 DielgDG y© +y® —y” —y = 0 besitzt die charakteristische Gleichung
N+ At — A2 —1 =0 mit den Lisungen \y =1, Xy = =1, Agju=1, Ns56 = —1 und
besitzt demzufolge die allgemeine Losung

y(x) =Cr1e* + Cye ™+ (C3+ Cyx) cosx + (C5 + Cgx) sinx.
Beispiel 6.5 (Lisung von 1gDL mit Hilfe der LT)

(1) Gesucht ist die Losung des Anfangswertproblems
y"(t) + y(t) = sint y(0) =0 y'(0) = 1. Setzen Ly(t)] = Y (p).
Lly"(t) + y()] = p*Y (p) —y(+0)p — ¥'(+0) + Y (p) = (p* + 1)Y (p) — 1 und
1
p?+1
geht das Anfangswertproblem im Originalbereich in die folgende Gleichung im Bild-
bereich idiber:

(P +1)Y(p) —1=

L[sint] =

1
P+l
Als Losung im Bildbereich erhdlt man

Y (p) = 1 m 1 1 n 1 1
P\ prl) Tl Tl 2t
Die Riicktransformation in den Originalbereich erfolgt mit Hilfe des Additionssat-
zes und des Faltungssatzes:

t
y(t) =sint +sint xsint =sint + [sin7 sin(t — 7)dr

0

1 1 [sin(2r —)1° 1

y(t) =sint + B /(COS(ZT —t) —cost)dr =sint + = {%] — —tcost

2 . 2

0

(f) = sint + ~sint + ~sint — ~tcost = Ssint — ~tcost  fiirt>0
= S1n — S1n —SIN{ — —UCOST = —SInt — —U COoSs ur .
y 1 1 2 2 2 =

o4



(2) Wir betrachten eine RLC - Reihenschaltung mit einer Spannung U(t) = 0 firt < 0.
Das 2. Kirchhoffsche Gesetz (Maschensatz) liefert

t

RI(t) + Li() + é / [(r)dr = U®)  I1(0) = 0.

0

Nach Ausfiihrung der LT erhdlt man im Bildbereich, wenn I(p) den Bildstrom und
U(p) die Bildspannung bezeichnet:

1
RI(p)+ Lpl(p) — LI(+0) + C—p[(p) = U(p). Im Bildbereich erhdilt man

Ulp Ulp)p
U8 Uwp
R+Lp++— Lp>+Rp+ 5
Cp C
I . _ 9 1 s R 1
Die Lisungen der quadratischen Gleichung Lp +Rp+5 =L|p°+ P + )= 0
lauten
R 1 4L R 1 4L
=—— 4+ —\/R?— — = —— — — 2 - —
A YYs c T TxuT C
Dann st
U

L (p—p)p—p2)
Man priift leicht nach, dass sich der letzte Faktor wie folgt umformen ldsst:
p . ;m L p 1
(p—p1)(p — p2) a (p1—p2) P—p1)  (p1—p2) P—p2)
Dann ergibt sich tm Bildbereich die Ldsung:
I(p) = U(p) [ D1 1 P 1 ]
L |(pr—p2) (p—p1) (pr—p2) (p—p2)
_ U { P P ]
a p—p1 p—p2]

L(pl - pz)

. R 1 4L U (p)
—_ — 2 —_— =
mit p1/2 2£ 2£ R* — o also [(p)

[ b P2 }
4L [P—P1 P — P2

R2 =
C

Die Riicktransformation erfolgt mittels des Faltungssatzes. Es ist

LUM =U@p), L =-—"— (i=12)  LI®)]=I(p) und

)

b1 D2 _ % 1t _ o ab2t)]
cw»b_m—p_m}—uww<m@ pac)]

Somit erhdlt man
* [pref™t — poet’]

als Lésung im Omgmalberezch.

I(t) = ) [preP =) — pyer2t=7] dr
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