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Die Schwingungsgleichung

Mechanische und elektrische Schwingungen werden im einfachsten Fall durch eine lineare
gewoOhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben.
Bezeichnet t die Zeit, so schreibt man

sk + a4+ agx = g(t).

Dabei bedeuten ao@ die Tréagheitskraft, a2 die Reibungskraft, ag z die Riickstellkraft und
g(t) eine dufere Kraft.

Ist g(t) = 0 fiir alle ¢ > 0, so ist die Differentialgleichung homogen und man spricht von
einer Eigenschwingung.

Ist g(t) # 0 fiir wenigstens ein ¢ > 0, so ist die Differentialgleichung inhomogen und
man spricht von einer erzwungenen Schwingung.

Ist a; = 0, d.h. der Prozess verlduft ohne Reibung oder ohne Dampfung, so spricht
man von einer ungeddmpften Schwingung.

Ist a1 > 0, d.h. der Prozess verlauft mit Reibung oder mit Dampfung, so spricht man
von einer geddmpften Schwingung.

Beispiel 0.1 FEin Massenpunkt der Masse m bewege sich reibungsfrei lings der x-Achse
unter Einwirkumg einer Federkraft —kz, (k > 0). Man erhdlt nach dem Newtonschen
Gesetz fiir das Bewegungsgesetz x(t) des Massenpunktes:

k
mi=—-kxr <+<— mit+kr=0 << I+ —x=0.
m

k
Setzt man wi = —, so erhdlt man mit
m

i+twir=0
die Differentialgleichung einer ungedampften Eigenschwingung.

Zusdtzlich zur Federkraft wirke auf m noch eine Reibungskraft der Form —ri, (r > 0).
Dann erhdlt man

mi=-—-re—kr <= mi+rt+kr=0 < i+—x+ —x=0.
m m
Setzt man 20 = L, so erhdlt man mit
m
i+ 20 +wir =0
die Differentialgleichung einer gedampften Eigenschwingung. In beiden Fillen ordnen

wir der Differentialgleichung fiir to = 0 die Anfangsbedingungen x(0) = 0 und ©(0) = g
zu. Dies bedeutet, die Masse wird in der Ruhelage kurz angestofsen.



Beispiel 0.2 FEine Spule der Induktivitit L und ein Kondensator der Kapazitit C seien
in Reihe geschalten. Dann gilt nach dem 2. Kirchhoffschen Gesetz fiir die Stromstdirke
I(t):

t
.1 .1 .1
LI+ — I dr =0 LI+—71=0 <<= J+—1=0.
+C/ (r) dr — i+ +
0

1
Setzt man wi = o %0 erhdlt man mit

[+W21=0

die Differentialgleichung einer ungedampften Eigenschwingung.
Zusdatzlich sei noch ein Ohmscher Widerstand R in Reihe geschalten. Man erhdlt
R 1

t
. 1 .. .1 . i
LI+ RI+— [ I(r)dr = LI+RI+—=I1=0 I+ —I+—I=0.
+ +C/(r)ro: +R+C = I+71+75
0

Setzt man 20 = %, so erhdlt man mit

[4+200+wil=0

die Differentialgleichung einer geddmpften Eigenschwingung. In beiden Fiillen ordnen
wir der Differentialgleichung fiir to = 0 die Anfangsbedingungen 1(0) = 0 und 1(0) = I
2U.

1. Ungedémpfte Eigenschwingungen
Wir 16sen das Anfangswertproblem 7 + wiz =0, z(0) =0, 2(0) = .

Die charakteristische Gleichung lautet \*> + w§ = 0. Sie besitzt die Losungen Xy =
+wp 7. Somit haben die allgemeine Losung und ihre 1. Ableitung die Form

x(t) = Cy coswyt + Cy sinwypt

#(t) = —Chwp sin wyt + wCy cos wyt

Einsetzen von z(t) und (¢ in die Anfangsbedingungen liefert ein lineares Gleichungsystem
z(0)=C,-1=0

#(0) =Cqy-wp -1 =1y

aus dem man C; = 0 und Cy = %o erhalt.
Wo

Somit ist z(t) = 20 in wot die Losung des Anfangswertproblems.
Wo
2. Gedampfte Eigenschwingungen
Wir 16sen das Anfangswertproblem Z + 207 + w2z = 0, x(0) =0, 2(0) = .

Die charakteristische Gleichung lautet A\* + 26\ + wg = 0. Sie besitzt die Losungen
Ajg = —0 % /0% — w?. Es sind drei Félle zu unterscheiden.
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Der Kriechfall (grofie Ddmpfung) tritt ein, falls 6 > wy gilt. Wir setzen =
/02 — wi. Offensichtlich gilt Q < 4. Fiir § > wy gibt es zwei voneinander verschie-
dene reelle Losungen der charakteristischen Gleichung: \; = —§ + Q < 0 und
Ao = =0 — Q < 0, wobei A\; — Ay = 2Q gilt. Somit haben die allgemeine Lésung
und ihre 1. Ableitung die Form

2(t) = CreMt + Chet?t

.T(t) = )\1016)\115 + )\2026)\2t

Einsetzen von z(t) und (¢ in die Anfangsbedingungen liefert ein lineares Glei-
chungssystem

(0) = MC1 + XaCy = o,

T T
aus dem man C = =9 und Cy = — 2% erhilt.

2Q 2Q
Somit ist x(t) = Qx—é(e’\lt — e die Losung des Anfangswertproblems.

Der aperiodische Grenzfall (mittlere Dampfung) tritt ein, falls 6 = wy gilt. Fiir
0 = wyp gibt es eine reelle Losung der Vielfachheit 2 der charakteristischen Glei-
chung: \; = — < 0. Somit haben die allgemeine L6sung und ihre 1. Ableitung
die Form

.T(t) = (Cl + Cs f}) e 0
l‘(t) = CQ 67& — 5(01 + 02 t) 67&.

Einsetzen von z(t) und #(¢ in die Anfangsbedingungen liefert ein lineares Glei-
chungssystem

z(0)=C,-1=0

#(0) =Cy-1 =00, -1 = iy,

aus dem man Cy = 0 und Cy = z( erhalt.

Somit ist x(t) = dote % die Losung des Anfangswertproblems.

Der Schwingfall (kleine Ddmpfung) tritt ein, falls 6 < wy gilt. Wir setzen w =
\/m. Fiir 0 < wy gibt es ein Paar zueinander konjugiert komplexer Lésungen

der charakteristischen Gleichung: \; = —d+wiund Ay = —) —wi. Somit haben
die allgemeine Losung und ihre 1. Ableitung die Form

2(t) = e (O} coswt + Cy sinwt)
i(t) = —6e (O} coswt + Cy sinwt) + e~ % (—wC} sinwt + wCy cos wt).

Einsetzen von z(t) und #(¢ in die Anfangsbedingungen liefert ein lineares Glei-
chungssystem

#(0) = —6Cy - 1+ Cyw - 1 = iy,

aus dem man C7; = 0 und Cy = o erhalt.
w

T
Somit ist z(t) = e~ sinwt die Losung des Anfangswertproblems.
W



