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Das Nabla-Kalkiil

1. Produkte des Nabla-Operators mit einem Skalarfeld bzw. Vektorfeld

Voraussetzung: Alle betrachteten Funktionen seien zweifach stetig differenzierbar
im betrachteten Bereich.

Definition 1: Seien (z,v,2) die kartesischen Koordinaten eines Punktes P € IR*. Der
Differentialoperator

0 0 0
=i+ —j+—k
v 8x1+8yj+8z

heift Nabla-Operator (Vektorieller Differentialoperator).

Definition 2: Sei U(z,y,z) ein Skalarfeld (SF). Gradient von U(z,y, z) heiBit das
Vektorfeld (VF)

oU
0 0 0 gl'
U, U. U U
oUu

Dz

| SF U = VF gradU grad U = VU |

Definition 3: (Divergenz, Quellenfreiheit)

1. Sei v(r) =v,i+v,j+ v,k ein VF. Divergenz von v(r) heifit das SF
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VF v = SF divv divv =(V,v)

2. Ein VF v mit der Eigenschaft div v(z,y,2z) =0 V (z,y,2) € D heifit quellenfrei.

3. Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Fliissigkeitsstromung, so bedeutet
div v in einem Punkt die lokale Quelldichte in diesem Punkt.

Definition 4: (Rotation, Wirbelfreiheit)

1. Sei v(r) ein VF. Rotation von v(r) heifit das VF
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’ VF v — VF rotv rotv=V xv ‘

2. Ein VF v mit der Eigenschaft rot v(z,y,2) =0 V (z,y, 2) € D heifit wirbelfrei.

3. Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Fliissigkeitsstromung, so bedeutet
rot v die Wirbeldichte des VF v.

Definition 5: Ein VF v heiit konservatives Feld oder Potenzialfeld (PF), wenn ein
SF U exisiert, so dass gilt: v = grad U. Dies ist gleichbedeutend mit
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Dabei heifit U das Potenzial von v.
2. Nabla-Rechnung

Eigenschaften des Gradienten

1° V(U + Uz) = VU, + VU

2° VINU)=AVU VAielR

3° V(U Uy) = UV U, + UsVU,

4° Vf(U) = f(U) VU fiir die mittelbare Funktion f(U(z,y, 2))

Eigenschaften der Divergenz
1V, (v+w)) =(V,v) +(V,w)

22 (V,(Av)) = A(V,v) VIeR

3° (V,(Uv)) =U(V,v) + (v, VU)
Beachte: (V,v) = div v ist ein SF, aber (v, V) ist ein Operator.

4° (V, (v x w)) = (w, rot v) — (v, rot w)
Eigenschaften der Rotation

I°Vx(v+w)=VXxv+VXxw
2° Vx (Av)=X(V xv) VieR
3 Vx(Uv)=U((Vxv)—vx(VU)

Zweifache Anwendung des Nabla-Operators

1° div(rot v) = (V,V x v) = 0 = Jedes Wirbelfeld w = V x v ist quellenfrei.
2° rot(grad U) = V x VU = © = Jedes PF v = VU ist wirbelfrei.

Die Kombinationen grad (grad U), div (div v), grad (rot v) und rot (div v) sind
nicht definiert.



