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Skalar- und Vektorprodukt

Wiederholung der Definitionen und Eigenschaften

Definition: Skalarprodukt (SK) oder inneres Produkt zweier Vektoren a und b
heißt der Skalar

〈a,b〉 = |a||b| cos α

mit α = ∠ (a,b). Speziell heißt 〈a, a〉 Skalarquadrat.

Ist a = Θ oder b = Θ, so setzt man 〈a,b〉 = 0. Ist a 6= Θ und b 6= Θ, so gilt:

〈a,b〉 ist


> 0, falls 0 ≤ α < π

2

= 0, falls α = π
2

< 0, falls π
2

< α ≤ π.

Eigenschaften des SK

(1) 〈a,b〉 = 0 ⇐⇒ a ⊥ b Das Zeichen ⊥ bedeutet, dass a und b senkrecht aufeinander
stehen.

(2) a,b gleich gerichtet =⇒ 〈a,b〉 = |a||b|

(3) a,b entgegengesetzt gerichtet =⇒ 〈a,b〉 = −|a||b|

(4) Für a = b folgt aus der Definition 〈a, a〉 = |a| |a| cos 0 = |a|2. Daraus folgt |a| =√
〈a, a〉.

(5) 〈a,b〉 = 〈b, a〉.

(6) 〈(a + b), c〉 = 〈a, c〉+ 〈b, c〉

(7) 〈(λa),b〉 = 〈a, (λb)〉 = λ〈a,b〉 λ ∈ R

(8) Das SK ist nicht assoziativ, da die Produkte 〈〈a,b〉, c〉 und 〈a, 〈b, c〉〉 nicht defi-
niert sind.

(9) Für die Einheitsvektoren i, j, k gilt:

〈i, i〉 = 〈j, j〉 = 〈k,k〉 = 1
〈i, j〉 = 〈j,k〉 = 〈k, i〉 = 0
〈j, i〉 = 〈k, j〉 = 〈i,k〉 = 0.

Daraus folgt für das SK in Koordinatenschreibweise:

〈a,b〉 = 〈ax i + ay j + az k, bx i + by j + bz k〉 = ax bx + ay by + az bz.
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Definition: Vektorprodukt (VP) zweier Vektoren a und b im Raum heißt ein Vektor
v (Bezeichnung: v = a× b) mit folgenden Eigenschaften:

1. |v| = |a||b| sin α,

2. v ⊥ a und v ⊥ b,

3. a, b, v bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem, falls |v| 6= 0.

Eigenschaften des VP

(1) a× b = Θ ⇐⇒ a und b gleich oder entgegengesetzt gerichtet.

(2) Speziell ist a× a = Θ.

(3) a ⊥ b =⇒ |v| = |a× b| = |a||b|

(4) a× b = −b× a Das VP ist nicht kommutativ, sondern alternativ.

(5) (a + b)× c = a× c + b× c

(6) (λa)× b = a× (λb) = λ(a× b) λ ∈ R

(7) Das VP ist nicht assoziativ. Die Produkte (a× b)× c und a× (b× c) existieren
und sind jeweils wieder Vektoren. I.Allg. gilt aber die Gleicheit nicht.

(8) Für drei aufeinander senkrecht stehende und ein Rechtssystem bildende Einheits-
vektoren i, j, k gilt:

i× i = j× j = k× k = Θ
i× j = −j× i = k
j× k = −k× j = i
k× i = −i× k = j.

Daraus folgt für das VP in Koordinatenschreibweise:

a× b = (ax i + ay j + az k)× (bx i + by j + bz k)

= (ay bz − az by) i + (az bx − ax bz)j + (ax by − ay bx)k

=

∣∣∣∣ ay az

by bz

∣∣∣∣ i +

∣∣∣∣ az ax

bz bx

∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣ ax ay

bx by

∣∣∣∣ k =

∣∣∣∣∣∣
i j k
ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣ .

1. Eine konstante Kraft F wirke längs eines Weges S. Zu bestimmen ist die Verschie-
bungsarbeit W . Unterscheiden Sie dabei die Fälle

(1) S und F gleichgerichtet.

(2) S und F bilden einen Winkel α 6= 0.

2. Ein starrer Körper K sei um eine feste Achse z drehbar, im Punkt P dieses Körpers
greife eine Kraft F an. Ferner sei a ein Vektor mit dem Anfangspunkt in 0 und
dem Endpunkt P . Zu bestimmen ist das Drehmoment M . Unterscheiden Sie dabei
die Fälle

(1) F ⊥ a

(2) F und a bilden einen Winkel α 6= π
2
.
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