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1 Komplexe Zahlen

1.1 Einfiihrung und Darstellungsformen komplexer Zahlen

Wir betrachten Zahlenmengen, in welchen zwei Operationen, die Addition und die Mul-
tiplikation, eingefiihrt sind, und untersuchen Gleichungen auf ihre Losbarkeit.

1. Menge der natiirlichen Zahlen Ny = {0,1,2,3,...} bzw. N={1,2/3,...}.
Es gilt: a,be N=a+beNunda-b e N.
Die Gleichung x + 7 = 3 ist in N nicht 16sbar.
2. Menge der ganzen Zahlen Z = {..., -3, -2, —1} UNy.
Esgilt: a,beZ —=a+beZ,a-beZund a—b € Z.
Die Gleichung 3z = 7 ist in Z nicht l6sbar.

3. Menge der rationalen Zahlen Q = {% ‘ a€Z,be7Z\{0}, ggT(a,b) = 1}. Jede

rationale Zahl ldsst sich als endlicher oder unendlicher periodischer Dezi-
malbruch darstellen.

Esgilt: a,b e Q= a+b€Q, a-beQ, a—bE@und%E@(b;ﬁO).
Die Gleichung z? = 2 ist in Q nicht 16sbar.

4. Menge der reellen Zahlen (Menge aller Dezimalbriiche) R = Q U R,
wobei R;,,. die Menge aller irrationalen Zahlen (aller nichtperiodischen un-
endlichen Dezimalbriiche) bezeichnet. Z.B. sind \/5, \/g, 7 irrationale Zahlen.

Es gilt: a,beR—a+beER, a-beR, a—beRund%ER(b#O).

(Absoluter) Betrag |a| einer reellen Zahl a heiit der Abstand des diese Zahl
darstellenden Punktes auf der Zahlengeraden vom Nullpunkt, d.h.

a, falls a>0
la| = 0, falls a=0
—a, falls a < 0.

In R sind zwei verschiedene Zahlen stets vergleichbar, d.h, es gilt

a,beRNa#b = (a<b)V(a>Db),
a<b < a<bVa=0b,
a>b < a>bVa=Vb.

Die Gleichung 22 + 1 = 0 ist in R nicht Iésbar.

Fiir die betrachteten Zahlenmengen gilt: N C Ny C Z C Q C R. Die Zahlengerade ist
durch Zahlen aus R liickenlos ausgefiillt, d.h., falls es eine Zahl gibt, die die Gleichung
?+1=0

erfiillt, so kann diese Zahl nicht auf der Zahlengeraden liegen. Wir fiihren eine neue Zah-
lenmenge ein, deren Elemente geordete Paare reeller Zahlen sind, namlich die



5. Menge der komplexen Zahlen C = {z|z = (a,b) | a,b € R}. Die Elemente der
Menge C stellen Punkte in der Gauflschen Zahlenebene dar. Ein Koordinaten-
system in der Gauflschen Zahlenebene ist durch eine reelle und eine imaginére
Achse gegeben.

.z =(a,b)

Y

Zwei wichtige Teilmengen sind

a) C. = {z]z = (a,0)|a € R} C C - die Menge aller Punkte auf der reellen
Achse,

b) C; ={z]z=(0,b)|b € R} C C - die Menge aller Punkte auf der imaginéren
Achse.

Wir betrachten zwei komplexe Zahlen z; = (a;, b;) (i = 1,2) und und fithren den
Begriff der Gleichheit sowie die Operationen Addition und Multiplikation ein:

Gleichheit: z; = 25 <= a; = as A by = by (das Symbol A bedeutet: und),
Addition: z = 2z + 20 = (a1 + ag, b1 + bs) V21,22 € C (das Symbol V bedeutet:
fiir alle),

Multiplikation: z = zy - 20 = (ayas — bibg, a1by + ashy) V21,29 € C.

Speziell gilt fiir Elemente der Menge C,.:

(a170) - <a270) — ap = as,
(&1,0) + (GQ,O) = (a1 +G2,0),
(0'17 0) ' ((12, O) = (a1a25 O)a
d.h. Gleichheit und die Operationen Addition und Multiplikation entsprechen
der Gleichheit und den Operationen Addition und Multiplikation in R. Deshalb

kann man (a,0) = a und C, = R setzen. Die Zahl (1,0) = 1 nennt man reelle
Einheit, wiahrend die Zahl (0,1) =: i imaginére Einheit heifit. Es gilt nun

i-i = (0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1,
d.h., es gilt (0,b) = bi (das geordnete Paar (0, b) ist gleich dem Produkt der reellen

Zahl b mit der imagindren Einheit i). Die Menge C; besteht also aus allen rein
imagindren Zahlen.

~—



Es ist also

a = (a,0) eine Darstellung einer reellen Zahl als geordnetes Paar und

bi = (0,b) eine Darstellung einer rein imaginiren Zahl als geordnetes Paar.

Somit erhélt man aus der Darstellung einer komplexen Zahl als geordnetes Paar die
kartesische oder algebraische Darstellung einer komplexen Zahl:

z=(a,b) = (a,0) + (0,b) =a+bi=a+1ib.

Dabei heifit a der Realteil und b Imaginérteil von z.
Bezeichnungen: a = Re z b=Imz.

(Absoluter) Betrag |z| einer komplexen Zahl z heifit der Abstand des diese Zahl
darstellenden Punktes in der Gauflschen Zahlenebene vom Koordinatenursprung, d.h.

|z| = Va? + b =:r.

Fiir b = 0 erhédlt man r = |a|, den Betrag einer reellen Zahl.

Bezeichnet man den Winkel, den die Strecke Oz mit der positiven Richtung der reellen
Achse einschliefit, mit ¢ = arg z, so gilt

a = 71Cosp, b = rsinp,
b

r = Va?+b?, tanp = —, falls a#0,
a

o = g falls a=0 und b>0, go:g;, falls a=0 und b<O.

Fiir a # 0 und b # 0 ist durch die Vorzeichen dieser reellen Zahlen eindeutig festgelegt,
in welchem Quadranten z liegt.

Man nennt (r, ) auch die Polarkoordinaten eines Punktes z in der Ebene.
Folglich erhélt man aus der algebraischen Darstellung einer komplexen Zahl mit
a # 0 oder b # 0 die trigonometrische Darstellung einer komplexen Zahl:

z=a+ib=r(cosp+1isiny).

Fira = b = 0, d.h. z = (0,0) ist » = 0 und arg z unbestimmt. Die Zahl z = (0,0) ist
die einzige komplexe Zahl mit unbestimmtem Argument. Fiir z # (0,0) besitzt arg z
unendlich viele Werte. Der Wert von arg z, fiir den 0 < arg 2z < 27 gilt, heifit Hauptwert
von arg z. Alle iibrigen Werte gehen aus dem Hauptwert durch Addition von 2knm k € Z
hervor.

Mit Hilfe der Eulerschen Formeln e = cos ¢=i sin ¢ erhilt man aus der trigonome-
trischen Darstellung einer komplexen Zahl z # (0,0) die Exponentialdarstellung
einer komplexen Zahl:

z =r(cosp +1isinp) =7 exp(ip) = re'¥.

Wir unterscheiden also vier Darstellungsformen komplexer Zahlen:



1
2

(1) z = (a,b) die Darstellung als geordnetes Paar reeller Zahlen a und b,
(2)
(3) z=r(cosp +isiny) die trigonometrische Darstellung fiir z # (0,0),
(4)

z=a-+bi=a+1ib die algebraische Darstellung,

4) z =r exp(ip) =re'¥* die Exponentialdarstellung fiir z # (0,0).

Beispiel 1.1 Fir die komplexe Zahl z = (1,v/3) erhdlt man

in der algebraischen Form z =1+1i+v/3 Rez=1, Imz=+/3,
in der trigonometrischen Form z = 2 (cos g + 1 sin g) r=2, ¢= g,
in der Exponentialform z = 2 exp <i g) =2el3.
Spezielle komplexe Zahlen: Sei z = a + ib. Dann heifit
1. Z = a —ib konjugiert komplexe Zahl von z,
2. —z = —a — ib entgegengesetzte Zahl von z,
3. —z = —z = —a-+ib entgegengesetzte zur konjugiert komplexen oder konju-

giert komplexe zur entgegengesetzten Zahl von z.

—a+ib=—%. .z=a+1b

Y

—a—1b=—2z . .Z=a—1b

Im Unterschied zu R sind in C zwei verschiedene komplexe Zahlen nicht vergleichbar.
Ein Vergleich zweier komplexer Zahlen ist nur iiber die Betridge moglich.

1.2 Rechenoperationen in C

Zur bequemen Ausfithrung von Rechenoperationen der 1. bis 3. Stufe wurden die Darstel-
lungsmoglichkeiten (2) bis (4) eingefiihrt.

1. Rechenoperationen der 1. Stufe

Addition und Subtraktion (Ausfiihrung zweckmiBig in algebraischer Darstel-
lung (2))



Zwei komplexe Zahlen werden addiert (subtrahiert), indem man die Realteile
und die Imaginirteile jeweils fiir sich addiert (subtrahiert):

21 + Z9 = (Cll +1b1> + (a2 -+ lbg) = (a1 + CLQ) +1(b1 + bg)
2. Rechenoperationen der 2. Stufe
Multiplikation (Ausfiihrung in den Darstellungen (2) bis (4) moglich)

(2) Zwei komplexe Zahlen in algebraischer Darstellung werden multipliziert,
indem man die Faktoren gliedweise ausmultipliziert:

Z1 Ry = (CLl + lbl) . (CLQ —|—1b2) = (a1a2 — blbg) +i(a1b2 + CLle).

(3) Zwei komplexe Zahlen in trigonometrischer Darstellung werden multipli-
ziert, indem man die Betridge multipliziert und die Argumente addiert:

2129 = 11 (cospr +1singy) -1y (cosps + 1 singy)

179 (cos(p1 + ¢2) +isin(p; + ¢2)).

(4) Zwei komplexe Zahlen in Exponentialdarstellung werden multipliziert, in-
dem man die Betridge multipliziert und die Argumente addiert:

z1-2z9 =r1exp(ipr) - raexp(iys) = riraexp(i (o1 + 2)) = 172 ol (P1H92)
Division (Ausfithrung in den Darstellungen (2) bis (4) moglich)

(2) Zwei komplexe Zahlen in algebraischer Darstellung werden dividiert, in-
dem man den Quotienten mit der zum Divisor konjugiert komplexen Zahl
erweitert (Reellmachen des Nenners) und die erhaltenen Faktoren im Zahler

ausmultipliziert:
é B a1+ib1_(a1+ib1)(a2—ib2)
Z9 a9 +1b2 (0/2 +ib2)(a2 — lbg)
_arag +biby . ashy —arbs
a3 + b3 a3 + b3

(3) Zwei komplexe Zahlen in trigonometrischer Darstellung werden dividiert,
indem man die Betrége dividiert und die Argumente subtrahiert:

21 ri(cospr +isingr) 7 (cospr +1sing)(cosps —1i sings)
2Ty (cos py +1isingy) Ty (cos g 41 8in ¢y (cos o — 1 sin ps)
71 [ COS (1 COS g + sin Yy SNy . SIN Y1 COS Yy — COS Y1 SIN P9
T on ( cos? g + sin® @, i cos? g + sin® g, )
r

= r—l (cos(p1 — p2) +1i sin(p1 — ).
2

(4) Zwei komplexe Zahlen in Exponentialdarstellung werden dividiert, indem
man die Betrige dividiert und die Argumente subtrahiert:

21 rmexplipn) —m 1 i

= -2 i(p — — L pllpr—ea)
2o roexp(ips) T exp(i(p1 = ¢2)) Ty ¢



Beispiel 1.2 2z, = a1 +ib; 29 =1 < also ist ro = 1 und py = g )

212y =21 -1=—by +1ia; =ri(—sing; +1i cosy;) = ryexp (i <g01+g>>
<1 <1 . . . . m
—:f:bl—lal:Tl(SlnSOl—ICOS(pl):TleXp <1 <801__>>

29 1 2

. Rechenoperationen der 3. Stufe
Potenzieren (Ausfithrung in den Darstellungen (2) bis (4) moglich)

Sei n € N. Wir definieren 20 :=1, 2" :=2z""1.z.

(2) 2" = (a+1ib)" - Das Binom ist auszumultiplizieren.
(3) 2" = (r(cosp +1isinp))” =" (cos(ny) +1 sin(ng)) - Formel von Moivre.
(4) 2" =7r" exp(inp).

Radizieren (i. Allg. nur in Darstellung (3) und (4) moglich)

In R gilt: Fiir jedes § > 0 und jede natiirliche Zahl n > 2 existiert genau eine
reelle Zahl a > 0, so dass o™ = [ gilt.

In C gilt: Fiir jedes z # (0,0) und jede natiirliche Zahl n > 2 existieren stets
n verschiedene komplexe Zahlen wy,w;,...,w,_1, so dass w} = z fiir k =
0,1,...,n—1 gilt.

Berechnungsformeln fiir die n komplexen Wurzeln:

2k 2k
n

n

(4) wk:W:Wexp(i<M>> k=01, ,n—1.

n

Der Wert fiir £ = 0 heifit Hauptwert von /z, falls 0 < ¢ < 27 gilt.
Logarithmieren (in Darstellung (4) moglich)

(4) Inz = In(r exp(i (¢ + 2k7))) = Inre! @2 = Inyr +i(p + 2kn) k€ Z.

Der Logarithmus einer komplexen Zahl besitzt unendlich viele Werte. Der Wert

fiir £ = 0 heifit Hauptwert von In z, falls 0 < ¢ < 27 gilt.

Beispiel 1.3 (Rechenoperationen der 3. Stufe)

(1) Die binomische Gleichung w™ =1 besitzt die Wurzeln

2k 2k
wk:%:cos(—ﬁ)+isin(—ﬂ) k=0,1,...,n— 1.
n

n

(2) Die Gleichung w™ = —1 besitzt die Wurzeln

2k 2k
wp = U1 :COS(er 7r>+isin(7r+—7r) k=0,1,....n—1.
n

n

(3) In(—=1) =Inl+1i(m+ 2kmw) =i(w + 2kw) Hauptwert: im
(4) w?+1 =0 besitzt die Losungen wo = +i und wy = —i.
(5) 2% — 22 +2 =0 besitzt die Losungen 2o =1+1 und z; =1 — 1.



2 Reelle Funktionen einer reellen Variablen

2.1 Der Funktionsbegriff
Definition 2.1 (Funktion, Definitionsbereich, Wertebereich)

1. FEine Vorschrift f, die jedem Element x einer Menge X in eindeutiger Weise ein
Element y einer Menge Y zuordnet (d.h. jedem z € X wird genau ein Element
y € Y zugeordnet), heifft Funktion.

2. Die Menge X heifst Definitionsbereich D(f) der Funktion f, wéihrend die Menge
W(f)={veY |3z e D(f):y=f(x)} Y Wertebereich von f genannt wird
(das Symbol 3 bedeutet: es existiert ein).

3. Gilt X CR undY C R, so spricht man von reellen Funktionen einer reellen
Variablen. Dabei heif$t x unabhéngige Variable und y abhéingige Variable.

4. Sei X CR undY C R. Die Menge aller Punkte {(x, f(z)) |z € D(f)} in der Ebene
heifst Graph der Funktion f. Diese Punktmenge stellt eine Kurve in der Ebene dar.

Wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung kénnen wir schreiben: y = f(x) =z € D(f).
Fehlt bei Vorgabe einer Funktion die Angabe tiber D(f), so verstehen wir unter D(f) die
Menge aller z € R, fiir die f sinnvoll ist (maximal moglicher Definitionsbereich).

Der Definitionsbereich einer Funktion besteht héufig aus allen zwischen zwei reellen
Zahlen a und b liegenden Zahlen. Eine solche Zahlenmenge wird als Intervall bezeichnet.

Definition 2.2 FEs gelte a,b € R mit a < b. Dann heifit

[a,b] = {z]zeRAa<z<b} abgeschlossenes Intervall in R,
Ja,b| = {r|lreRANa<z<b} offenes Intervall in R,

[a,b] = {z]zeRANa<z<b} rechtsoffenes Intervall in R,
Ja,b] = {r|zeRAa<z<b} linksoffenes Intervall in R.

Die beiden letztgenannten Intervalle heiffen auch halboffene Intervalle in R. Die Punkte
a,b heiffen Randpunkte dieser Intervalle.

Die Fille a = —oo oder b = +o0o sind zuldssig. Man spricht dann von unbeschrinkten
Intervallen. Gilt a = —oo und b = 400, so ist ]| — 0o, +00 [= R.

Die Punktmenge U.(a) =] a — €,a + ¢ | heifit e-Umgebung des Punktes a.

Beispiel 2.1 Die innere Energie U eines idealen Gases ist temperaturabhdngig, d.h. U
ist eine Funktion der (absoluten) Temperatur T'. Es gilt:

U=U(T)=Cy T+ const. T e D).

Dabei ist Cy, die Molwdrme bei konstantem Volumen, die Temperatur 'l die unabhingige
und die innere Energie U die abhéngige Variable.

Darstellungsmoglichkeiten reeller Funktionen:



Verbale Darstellung

Darstellung durch eine Tabelle von Messwerten (empirische Funktion)

Grafische Darstellung durch eine Kurve in der Ebene (Graph von f)

Analytische Darstellung:

1° Explizite Darstellung: y = f(x) z € D(f)
2° Implizite Darstellung: F'(z,y) = 0.

Definition 2.3 Erfillt die Funktion y = f(z) « € D(f) die Gleichung
F(z,y) =0, (2.1)
=0

d.h. gilt F(x, f(x)) = 0 fir alle € D(f), so heifit y = f(z) eine durch F(x,y)
implizit definierte Funktion von .

Beispiel 2.2 FEin ideales Gas wird durch drei Zustandsvariable p (Druck), V (Volumen)
und T (Temperatur) beschrieben, d.h. es gilt die Zustandsgleichung pV = RT (fiir 1 Mol,
wobei R die allgemeine Gaskonstante ist, die fir jedes Gas einen bestimmten Wert hat).

e Bei isothermen Zustandsinderungen (d.h. die Temperatur T bleibt konstant) ist der
Druck p eine Funktion des Volumens V :
RT const
p=p(V)=—+

v = v = pV = const  Boyle-Mariottesches Gesetz.

e Bei isochoren Zustandsinderungen (d.h. das Volumen V' bleibt konstant) ist der
Druck p eine Funktion der Temperatur T':

R

p=p(T) = A T = const-T' = % = const  Gay-Lussacsches Druckgesetz.
0

e Bei isobaren Zustandsinderungen (d.h. der Druck p bleibt konstant) ist das Volumen
V' eine Funktion der Temperatur T':

R V
V=V({T)=—T= const- T = ™= const  Gay-Lussacsches Volumengesetz.
Do

Beispiel 2.3 (Implizit definierte Funktionen)

(1) Durch (2.1) kénnen mehrere Funktionen implizit definiert sein, z.B. sind durch
F(r,y) =2 +y*—1=0,
zwer Funktionen implizit erkldrt, die hier auch explizit darstellbar sind:
y = filz)=+V1-—2a? z € D(f1) =[-1,+1],
y = flz)=—vVi—a? zeD(f)=I[-1+1]
(2) Durch (2.1) ist nicht notwendig eine Funktion implizit definiert, z.B. ist durch
F(r,y) =2 +y*+1=0,
keine Funktion implizit erkldrt.

(3) Flx,y) =y —x —esiny =0 (0 <e < 1) Es ist keine explizite Darstellung der
Form y = f(z) mdglich.



2.2 Eigenschaften reeller Funktionen
Definition 2.4 (Beschrinktheit, Monotonie, Periodizitét)

1. f heifit auf D(f) beschriankt gdw 3¢ > 0:|f(z)] <c¢ Ve D(f),
2. f heifft auf D(f) konstant gdw J3a >0: f(x)=a VYa e D(f),
3. f heiffit auf D(f) monoton wachsend gdw f(x1) < f(x2) VY x1,29 € D(f) mit

T < To,

4. f heifit auf D(f) monoton fallend gdw f(x1) > f(x2) V z1,29 € D(f) mit
T, < T9,

5. f heifit auf D(f) streng monoton wachsend gdw f(x1) < f(xg) VY x1,29 € D(f)
mit x1 < Xo,

6. [ heift auf D(f) streng monoton fallend gdw f(x1) > f(x2) V x1,29 € D(f)

mit 1 < To,
7. f heifst auf D(f) periodisch mit der Periode p # 0 gdw

1° ze€ D(f) = x+pe€ D(f),
2° flz+p)=flx) YVazeD),
. [ heifit auf D(f) gerade gdw
1° z € D(f) = —x € D(f),
2 f(—z) = f(z) YD),
. [ heif$t auf D(f) ungerade gdw

Co

©o

1° ze€ D(f) = —x € D(f),
2° f(=z)=—f(z) VzeD(f),
10. f1 = fo gdw
1° D(f1) = D(f2),
2° fi(z) = fo(x) Ve D(fr)
Beispiel 2.4 Se:
fii fite)=a  zeD(fi)=[-1,1] for fole)=a  z€D(f)=[0,5].
Dann ist f1 # fs.
Definition 2.5 Seiy = f(x) x € D(f) eine Funktion, d.h., sie ordnet jedem Element

x € D(f) = X genau ein Elementy € W(f) CVY zu. Gilt auch die Umkehrung, d.h.,
gehort zu jedem Element y € W (f) genau ein Element x € X, so heifit die Abbildung

f=D(f) = W(f)

eineindeutig und die Funktion f besitzt eine Umkehrfunktion, die mit f = bezeichnet
wird.



Berechnung der Umkehrfunktion

1° Man 16st die vorgegebene Funktionsgleichung y = f(z) nach der unabhingigen
Variablen = auf (diese Auflésung muss eindeutig moglich sein). Die so erhaltene
Funktion = = f~!(y) ist die Umkehrfunktion von y = f(z).

2° Durch formales Vertauschen der beiden Variablen in der Gleichung x = f~'(y)
erhilt man y = f~1(x).

Z.B. gilt fiir eine streng monoton wachsende Funktion f mit D(f) = [a,b] a < b:

analyt. D. | Definitionsbereich Wertebereich

y=/f) | D(f)={rcRla<z<b} W(f) ={y eRl|f(a) <y < f(b)}
r=["'(y) | D) =W(f) W(f~) = D(f)

y=[f"x) | D*(f ) ={z eR|f(a) <z < f(O)} | W(f ) ={yeRla<y<b}

Die Funktionen y = f(x) und z = f~!(y) besitzen denselben Graphen. Der Graph von
y = f~1(z) stellt eine Spiegelung des Graphen von x = f~!(y) an der Geraden y = x dar.
Dabei geht D(f) = W (™) in W*(f~1) und W(f) = D(f~') in D*(f~') iiber.

A y=x

Y

Beispiel 2.5 (Existenz einer Umkehrfunktion)

(1) y=flx)=2® D(f)=R,  W(f)={yeR|0<y<oo}={yeR][y=>0},
f ist nicht eineindeutig, es existiert keine Umkehrfunktion.

(2) y=filz)=2> D(fi)={zeR|z >0},  W(fi)={yeR|y =0}
f1 ist eineindeutig, es eristiert eine Umkehrfunktion

y=fi'@)=+ve D'(fi')={zreRlz>0}, W' (fi')={yeR|y>0}

(3) y=fo(z) =2® D(fs)={zeR|z <0},  W(f)={yeR[y=0}
f2 ist eineindeutig, es eristiert eine Umkehrfunktion

y="Ff'(@)=—vr D'(fy)={zreRlz>0}, W' (fy")={yeR|y <0}
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(4) y=flx)=2> D(f)=R,  W(f)=R,
f st eineindeutig, es existiert eine Umkehrfunktion

/3 fir x>0
—(=a)/* fir <0

y=[f"(z)= D(fH=R, W(f)=R

In diesem Fall ist die Funktion f und auch ihre Umkehrfunktion f~! streng
monoton wachsend.

Theorem 2.1 Jede streng monotone Funktion f einer reellen Variablen besitzt ei-
ne Umkehrfunktion !, die ebenfalls streng monoton ist. Ist f streng monoton
wachsend (fallend), so ist auch f~! streng monoton wachsend (fallend).

Definition 2.6 Es seien x = g(t) t € D(g) undy = f(z) x € D(f) Funktionen, die
der Eigenschaft W (g) C D(f) geniigen. Dann heifit
(fog)t)=f(g(t)) :=h(t) te D(g) (f o g wird gelesen f von g)

mittelbare (verkettete) Funktion.

Beispiel 2.6 (Mittelbare Funktionen)

(1) 2= g(t) = V35 D(g)z{teR)tZ—g}, W(g) = {x €R|z > 0},

y=f(x)=cosz D(f)=R,, W(f)={yeR|-1<y<1}.
Es gilt: W(g) C D(f).
Fine mittelbare Funktion f(g(t)) existiert und hat die Gestalt:
y = cos(v3+2t) = f(g(t)) te€ D(g).

(2) Die Bedingung W (g) C D(f) ist wesentlich:
x=g(t) =sint D(g) =Ry, W(g)={zeR| —1<az<1},
y=f@) =tz D(f)={z€R[z>0}, W(f)=R,
Es gilt: W(g) € D(f).

Fine mittelbare Funktion f(g(t)) ist nicht erklart. Abhilfe: Bildung einer Ersatz-
funktion

x = g1(t) = sint mit D(g1) = {t € R|0 <t < w} C D(g). Fiir den Wertebereich
gilt nun W(g) ={x e R|0 <z < 1}.

Somit ist wegen W(g1) C D(f) eine mittelbare Funktion f(¢1(t)) korrekt erkldrt.
Sie hat die Gestalt: y = f(g1(t)) = hi(t) = Insint ¢t € D(g1).

Die im Weiteren behandelten Klassen der rationalen und der nichtrationalen Funktio-
nen sowie ihre Verkettungen nennt man elementare Funktionen. Alle anderen Funk-
tionen heiflen nichtelementare Funktionen.

Beispiel 2.7 (Nichtelementare Funktionen)

11



Wy=1@=ll={ T T2 pin-w
@y ={ g frrme b =ba W =01

Die Funktion x(x) heifft Dirichlet-Funktion. Sie ist grafisch nicht darstellbar.

(8) Fiir die so genannten Besselfunktionen ist eine analytische Darstellung durch eine
Formel nur in Spezialfillen méglich.

2.3 Rationale Funktionen

2.3.1 Ganze rationale Funktionen
Definition 2.7 (Ganze rationale Funktion, Nullstellen)

1. Eine Funktion der Gestalt
Pu(®) = apa™ +ap 12" 4+t arz+ ag D(p,) =R. (2.2)

heifit ganze rationale Funktion oder Polynom.

Die reellen Zahlen a,(# 0),a,_1,...,a0 heiffen Koeffizienten, die Zahl n € Ny
heifst der Grad des Polynoms.

2. Gilt p,(zo) = 0 fiir eine reelle oder komplexe Zahl zq, so heifit xy Nullstelle
(NS) oder Wurzel des Polynoms p,(x). Gilt xy € R, so ist zo € D(py,)-

Beispiel 2.8 (Ganze rationale Funktionen)

(1) n=0, y =po(z) = ag - konstante Funktion
(2) n=1, y=pi(x) =arx + ag - lineare Funktion

()

(z)

(3) n =2, y=mpo(xr) = ayx® + ayx + ag - quadratische Funktion

(4) n=3, y=ps(x) =azz®+ ...+ ag - Polynom 3. Grades
()

(5) n=4, y=ps(r) = agx* + ... + ap - Polynom 4. Grades

Der Graph einer quadratischen Funktion heiit Parabel. Fiir a; > 0 ist diese nach oben
geoffnet, fiir as < 0 nach unten. Der Scheitel der Parabel besitzt die Koordinaten

2
L
($S7p2<$5)) - ( 2a27a‘0 4(12).

Theorem 2.2 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom p,(z) mit komple-
xen Koeffizienten lisst sich als Produkt von n Linearfaktoren in der Form

po() = an (x— 1) (x —29) ... (T — ) (2.3)

darstellen, wobei die x; (i = 1,...,n) i. Allg. komplexe Zahlen sind, d.h. ein Poly-
nom n-ten Grades kann hochstens n verschiedene NS besitzen.

12



Eigenschaften von NS fiir Polynome mit reellen Koeffizienten

1° Besitzt ein Polynom mit reellen Koeffizienten eine komplexe NS der Gestalt
r1 =a+1b, so ist auch Ty = a —ib NS dieses Polynoms. Dann ist

(x—21) (x —77) =2 — 2ax + (a®> + b*) = 2° + pr+q mit p=—2a,q=a®+b"

2° Jedes Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten besitzt mindes-
tens eine reelle NS.

Definition 2.8 Ist das Polynom p,(z) vom Grade n in der Form

pu() = (x = 20)" poi(2)

darstellbar, wobei p,_(xq) # 0 ist und p,_x den Grad n—k besitzt, so heifit xy k-fache
NS (NS der Vielfachheit k) von p,(zx).

Beispiel 2.9 (NS von Polynomen)

(1) ps(x S 4?2 —x—1 xo = 1 ist einfache NS, x; = —1 ist zweifache NS,
ps(x :(:v—l)(x+1)(:v+1) =(z—1)(z+1)?

(z) =
()
(2) ps(x)
(z) =

- 4+r—1 xo = 1 ist einfache NS,

p3(x (x—1D(x+i)(z—1)=(r—1)(z*+1)

Darstellung von (2.2) durch ausschlief$lich reelle Terme:
() = ap (x —2)" (2 —20)2 (2 — 2 ) (2 +prr+ ) (P per )T (24)

Dabei be81tzen die Polynome v’ +pix+q (i =1,...,r) keine reellen NS, d.h. p? —4¢; < 0
und es gilt: Z k; —1—22 lj =n.

=1 7j=1
NS von Polynomen hoéheren Grades berechnet man mit dem Taschenrechner.
2.3.2 Gebrochen rationale Funktionen
Definition 2.9 (Gebrochen rationale Funktion, Pol)
1. Der Quotient zweier ganzer rationaler Zahlen, in welchem Zihler- und Nen-

nerpolynom teilerfremd sind, (d.h. die Polynome besitzen keine gemeinsamen
NS), heifst gebrochen rationale Funktion.

flz) = Pm(T) by @™ 4 b ™ 4+ by + by

= 2.5
() Ap T + A1 2" 1 4+ ...+ a1 x + ag (2:5)

mit D(f) = {x € R|py(x) # 0} und a;,b; e R (i=0,...,n; 7=0,...,m).

2. Eine gebrochen rationale Funktion f(x) heiffit echt (unecht gebrochen),
wenn m < n (m > n) ist. Die Zahl max(m,n) heiffit Grad von f(x).

13



3. Besitzt p,(x) an der Stelle xy eine reelle NS der Vielfachheit k, so heifit zo ein
Pol k-ter Ordnung der gebrochen rationalen Funktion f(z).

Beispiel 2.10 (Gebrochen rationale Funktionen)

~ (x—1)(z—2)
_Z €Tr) =

(1) f(x) (x+2)(z —2)
Besitzen Zihler- und Nennerpolynom gemeinsame NS, so werden sie durch tei-

lerfremde Polynome ersetzi:
(z—1)

D(f) = {z € R|z # £2}.

(2) flz) =z D(f) =R\{0} neN,
f(z) =z7*" m €N ist eine gerade Funktion,
f(z) = 2=Cm+Y) m € Ny ist eine ungerade Funktion.
1
(3) ) = 1o DU)=R

Die Funktion f(x) ist beschrdnkt mit ¢ = 1.

)t = fa) = L 2a=)

" k32a2(a — 2)?
nung (trimolekular). Dabei bezeichnet a die Anfangskonzentration, x die Konzentra-
tion des entstehenden Stoffes zur Zeit t und ks die Geschwindigkeitskonstante der
Reaktion.

D(f) = {x|x # a} beschreibt eine Reaktion 3. Ord-

Eigenschaften gebrochen rationaler Funktionen

1° Jede unecht gebrochene rationale Funktion ldsst sich mittels Partialdivision
in eine Summe, bestehend aus einem Polynom und einem echt gebrochenen
rationalen Anteil, zerlegen:

F(@) = (@) + L2 D(p) = o € R]pala) £ 0},

wobei py,—n () (¢(x)) ein Polynom (m —n)-ten (hdchstens (n —1)-ten Grades)
ist.

2° Jede echt gebrochene rationale Funktion ¢(z)[p,(z)]™' deren Nennerpolynom
die Darstellung (2.4) besitzt, ldsst sich eindeutig als Summe von Partialbriichen
darstellen. Dabei entspricht einem Faktor der Gestalt

(x—a) (i=1,...,s)
im Nennerpolynom (2.4) eine Summe der Form

An n A T Ay,
(x—x)  (v—x)%  (z—ay)h

14



und einem Term der Gestalt
(:U2 +pj:)3+qj)lj (j=1,...,7)

im Nennerpolynom (2.4) ein Anteil der Form

lel’ + le ngZL' + Cjz le].l’ + lej
(@ +pietq)  (@+prteg)? (@ +pietg)h
in der Partialbruchzerlegung. Man erhélt also
x 1 A A A
Q() _ _[ 11 1 12 AR 1k1k
pn(z) a, (r—mx) (x—x9) (x — xp)k1
A A A
2B+
(x —mg)  (z— x9)? (x — @o)k2
Asl A52 Ask
e — 2.6
(x—x8)+(x—xs)2+ +(:B—x5)ks+ (2:6)
Biix + 011 Biox + 012 n " Bllll’ + Clll
(22 +pr+q) @+pr+q)? 0 (@A prta)h
Bojx + 021 Boox + 022 n BQIQI‘ + 0212 n
(22 +pox +q2) (22 +por+q)? T (@ dtprtg)
Brlx + C’rl £37“2a7 + C?"2 Brlrx + Orlr
5 3 5t ... 5 l .
(2 +px+q) (22 +pr+q,) (2% + prz + qr)"r
Dabei sind Aqq, ..., Bi,...,Ch1, ... eindeutig bestimmte reelle Zahlen.
20 —1
Beispiel 2.11 =
eispie f(zx) TR,
Das Nennerpolynom besitzt nur reelle NS (in x; = 1 eine einfache und in xo = —2 eine
zweifache). Folglich lautet der Ansatz fir die Partialbruchzerlegung:
20 — 1 Ay A As

G-D)@+2? (=1 (@+2)  (@+2p

Multiplikation mit (x — 1) (x +2)? liefert eine Gleichung, mit Hilfe derer die Koeffizienten
Ay, Ay, Az eindeutig bestimmt werden kinnen.

20 — 1= Ay(x +2)* + Ay(x — 1) (x +2) + As(z — 1). (2.7)

Fiir die Koeffizientenbestimmung gibt es verschiedene Methoden.

(1) Methode des Koeffizientenvergleichs

Die Terme in der linken und in der rechten Seite von (2.7) werden nach gleichen
Potenzen von x geordnet. Man erhdlt aus (2.7) mit

20 —1 = All'Q + 4A1$ + 4A1 + AQI’Q + AQIE — 2142 + Agl' — Ag
20 —1 = (Al + A2)$2 + (4A1 + AQ + Ag)w + (4A1 - 2142 — A3)

ein lineares Gleichungssystem beziiglich der Unbekannten Ay, Ao, As:

.’I,'O 4A1 - 2142 - Ag = —1 Al = 1/9
l’l 4A1 + AQ + Ag == 2 A2 == —1/9
I2 A1 + AQ = 0 A3 = 5/3
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(2) Einsetzen spezieller Werte in (2.7)

Man wdhlt die Werte fiir x derart, dass der Rechenaufwand gering wird.

r = 0
r = 1
r = =2

4A, —
94,

24,

— 343 = -5 Ay = 5/3

Definition 2.10 Asymptoten einer gebrochen rationalen Funktion f(x) heiffen

1. die zur y-Achse parallelen Geraden x = x;, wenn x; reelle NS des Nennerpolynoms
pn(x) sind,

2. Kurven, denen sich der Graph von f(x) bei immer grofier werdender Entfernung
vom Koordinatenursprung unbegrenzt ndihert, speziell

b
- die zur x-Achse parallele Gerade y = —, falls m = n gilt,
a

n

- der Graph des Polynoms p,, ,(x), falls m > n gilt,

- die x-Achse, falls m <n gilt.

Beispiel 2.12 (Asymptotenbestimmung)

b133 + bo ag
1 =—— D(f)=R\{——
(1) ) = 2250 )~ -2
Diese Funktion heifst auch gebrochen lineare Funktion.
b
Ihre Asymptoten sind r = _ %0 und Yy = y
aq ay
923 — 622 — 22 + 2 2
2 = =322 —dzx 42— D(f) =R\< —=
(2) 1) 31 + 2 vodrt2mgms DU \{ 3}

2
Die Gerade x = —3 und das Polynom py(x) = 32? — 4x + 2 sind Asymptoten.

(3) f(x) = —

1
2+ 1

D(f) =R  Die z-Achse ist Asymptote.

2.4 Nichtrationale Funktionen

2.4.1 Wurzelfunktionen

Potenzfunktionen der Gestalt f(x) = 2" sind in folgenden Fiéllen definiert:

Basis Exponent Funktion
I°lzeR r € Ny ganze rationale Funktion (Polynom)
22 lzeRAx#0|r=-—n, neN | gebrochen rationale Funktion
FlzeRAz>0|7r€QAr >0 | nichtrationale Funktion (Wurzelfunktion)
2 1lzeRA2>0|reQ nichtrationale Funktion (Wurzelfunktion)
lzeRAz>0|relR transzendente Funktion
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Beispiel 2.13 (Nichtrationale Funktionen)

(1) fi(x) = a1/ D(fi) ={z €eR[z >0}
fitl@) =272 D*(fi')={z €R|z >0}
Die Funktion f,(x) ist vom Typ 4°, ihre Umbkehrfunktion f;'(x) vom Typ 2°.

(2) fo(x) =2** D(fo) ={z € Rz >0}
fol@) =2 D*(fy') ={z €R|z >0}
Die Funktion fo(x) ist vom Typ 3°, ihre Umkehrfunktion fy '(x) ebenfalls.
Die Funktion y = f(z) = /% heifit semikubische oder Neil’sche Parabel.

(3) fa(x) = —2** D(fs) ={xr € Rz >0}
fit(z) = (=a*?) D*(f;!) ={r e R|z <0}
Die Funktion f3(x) ist vom Typ 3°, ihre Umkehrfunktion f;*(x) ebenfalls.

(4) fi(x) = 2V% = exp(v2Inz) = V2% D(f,) = {x € R|z > 0}
filw) =22 DA(f7") = {z e R|z > 0}
Die Funktion fy(x) ist vom Typ 5°, ihre Umkehrfunktion f;'(x) ebenfalls.

2.4.2 Transzendente Funktionen

e Exponential- und Logarithmusfunktionen

Definition 2.11 Seia € R mit a > 0Aa # 1. Dann heifst
f(z)=a® D(f) =Ry (f'(x) =log,z D*(f7') ={z eR|z>0})

Exponentialfunktion mit der Basis a (Logarithmusfunktion zur Basis a).

Alle Funktionen der Form
y=a" (y=1log,xz) (a€R mit a>0Aa#1)
schneiden sich im Punkt (0,1) ((1,0)) der Ebene. Weiter gilt:
log,1=0 log,a=1 (2.8)

Die Logarithmusfunktionen sind die Umkehrfunktionen zu den Exponenti-
alfunktionen.

Rechenregeln fiir Exponential- und Logarithmusfunktionen

1° a®a¥ = a**V Va,yeR,
2° %za””‘y Vaz,yeR,
3° (a*)¥ = a®V Vax,yeR,

4° log,(xy) = log, = + log, y V positive z,y € R,
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50

60
70

log,, (f) = log, r —log,y V positive x,y € R,
)

log, 2P = p log, x V positive r,y e RAVp e R,
log, z = log, b - log, x.
Diese Beziehung heifit Kettenregel fiir Logarithmen und liefert einen Zusam-

menhang zwischen verschiedenen Logarithmensystemen. Dabei heifit der Um-
rechnungsfaktor log, b Modul des Logarithmensystems zur Basis a.

Wichtige Logarithmensysteme

Basis | Exponentialf. | Logarithmusf. Bezeichnung des Logarithmus
a=e |y=2¢e" y =log,x = Inz | natiirlicher Logarithmus
a=10 | y = 10" y = log,,x = lgx | dekadischer Logarithmus
a=2 |y=2" y = log, z = ld x | dyadischer Logarithmus
Die Zahl e, die so genannte Eulersche Zahl, ist durch folgenden Grenzwert defi-
niert:

n—oo

1 n
e = lim (l—l——) =2.71828....
n

Beispiel 2.14 (Exponential- und Logarithmusfunktionen)

(1)
(2)

(3)

(4)

1
Fiir welche x ¢ilt log, (E) = —47? Lisung: © = /7.

Beim natiirlichen radioaktiven Zerfall einer Substanz nimmt die Zahl N(t) der
Atomkerne nach dem Zerfallsgesetz

N(t) = Nye ! te]0,+o00]

exponentiell mit der Zeit t ab. Dabei ist Ny die Anzahl der bei Zerfallsbeginn (bei
t = 0) vorhandenen Atomkerne. Die Konstante A > 0 heifit Zerfallskonstante
und charakterisiert die Geschwindigkeit, mit der der Zerfallsprozess abliuft.
Die Halbwertszeit ty berechnet man aus der Forderung N(tg) = No/2. Man
erhdlt ty =1In2/\.

Fiir die Absorption von monochromatischen Réntgenstrahlen gilt
I(I‘) = IO e M.

Dabei ist Iy die Anfangsintensitit der Strahlung (bei x = 0) und I(x) die nach
Durchstrahlung der Schichtdicke x noch vorhandene Intensitit. Die Konstante
> 0 heifst Absorptionskoeffizient des Materials, welches durchstrahlt wird. Die
Halbwertsdicke d berechnet man aus der Forderung I(d) = Iy/2. Man erhdlt
d=1n2/pu.

Bei der Rohrzuckerinversion, die ein Beispiel fiir eine chemische Reaktion
1. Ordnung liefert, seien zum Zeitpunkt t = 0 a Rohrzuckermolekiile vor-
handen. Die als Umsatzvariable bezeichnete Grifle x = x(t) gibt an, wieviele
Molekiile nach Ablauf der Zeit t durch die Reaktion umgewandelt worden sind.
Bei der Rohrzuckerinversion lautet die Umsatzvariable

z(t) =a(l—e™),

wobei k die Geschwindigkeitskonstante der Reaktion ist.
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(5) Die Wechselwirkung in einem diatomaren Molekiil wird oft in guter Ndihe-
rung durch das sogenannte Morse-Potenzial beschrieben:

V(r) = D[l —exp(—a(r —rp)))>.

Dabei bezeichnet D > 0 die Dissoziationsenergie, rq > 0 den Gleichgewichts-
abstand im Molekil, r > 0 den Abstand der beiden Bindungspartner und a > 0
einen Parameter.

(6) In der Theoretischen Chemie, in der Fehlerechnung, in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistik ist die Gaufs-Funktion (Gaufische Normalvertei-
lung, Glockenkurve) von besoderer Bedeutung. Sie gibt die statistische Vertei-
lung der Messwerte (bzw. Messfehler) an und hat die Gestalt

1 — 70)? 1 (2—a)?
flz) = exp (_(x %) ) = S r €] —o00,+00].
o

CoV27 202 V2T

Dabei bezeichnet xo den wahren Wert der Messgrifie X (in der Regel nicht
bekannt), o > 0 die Standardabweichung und o? die Varianz. Standardabwei-
chung bzw. Varianz geben ein Maf fir die Streuung der Messwerte x um den
wahren Wert xg und damit auch ein Maf fiir die Breite der Gauf$schen Nor-
malverteilung an.

(7) Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen den dekadischen und den natirli-
chen Logarithmen her.

Losung: Man setzt in 7° a =10 und b = e. Dann ist
log,ox = log;,e - log, x oder lgxz =Ilge-Inzx.

Der Modul der dekadischen Logarithmen hat den Wert lge.

e Trigonometrische und Arkusfunktionen
Wir betrachten drei trigonometrische Funktionen

1. fi(z) =sinz D(f1) =R,,
W(f)={yeR| -1<y<1},
Menge der NS: {z e R|z =kn, ke Z},

2. fa(x) =cosx D(f2) =Ry,
W(f) ={yeR| -1 <y<1},
Menge der NS: {z € R |z = (2k — 1)%, keZ},

sin @ T
3. f3(z) =tanx = - D(f3) ={zx e R|x # (2k — 1)5, keZ},
W(f3) :Rya
Menge der NS: {z e R|z = kn, k€ Z},

™

Menge der Pole: {x € R |z = (2k — 1)2, keZ}.

Reziproke Funktionen zu den trigonometrischen Funktionen

secxr =

1
(Sekans), cscx = —— (Kosekans), cotz =

(Kotangens).
cos T sin x tan x

Fiir die Funktionen fy, fs, f3 existieren in Intervallen, in denen sie streng monoton
sind, Umkehrfunktionen.
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1. g1(x) =sinz D(g1) ={r e R| —
Wig) ={y eR[ -1 <y <1},

M|>l
5“3
IN

o
—

gy '(r) = arcsin x D*(gl_l) ={reR| -1<z<1},

W*(g ') = {yGR\——<y 5

2. go(z) = cosx D(gg):{$€R|OSZESTF},
Wig) ={y eR[ -1 <y <1},

5 (z) = arccosz D*(g;') ={r eR| -1 <z <1},
W*(95)={y€R|0<y<W}
3. gs(z) =tanx D(g3) = {x € R| —E<x<g},

2
W(g?)) = Rya

g3 '(z) = arctanz  D*(g5') = Ry,
_ 7T T
W*(g5') ={y € R| —5 <y<3h

Betrachtet man ein anderes Monotonie-Intervall fiir die Funktionen f;(x) (i =
1,2,3), so erhidlt man einen anderen Wertebereich fiir die Umkehrfunktionen.
Die oben angegebenen Wertebereiche fiir g; ' () (i = 1,2, 3) heiBen Hauptwerte-
bereiche dieser Funktionen. Ein Wert aus dem Hauptwertebereich heifit Haupt-
wert der entsprechenden Umkehrfunktionen g; '(z) (i = 1,2,3). Umkehrfunk-
tionen trigonometrischer Funktionen, definiert auf Monotonie-Intervallen, hei-
Ben Arkusfunktionen oder zyklometrische Funktionen.

Eigenschaften trigonometrischer Funktionen

v
1° Fﬁr0<x<§gilt: sinz < z < tanz.

2° Additionstheoreme

sin(z + y) = sinx cosy + cosx siny (2.9)
cos(x +y) = cosx cosy — sinz siny (2.10)
3° fi(xz) = sinz ist eine ungerade Funktion, d.h. es gilt sin(—z) = —sinz,

fo(z) = cosx ist eine gerade Funktion, d.h. es gilt cos(—z) = cosz,
f3(z) = tanx ist eine ungerade Funktion, d.h. es gilt
sin(—x) sin x

tan(—z) = = — —tanaz.
an(—2) cos(—x) cos T e

4° Die Funktionen fi(z) = sinz und fy(x) = cosz sind 2m-periodisch, wéhrend
die Funktion f3(x) =tanz m-periodisch ist.

Beweis: Wir setzen in (2.9) y = 27. Dann ist

sin(z + 27) = sinz cos 27 4 cos x sin 27 = sin z.
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Analog setzen wir in (2.10) y = 27. Dann ist
cos(x 4 2m) = cos x cos 27 — sin ' sin 2w = cos x.

Auflerdem gilt:

sin(z+m) sinx cosm+cosx sinm  —sinz
tan(z + ) = = — = = tanz.
cos(x +m)  coswcosm —sinxsinm  —cosx

Folgerungen aus (2.9) und (2.10):

1° Ersetzen in (2.9) y durch —y : sin(z — y) = sinx cosy — cos xsiny,

2° Ersetzen in (2.10) y durch —y : cos(x —y) = cosx cosy + sinzsiny,

3° Setzen in (2.9) z =y : sin(2x) = 2sinx cosz,

4° Setzen in (2.10) z =y : cos(2z) = cos?x — sin? x,

5° Setzen in (2.10) y = —x : 1 = sin®z + cos? x. Diese Beziehung heiit auch

trigonometrischer Pythagoras.

Die trigonometrischen Funktionen bilden die Grundlage zur Beschreibung von
periodischen Vorgéngen (Schwingungsprozessen).

Beispiel 2.15 In der Physikalischen Chemie werden auch harmonische Schwin-
gungen betrachtet. Eine Schwingung heifst harmonisch, wenn die den Koérper in die
Ruhelage zuriicktreibende Kraft F' proportional der Auslenkung y ist. Solche Schwin-
gungen sind darstellbar durch

y = f(z) =asin(b(z+c))+d = a sin(bx+¢))+d mit dem Phasenwinkel ¢ = bc.
Die Amplitude a gibt an, um wieviel die Funktionswerte von f im Vergleich zur
Sinusfunktion vergréfert (la| > 1) bzw. verkleinert (Ja| < 1) worden sind.

Die Kreisfrequenz b liefert die Anzahl der Schwingungen in 2w Zeiteinheiten.

Die Phasenverschiebung L. ¢ zeigt an, um wieviel der Graph der Funktion f(z)

gegeniiber dem Graphen von sin(bx) verschoben ist und zwar nach links, wenn c
positiv und nach rechts, wenn c negativ ist.

Die Verschiebung d lings der y-Achse gibt an, um vieviel der Graph der Funktion
y = a sin(b(x + ¢)) nach oben, falls d > 0, bzw. nach unten, falls d < 0, verschoben
worden st.

Hyperbolische und Areafunktionen

Wir betrachten drei hyperbolische Funktionen

1. fi(x) =sinha = #, D(f1) =Ry, W(fi) =Ry,
2 fola) = cosha = T D(f) =R W(h) = {yeR|y =1},
sinh x

3. f3(x) =tanhz =

coshx D(fs) =Ry, W(fs)={yeR|-1<y<1}.



Die Funktionen f;(z) und f3(z) sind streng monoton auf dem maximal méglichen
Definitionsbereich und besitzen folglich eine streng monotone Umkehrfunktion.
Fiir die Funktion fa(x) sind zwei Monotonie-Intervalle zu unterscheiden.

1. fi%(z) = arsinhz = In(z + V22 + 1), D*(f;') =R,
w (ffl) = Ryu

2. Fir die Funktion fy(x) = cosha betrachten wir Einschrankungen auf ein
Monotonie-Intervall

dolw) = coshe, D(3) = {z €R|z >0}, W(G)={yecR|y>1}.
Dann existiert eine Umkehrfunktion

g, " =arcoshr =In(z + V22 — 1), D*(§;')={zx € R|z > 1},
W3 ") ={y e Rly > 0}.

Analog erhélt man fiir

go(x) = coshz, D(gy) ={z e Rz <0}, W(g) ={y eR[y =1}
die Umkehrfunktion

§21 = arcoshr = —In(z + V2?2 — 1), D*(flfz_l) ={zeRlz =1},
~—1
W(g, ) ={y eR|y < 0}.

11
3. f; () = artanhz = ~In e D (f;)={reR| —1<z <1},

2 1—=z
W*(fia_l) = Ry'

Umkehrfunktionen hyperbolischer Funktionen, definiert auf Monotonie-Inter-
vallen, heiflen Areafunktionen.

Eigenschaften hyperbolischer Funktionen
1° Fiir z > 0 gilt: tanhz < z < sinh z.
2° Additionstheoreme

sinh(x + y) = sinhx coshy + cosh x sinhy (2.11)

cosh(z 4+ y) = cosh x coshy + sinh z sinhy (2.12)
3° fi(xz) = sinhz ist eine ungerade Funktion, d.h. es gilt

(=2) _ o= (=)
sinh(—z) = % = —sinhuz,

fo(z) = cosh z ist eine gerade Funktion, d.h. es gilt

() —(==)
cosh(—z) = % = coshz,

f3(z) = tanh z ist eine ungerade Funktion, d.h. es gilt

sinh(—z) sinh x
anh(~z) cosh(—x) coshx anae
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Folgerungen aus (2.11) und (2.12):

1° Ersetzen in (2.11) y durch —y : sinh(z —y) = sinh z cosh y — cosh z sinh y,
2° Ersetzen in (2.12) y durch —y : cosh(z —y) = cosh z cosh y — sinh z sinh y,
3° Setzen in (2.11) x =y : sinh(2z) = 2sinh z cosh y,

4° Setzen in (2.12) x =y : cosh(2z) = cosh® z 4 sinh? z,

5° Setzen in (2.12) y = —x : 1 = cosh? z — sinh? z.

Die hyperbolischen Funktionen bilden die Grundlage zur Beschreibung von mo-
notonen Vorgéingen (Erwérmungs-und Abkiihlprozessen, Diffusionsprozessen und
Wachstumsprozessen).

Beispiel 2.16 Fin vollkommen biegsames, schweres, an zwei Punkten aufgehdngtes
Seil nimmt in der Gleichgewichtslage die Form der sogenannte Kettenlinie

x
y = a cosh —
a

an. Dabei ist a > 0 der Parameter der Kettenlinie (je kleiner a, desto steiler
verliuft die Kettenlinie). Der analytische Ausdruck einer nach oben oder unten
verschobenenen Kettenlinie

y:acoshg—i-b
a

wird fiir Berechnungen bei Hochspannungsleitungen verwendet (z.B. kann die Héhe
tiber dem Erdboden fiir den tiefsten Punkt des Leitungsdrahtes zwischen zwei Masten
berechnet werden).

2.5 Grenzwerte und Stetigkeit reeller Funktionen einer reellen
Variablen

2.5.1 Zahlenfolgen (ZF)

Definition 2.12 Fir | € Ny setzen wir N, = {n € Ng|n > [}. FEine Vorschrift f,
die jedem n € N; in eindeutiger Weise eine reelle Zahl zuordnet, heifit reelle ZF.
Die Zahlen a,, := f(n) n € N; heiffen die Glieder der ZF. Ferner ist D(f) = N, und
W(f) CR.

Bezeichnungen: (ap)nen, (an)® ALy ity e ey gy e
Die einzelnen Glieder einer ZF lassen sich also durchnummerieren. Die Zahl n stellt den

Zéhlindex dar, d.h., sie gibt an, um das wievielte Glied der ZF es sich handelt. Von
besonderem Interesse sind ZF, die in ihrem Aufbau eine GesetzméafBigkeit aufweisen.

Wichtige Vorschriften zur Vorgabe einer ZF

1° Vorschrift in Form eines analytischen Ausdrucks:

(n)neng = (@) = ((=1)™)e° alternierende Folge
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2° Vorschrift in Form einer Rekursionsformel:

Seien ag, d € R gegeben. Dann heifit a1 = ai + d eine arithmetische Folge, d.h.,
die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder ist konstant.

Seien ag,q € R (q # 0) gegeben. Dann heifit a1 = ax ¢ eine geometrische Folge,
d.h., der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist konstant.

Eine reelle ZF lasst sich in einer Koordinatenebene mit den Achsen n und a,, durch die
Punktmenge {(n,a,)|n € N;}, den Graphen der ZF (a,), veranschaulichen.

Definition 2.13 Wir schreiben anstelle von ¥V n € N; kurz V n.
1. Fine ZF (a,) heiffit konstant oder stationér, gdw ein a € R ezistiert, so dass
a,=a Vn.

2. Eine ZF (a,) heifit beschrankt, gdw ein ¢ > 0 existiert, so dass |a,| < c¢ VY n.

Geometrische Veranschaulichung der Beschranktheit einer ZF: Alle Punkte (n,a,) lie-
gen innerhalb oder auf dem Rand eines Streifens der Breite 2¢, parallel zur n-Achse, denn
es gilt:

la,| <¢c Vn<= —c<a,<c¢c Vn<=a,€|-cd.

Definition 2.14 Fine ZF (a,) heifft Nullfolge gdw zu jedem (noch so kleinem) € > 0
ein no(e) € N existiert, so dass fiir alle n > no(e) die Ungleichung |a,| < € gilt.

Bezeichnung: lim a, =0

n—oo

1 [0.9]
Beispiel 2.17 Die ZF (a,) = (—) ist eine NF.
n/a

Geometrische Veranschaulichung: Fiir jedes £ > 0 liegen stets unendlich viele auf-
einanderfolgende Glieder dieser ZF innerhalb eines Streifen der Breite 2¢ parallel zur
n- Achse.

Eigenschaften von NF

1° (a,) NF = (a,) beschrinkt.

(

2° ((a,) NF A (b,) beschriankt) = (a, - b,) NF.
3° (
(

4° ((an,) NF A(b,) NF) = (a, £b,) NF A(a, - b,) NF.
5° Der Quotient zweier NF ist i. Allg. keine NF. Z.B. ist der Quotient der NF

1 1 o0 oo
(a,) = <—) und (b,) = (—> eine konstante Folge mit a = 1, denn (a—") =

n/q njq bn 1
O
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Definition 2.15 Fine ZF (a,) heifit konvergent mit dem eigentlichen (endlichen)
Grenzwert (GW) a gdw (a, — a) eine NF ist.

Bezeichnung: lim a, = a

n—oo

1 [e.@]
Beispiel 2.18 Die ZF (a,) = (1 + —) ist eine konvergente ZF mit dem GW 1,
n/a

1 1 1\~
dennan—lzl—i———l:—und(an—l):(—> ist eine NF.
n n n/,

Eigenschaften konvergenter ZF

1° (lim a, = a A lim a, =b) = a =0b. Der GW einer ZF ist eindeutig bestimmt.

n—oo n—oo

2° (a,) konvergent = (a,,) beschréinkt.

3° ((an) A (b,) konvergent, d.h. lim a, = a A lim b, =b) = (a, £ b,) A (a, - by)

n—oo n—oo

konvergent und es gilt

lim [a,+b,] = lim a,+ lim b, = axb sowie lim [a,-b,] = lim a,-lim b, = a-b.

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

Qn

4° ((an) A (b,) konvergent A (b,) keine NF) —- (b ) konvergent und es gilt

n

an, _nhif}oa”_
~ limb, b

5° (lim a, =aA limb,=bAdmeN:a, <b,Vn>m)= a<bh

n—oo n—oo

6° (lim a, =aA limb,=aA3dImeN:a,<c¢,<b,Vn>m)= lim ¢, = a.

n—oo n—oo n—oo

Definition 2.16 (Divergente ZF)

1. Jede ZF (a,), die nicht konvergent ist, heifit divergent.

2. Die ZF (a,) heifit bestimmt divergent mit dem uneigentlichen (unendlichen)
Grenzwert (GW) +oo (—o0) gdw zu jedem (noch so grofiem) w > 0 ein ng(w) €
N ezistiert, so dass fir alle n > no(w) die Ungleichung a,, > w (a, < —w) gilt.

Bezeichnung: lim a, = +00 (lim a, = —o0)

n—oo n—oo

3. Die ZF heifit unbestimmt divergent gdw (a,) divergent und nicht bestimmt
divergent ist, d.h. die ZF besitzt keinen GW.

Beispiel 2.19 (Divergente ZF)
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(1) Die ZF (a,) = (n)° ist nicht beschrinkt. Sie ist bestimmt divergent mit dem
uneigentlichen GW +oco, d.h. es gilt lim a, = +00.

n—oo

(2) Die ZF (a,) = ((—1)")5° ist unbestimmt divergent.

Unter der Voraussetzung, dass alle benotigten GW als eigentliche GW existieren, kann
die Berechnung von GW mit Hilfe der Eigenschaften 3° und 4° fiir konvergente ZF
auf bereits bekannte GW zuriickgefiihrt werden.

Beispiel 2.20 (Grenzwertberechnung)

m—1 2
1) 1 _z
(1) Jm o5 =3

1 o0
2——1n
o — 1\ ( ) 1
Wir setzen (d,,) = ( n ) =~ | . Esist lim a, = lim (2——)

371 + 2 1 (3 i 2) n n—oo n—oo n
n 1
. . 2 . . - 2
=2 und lim b, = lim |3+ — ) =3, d.h. (b,) ist keine NF, also ist lim d, = 3
n—oo n—oo n n—oo

(2) (an) = (bn) = ((=1)")§°

Beide GW lim a,, und lim b, existieren nicht, aber lim [a, - b,] = 1. Folglich ist

n—oo n—oo n—oo

lim [ay, - b,] # lim a, - lim b,.

n—o0 n—oo n—oo

(3) lim (VP FanFh—n) - &

n—oo

2.5.2 Grenzwerte von Funktionen

Definition 2.17 Die Funktion y = f(x) sei wenigstens in |a,c|[U]c,b]| definiert. Wenn
fiir jede Folge (z,,) mit den Eigenschaften

1° z, €a,c[U]e,b] Vn,

2° lim z,, = ¢

n—oo

die Folge (f(x,)) der zugehiorigen Funktionswerte gegen ein und denselben Wert A € R
konvergiert, dann heifst A der GW wvon f(z) fir x — c.

Bezeichnung: lim f(x) = A

xr—cC

Definition 2.18 FErsetzt man die Bedingung 1° in Definition 2.17 durch die Bedingung
1y x, €la,c] VYn (1Y z,€lc,b] VYn),

d.h. es werden nur Folgen (x,) mit x, < ¢ (x, > c¢) zugelassen, so spricht man von
einem linksseitigen (rechtsseitigen) GW.
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Bezeichnung: linksseitiger GW  lim f( )=A_,

z—c—0

rechtsseitiger GW hn}ro flz) = Ay

Theorem 2.3 Die Funktion f(x) besitzt an der Stelle ¢ den GW A gdw an der Stelle
¢ der linksseitige GW A_ sowie der rechtsseitige GW A, existieren und A_ = A,
qilt. Ist die letzte Bedingung erfillt, so ist

A=A =A,.

Die Definition 2.17 kann auf folgende Fille erweitert werden:

a) A= —o00, A= +o0, lim f(z) = —o0, lim f(z) = +o0,
b) ¢ = —00, c¢=+o0, lim f(z)= A, hrll flz)=A,
¢) ¢ =400, A= +o0, 111;1 f(z) = —o0, 11ri1 f(z) = +oc.

Analoge Uberlegungen kann man fiir die einseitigen GW durchfiihren.

Beispiel 2.21 f(z) = siné D(f) =R\{0}

2 1 > 2 1
n_ (2 li lim = =0 li =1
(%) <7T 4n — 1) 1 nl_)H;OSL’ n1—>nolo m4n —1 nl_)H;Qf(l’n) ’
2 1 > 2 1
2y [ 2 1i lim = =0 li 2) = 41
(za) <7r 4dn + 1) "Lnolox s mdn + 1 s flan) = +1,
Es gilt also: lim f(x LY = —1 und Jim  f(z 2) = +1. Folglich besitzt die Funktion
z1,—040 2 —0+0
1
f(z) =sin— an der Stelle x = 0 keinen rechtsseitigen GW und somit keinen GW.
x

Beispiel 2.22 (GW von Funktionen)

(1) lim =

lim — —

() = e e " 3

(3) lim Sin @ =1 lim o0 =
z—0 I r—+oo I

(4) lirin sinz existiert nicht, lim cosx existiert nicht.

r—+00

8l

=€
r—F00 z—0

(5) lim (1—|—£)x:e lim (14 2)*
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2.5.3 Stetigkeit einer Funktion

Von stetigen Vorgingen in der Physik oder Chemie sprechen wir, wenn sich der be-
trachtete Prozess in kleinen Zeitintervallen wenig éndert. Nicht alle Vorgénge in der Natur
besitzen diese Eigenschaft. Ein Sprungverhalten von Messgrofien liegt beispielsweise bei
Phaseniibergéngen vor.

Beispiel 2.23 (Phaseniiberginge, Einschaltvorginge)

(1) Einem festen Korper werde Wirme zugefiihrt. Die Wirmemenge w ist eine Funktion
der Temperatur T : w = g(T'). Sei Ty die Schmelztemperatur des Kdrpers und Ty die
Verdampfungstemperatur der Flissigkeit. An der Stelle T = Ty ist die Warmemenge
der Schmelze grofier als die Wirmemenge des festen Korpers. Die Differenz der
zugefiihrten massebezogenen Wirmemengen an der Stelle Ts (Schmelzpunkt) heifst
Schmelzwirme. Beim Ubergang vom fliissigen zum gasformigen Zustand spricht man
vom Verdampfungspunkt und von Verdampfungswirme.

(2) Die Dichte von Wasser bei Abkiihlung unter 0°C' dndert sich sprunghaft.

(3) Der FEinschaltvorgang bei Schlieflen eines Schalters in einem Stomkreis wird durch
die so genannte Heaviside-Funktion

. S
h(x):{l fir >0

0 fiur <0

niherungsweise beschrieben. An der Stelle x = 0 liegt Sprungverhalten vor.

Definition 2.19 (Stetigkeit)

1. Eine Funktion y = f(z) x € D(f) heifit an der Stelle c stetig gdw

1° ce D(f),
2° lim f(x) als eigentlicher GW existiert, d.h. lim f(z) = A A€ R,
3° A= f(c).
2. Fine FPunktion y = f(z) = € D(f) heifit an der Stelle ¢ unstetig gdw eine der

Bedingungen 1° — 3° verletzt ist.

Definition 2.20 Fine Funktion y = f(x) = € D(f) heifst an der Stelle ¢ linksseitig
(rechtsseitig) stetig gdw

1° ceD(f),
2° hnriof(x) ( lin}rﬂf(x)) als einseitiger eigentlicher GW existiert, d.h.
lirriof(x):A, A_eR ( lirrleof(gc):AJr Ay €R),

32 A= fle)  (Ar = f(e)).
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Theorem 2.4 Die Funktion f(z) ist an der Stelle c¢ stetig gdw f(x) an der Stelle ¢
links- und rechtsseitig stetig ist.

Ist die letzte Bedingung erfiillt, so ist

flo)=A_= A,

Beispiel 2.24 Einseitige Stetigkeit

(1)

Die Heaviside-Funktion ist an der Stelle ¢ = 0 rechtsseitig stetig, denn A_ =0
und Ay = 1= f(0).

(2) Die Funktion f(z) = sgnxz D(f) = R ist an der Stelle x = 0 weder links- noch

rechtsseitig stetig, denn A_ # f(0), Ay # f(0) und A_ # A,.

Definition 2.21 Stetigkeit auf einem Intervall, stiickweise Stetigkeit

1.

Die Funktion f heifit in | a,b] stetig, wenn sie an jeder Stelle des Intervalls stetig
15t.

Die Funktion f heifst in [a,b] stetig, wenn sie in |a,b[ stetig und auferdem an
der Stelle a rechtsseitig und an der Stelle b linksseitig stetig ist.

Die Funktion f heifit in | a,b] stiickweise stetig, wenn sie bis auf hichstens end-
lich viele Liicken oder Sprungstellen stetig ist.

Die Funktion f heifst in [a,b] stiickweise stetig, wenn sie in | a,b| stiickweise
stetig ist und aufferdem an der Stelle a rechtsseitig und an der Stelle b linksseitig
stetig ust.

Eigenschaften stetiger Funktionen

10
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Die Funktion f sei stetigin ¢ € D(f)A f(¢) > 0. Dann existiert Us(c) =] c—6,c+0 |
derart, dass f(z) > 0 fiir alle x € D(f) N Us(c).

(f,g stetigin c € D(f) A D(f) = D(g9)) = Af (A€ R), f+g, f-g stetigin c.
Gilt auBlerdem g¢(c) # 0, so ist ! stetig in c.
g

.(g stetig in ¢ € D(g) A f stetigin g(c) € D(f)AW(g) C D(f)) = f(g(t)) stetig

Die Funktion f sei stetig und streng monoton in D(f) = X, wobei X ein be-
liebiges Intervall ist. Dann ist die unter diesen Voraussetzungen existierende Um-
kehrfunktion f~! ebenfalls stetig und streng monoton in einem Intervall Y =

D(f=) =W(f).

Die Funktion f sei monoton in D(f) = X, wobei X ein beliebiges Intervall ist.
AuBerdem gelte W (f) =Y, wobei Y ebenfalls ein Intervall ist (d.h. fir jedes y € Y
existiert wenigstens ein z € X mit y = f(x)). Dann ist f stetig in X.

Die Eigenschaft 5° wird zum Nachweis der Stetigkeit vieler elementarer Funktionen
verwendet, z.B. fir die Funktionen f(z) = x oder f(z) = €”.
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3 Reelle Funktionen mehrerer reeller Variablen

3.1 Definition und Darstellungsmoglichkeiten

Definition 3.1 Unter einer Funktion von zwei Variablen versteht man eine Vorschrift,
die jedem geordneten Zahlenpaar (x,y) mitx € X undy € Y, wobei X undY Teilmengen
der Menge der reellen Zahlen sind, in eindeutiger Weise ein Element u der Menge U C R
zuordnet. Die Mengen

{(z.y) [reXAyeY} A{ueU|3(z,y) € D(f) u=f(z,y)} SR

heifsen Definitionsbereich D(f) und Wertebereich W (f) der Funktion f entsprechend.

Wir bezeichnen mit r = OP = ( ;j ) den Ortsvektor des Punktes P = (z,y) in der
Ebene und mit R? die Menge aller Punkte der Ebene.
Wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung ist eine Funktion gegeben durch

Der Definitionsbereich D(f) einer Funktion v = f(x,y) kann als eine Punktmenge M
in der Ebene betrachtet werden. Gehoren alle Randpunkte von M zu M, so heifit M
abgeschlossen. Gehort kein Randpunkt von M zu M, so heifit M offen. Eine offe-
ne Teilmenge M C R? heifit zusammenhingend, wenn je zwei Punkte von M durch
einen ganz in M verlaufenden Streckenzug mit nur endlich vielen Eckpunkten verbun-
den werden kénnen. Eine offene und zusammenhingende Menge G heifit ein Gebiet.
Ein Gebiet G in der Ebene heiffit einfach zusammenhingend, wenn jede in G liegende
doppelpunktfreie geschlossenene Kurve innerhalb von G stetig auf einen Punkt zusammen-
gezogen werden kann. Andernfalls heifit ein Gebiet G mehrfach zusammenhingend.
Ist G ein Gebiet und nehmen wir zur Menge G alle Randpunkte von G hinzu, so nennt
man die so entstehende abgeschlossene Menge G einen Bereich.

Beispiel 3.1 (Rechteckbereich, Umgebung)

(1) Q = {(z,y)|]a <z <bAc <y <d abecdecR} CR> istein einfach
zusammenhingender Rechteckbereich,

(2) Up(ro) = {r[[r —rof* < ¢*} = {(x,y) [ (z = 20)* + (y —w0)* < ¢*} SR* st eine

—

o-Umgebung des Punktes Py = (9, y0) mit ro =OF,.

Beispiel 3.2 (Funktionen zweier Variabler)

(1) Fiir ein ideales Gas gilt: pV = RT. Dabei ist p der Druck, V' das Volumen, T die
Temperatur und R die allgemeine Gaskonstante. Der Druck p = RT/V ist eine
Funktion der beiden unabhdingigen Variablen T und V. Fixiert man jeweils eine der
Variablen, so erhdlt man Funktionen einer unabhdngigen Variablen.

(2) U=1R - Ohmsches Gesetz
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(3) u=sinz - exp(cosy) u=sinx-siny

(4) w=x +y - lineare Funktion, v = x* + 2xy + y* - quadratische Funktion
Definition 3.2 Unter einer Funktion von n unabdngigen Variablen versteht man eine
Vorschrift, die jedem geordneten n-Tupel (x1,x9,...,x,) mit x; € X; (i = 1,...,n) ,

wobei die X; (i = 1,...,n) Teilmengen der Menge der reellen Zahlen sind, in eindeutiger
Weise ein Element u der Menge U C R zuordnet. Die Mengen

{(x1,...,zn) |z € X; (i =1,...,n)} {ueU|3(zx1,...,2,) € D(f) :u= f(z1,...,2,)}
heifsen Definitionsbereich D(f) und Wertebereich W (f) der Funktion f entsprechend.

Schreibweise: u = f(x1,2a,...,T,) (x1,22,...,2,) € D(f).
Darstellungsmoglichkeiten fiir n=2

e Analytische Darstellung

1° Explizite Darstellung: u = f(z,y) (z,y) € D(f)
2° Implizite Darstellung: F'(x,y,u) =0

e Grafische Darstellung

1° Das Zahlentripel (z,y,u) mit u = f(z,y) wird als Punkt im Raum aufgefasst.
Die Gesamtheit der Punkte stellt eine iiber dem Definitionsbereich liegende
Fléache dar.

2° Darstellung durch Hohenlinien (Niveaulinien) Wir setzen u = f(z,y) = ¢ =
const., wobei ¢ eine Teilmenge der Menge der reellen Zahlen durchlauft. Die
Ebene u = ¢ ist parallel zur xy-Ebene und hat von ihr den Abstand c. Auf

jeder dieser Ebenen wird die Kurve f(z,y) = ¢ gezeichnet, woraus man das
Hohenlinienbild erhélt.

3.2 Grenzwerte und Stetigkeit

Wir bezeichnen mit UJ(rg) = U,(ro)\{ro} eine punktierte o-Umgebung des Punktes
(20, Y0), d.h. ry gehort nicht zur Umgebung.

Definition 3.3 Die Funktion u = f(r) = f(x,y) sei wenigstens in Uy (ro) definiert.
Wenn fiir jede Folge r,, mit den Eigenschaften

crese wo (e (2) we ()

2° limr,=rg, dh limzx,=2¢y wund lim y, =y,

n—oo n—oo n—odo

die Folge f(r,) der zugehdrigen Funktionswerte gegen ein und denselben Wert A kon-
vergiert, so heiffit A Grenzwert (GW) von f(r) fir r — ro. Der Grenziibergang erfolgt
fiir alle Koordinaten gleichzeitig.
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Schreibweise: lim f(r) = lim  f(z,y) = A.

r—ro (2,y)—(z0,90)

Fiir n > 1 gibt es unendlich viele Méglichkeiten der Anniherung an den Punkt (zo, %),
deshalb werden einseitige GW in diesem Falle nicht betrachtet. Die Ubertragung von
Definition 2.17 auf den Fall uneigentlicher GW ist jedoch méglich.
Definition 3.4 u = f(x,y) D(f)={(z,y) [t € X Ny e Y} CR?
Fiir jedes fizierte y € Y existiere lim f(x,y) = o(y).
Tr—X0
Fiir jedes fizierte v € X existiere lim f(x,y) = ¥ (z).
Y=o
Die GW

lim ¢(y) = lim (lim f(z,y)) lim ¢(x) = lim (lim f(x,y))

Y—Yo Yy—Yyo Tr—I0 r—T0 T—T0 Y—Yo

heiffen, falls sie existieren, iterierte GWe, d.h. der Grenziibergang wird in einer be-
stimmten Reihenfolge ausgefiihrt.

Die iterierten GW sind nicht notwendig gleich. Die Reihenfolge der Grenzwertbildung
ist i. Allg. nicht vertauschbar.

. z—y+a*+y°
Beispiel 3.3 f(x,y) = yx 7 i D(f) =R \{(z,y) |y = -2} zo=1=0
lim flz,y) =¢(y) =y-1 lim(lim f(z,y)) = -1
lim f(z,y) = 0(e) =2 +1  lim (I f(z,9)) = +1.
y—0 z—0 y—0

Definition 3.5 (Stetigkeit, Unstetigkeit)

1. FEine Funktionuw = f(r) r € D(f) heifit an der Stelle r( stetig nach allen Varia-

blen gdw
1° ro € D(f)
2° lim f(r) als eigentlicher GW ezistiert, d.h. lim f(r)=A A€R,
r—ro r—ro
3% A= f(ro).

2. Fine Funktion w = f(r) r € D(f) heifit an der Stelle rq unstetig gdw eine der
Bedingungen 1° — 3° verletzt ist.

Beispiel 3.4 (Unstetigkeiten)

1) Die Funktion f(x,y) = (2® +y? — 1)~! ist unstetig lings des Kreises x> + y? = 1.
( y y g ling y
(2) Die Funktion

f(x,y) :{ PR (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

ist unstetig in (0,0), da ( l)irrzo ) f(z,y) nicht existiert.
x?y d ?
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4 Differenzialrechnung fiir reelle Funktionen einer
reellen Variablen

4.1 Der Ableitungsbegriff

Ausgangspunkt war das Tangentenproblem (Leibniz 1646-1716). Gegeben sei y =
f(z) D(f), c € D(f). Gesucht ist die Tangente an den durch f gegebenen Graphen im
Punkt (¢, f(c)).

Definition 4.1 Differenzenquotient, Differenzialquotient, Tangente

1. Seiy = f(x) in Us(c) definiert, d.h. |¢ —d,c+ 6 [C D(f). Wihlen Ax € R derart,
dass 0 < |Ax| < ¢ gilt. Der Anstieg der Sekante durch die Punkte (c, f(c)) und
(¢ + Az, f(c + Ax)) (mittlerer Anstieg der Kurve im Intervall [c,c + Ax]) heifit
Differenzenquotient.

Bezeichnung: % — fle+ Ag) — f(c)
x T

2. Die Funktion f heifit differenzierbar an der Stelle ¢ (oder in ¢) gdw gilt:

fle+ Ax) = f(c)

Moae T AT Ay T e
i 15 80) — J(0) = (A _
Az—0 Ax

Der (eigentliche) GW f'(c¢) heifit 1. Ableitung oder Differenzialquotient von
f an der Stelle c. Der Differenzialquotient ist also kein Quotient im tiblichen
Sinne, sondern ein GW.

3. Die Funktion f seiin c differenzierbar. Dann heifit die durchy = f(c)+f'(¢)(x—c)
gegebene Gerade Tangente an die durch f gegebene Kurve im Punkt (c, f(c)). Die
Zahl f'(¢) = tan « heifft Anstieg der Tangente, der Winkel o = arctan f'(c) heifit
Anstiegswinkel.

Beispiel 4.1 y= f(z) =2 D(f)=R

o e+ AxP = 3 Ar+3cAnt+ AP,
fie) = Alglgrgo Ax B Alzlrrilo Az =5

Wir berechnen die Tangentengleichung in zwei verschiedenen Punkten:

1° (¢, f(c)) =(0,0), f(0)=0 Tangentengleichung in (0,0): y =0,

2° (¢, f(e)) =(1,1), f'(1)=3 Tangentengleichung in (1,1): y = 3z — 2.

Die Tangente an die Kurve im Punkt (1,1) schneidet die Kurve noch im Punkt
(—2,-8).
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Beispiel 4.2 Die Ableitung f'(c) beschreibt die Momentanverdnderung oder das Grenz-
verhalten der Funktion f in c.

(1) Sei s = s(t) die Bewegung eines Punktes im Zeitintervall [t1,ts]. Wir setzen ty =
t1 + At, ty —t; = At. Dann entspricht die Durchschnittsgeschwindigkeit im
Zeitintervall [t, to]

s(t2) — s(t1)
lo =t
dem Differenzenquotienten und die Augenblicksgeschwindigkeit in t;
As lim s(ty + At) — s(ty)

lim — =
AH—I}O At Ai—0 At

= 5(t1)

dem Differenzialquotienten von s an der Stelle ty. Die Ableitung einer Funktion
s = s(t) nach der Zeit t wird oft mit 5(t) anstelle von s'(t) bezeichnet.

(2) Aus den Stoffen A und B in Losung entstehe ein Reaktionsprodukt C gemdfs A + B
— C. Es sei x = z(t) t > 0 die Konzentration des Stoffes C zur Zeit t, wobei
x(0) = 0 angenommen wird, d.h. zu Beginn der Reaktion ist der Stoff C noch nicht
vorhanden. Dann entspricht die mittlere Bildungsgeschwindigkeit im Zeitin-
tervall [ty, 9]

x(t2) — a(t)
lo—1
dem Differenzenquotienten und die Bildungssgeschwindigkeit in ¢,

. T x(ty + At) — z(ty)
A0 At AR At

= i(t)

dem Differenzialquotienten von x an der Stelle t;.

Definition 4.2 Die Funktion f heifit linksseitig (rechtsseitig) differenzierbar an
der Stelle ¢ gdw

fle+ Ax) — f(e) fle+ Ax) — f(o)

lim — = lim lim — = lim
Az——0 Az Az——0 Ax Az—+0 Az Ax——+0 Ax

als einseitiger eigentlicher GW existiert. Dieser GW heifit linksseitige (rechtssei-
tige) Ableitung von f an der Stelle c.

Bezeichnung: Allrrio flet AAwa); —/© = f/(c) (AhinJro flet AX; — /) = f;(c)) :

Theorem 4.1 Die Funktion f besitzt eine Ableitung f'(c) in ¢ gdw f in ¢ die einsei-
tigen Ableitungen f/(c) sowie f(c) besitzt und wenn f/(c) = fl(c) gilt.

Beispiel 4.3 Die Funktion f(z) = || D(f) =R ist in ¢ = 0 nicht differenzierbar,
denn

, o 0+Az|—Jo| . “Az
10 = A Az = Jm, Ar !
, . o+Az[—Jo] . H+Az
£(0) = AlIn Ax = Al Ay T
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also f/(0) # f.(0). Nach Theorem 4.1 existiert f'(0) nicht. Folglich ist f in ¢ = 0 nicht
differenzierbar und in diesem Punkt existiert keine Tangente an die Kurve. Es exis-
tieren jedoch die beiden einseitigen Tangenten y = x und y = —x.

Definition 4.3 (Uneigentliche Ableitungen)

1. Der uneigentliche GW
fle+ Ax) — f(e)

Af
! = i _— = i =
fie) = Algilo Az Algilo Az F00
heifst uneigentliche Ableitung von f an der Stelle c.
2. Der uneigentliche GW
. Af . flet+Ax) — f(e)
/ _ =/ _ —
file) = A}:1—>m—0 Ax Ail—>m—0 Ax oo
. Af . fle+Az) = f()
/ = _— = =
(f”(c) N A}clirio Ax A}:ILHHJ Ax oo

heifit linksseitige (rechtsseitige) uneigentliche Ableitung von f an der Stelle
c.

3. Ist fl(c) = fl(c) = —o0  (f/(c) = fl(c) = +00), dann besitzt f an der Stelle ¢ eine
uneigentliche Ableitung f'(c) = —oco (f'(¢) = 4+00). In diesem Fulle spricht
man aber nicht von Differenzierbarkeit der Funktion f an der Stelle c.

/3 fir x>0

—(=2)Y*  fir <0
c = 0 eine uneigentliche Ableitung, denn

Beispiel 4.4 Die Funktion y = f(x) = { besitzt an der Stelle

/ B . —(—Ax)/3 L 1 _
i) = A:lc1—>1n—0 —(—Az) A}c1—>m—0(—A$)2/3 - e
) L (A 1 _

£:(0) = A}UEI}H) Ar A}c{r}i-o (Az)2/3 oo

Die Tangente an die durch f gegebene Kurve im Punkt (0,0) ist die Gerade x = 0.
Definition 4.4 (Differenzierbarkeit im Intervall, stetige Differenzierbarkeit)

1. Die Funktion f heifst in ] a,b| differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle des Inter-
valls differenzierbar ist.

2. Die Funktion f heifit in [a,b] differenzierbar, wenn sie in |a,b| differenzier-
bar und aufferdem an der Stelle a rechtsseitig und an der Stelle b linksseitig
differenzierbar ist.

3. Ezistiert f'(x) in X, wobei X ein beliebiges Intervall ist und ist f'(x) stetig in X,
so heifit f(z) in X stetig differenzierbar.

Theorem 4.2 Ist f differenzierbar in ¢, so ist f auch stetig in c.

Die Umkehrung von Theorem 4.2 gilt i. Allg. nicht (vgl. Beispiel 4.3).

Differentiationsregeln und die Ableitungen elementarer Funktionen sind in jeder
Formelsammlung bzw. auf dem Arbeitsblatt zur Vorlesung aufgelistet.
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4.2 Ableitungen héherer Ordnung

Ist f/(x) in X differenzierbar, so kann man die 2. Ableitung oder die Ableitung 2.
Ordnung bilden:
f'(@) = (f'(2))"

Analog erhélt man die n-te Ableitung oder die Ableitung n-ter Ordnung:
F(x) = (f D (x))"
Man schreibt: fO(z) = f(z), f'(z), f"(z), f"(x), fD(x), fO(x),....
Definition 4.5 Ewistiert f(x) in X und ist f™)(z) stetig in X, so heifit f(x) in X
n-fach stetig differenzierbar.

Regeln zur Berechnung von Ableitungen héherer Ordnung

Die Funktionen f und g mégen in X Ableitungen n-ter Ordnung besitzen.

1° (cf(2)™ = cf " (x),
2° (f(z) £ g(x))™ = ["(2) £ g™ (@),

3° (f(x) g(z)™ = i (1) f®(z) g P () (Leibnizsche Formel).

Dabei ist unter Verwendung von k!l =1-2...k, k€ Nund 0! =1

= — k) E!

|
(n> ™ fir k<n,neQ keN,
1 fir k=0Vk=n.

Beispiel 4.5 (Ableitungen héherer Ordnung)
(1) flz)=e"  fO(z)=e",
flx) =a" f™(z) = a® (Ina)".

(2) Gegeben: h(z) = e® cosx. Gesucht: h')(x). Wir setzen: f(z) = e® und g(x) = cosz.
Aus der Leibnizschen Formel ergibt sich fiir n = 4:

4 4 4 4 4
h(4) — (4) 1 "on m 1 (4)
<O>fg+1fg+2fg+3fg+4fg,
A (z) = —4e” cosa.
Physikalische Bedeutung der 2. Ableitung

L . o st AL) —s(t)
Fir s = s(t) t € [t1,ta] ist v(t) = $(t) = AI%IEO A
Funktion der Zeit ¢.

die Geschwindigkeit als

Fitr v = 0(t) 1€ [h,ta] ist a(t) = §(t) = Jim S0 20 = $(1)

Aim At die Beschleunigung als
Funktion der Zeit t.

Beispiel 4.6 Es gilt das Weg-Zeit-Gesetz des freien Falls: s(t) = gt2 t > 0. Dann ist

v(t) = $(t) =gt und a(t) = 5(t) = g.
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4.3 Anwendungen der Differenzialrechung
4.3.1 Approximation von Funktionen
Theorem 4.3 (Satz von Taylor) Sei

1° f definiert und n-fach stetig differenzierbar in [a, b],

2° es eristiere eine eigentliche (endliche) Ableitung f™*Y(z) in]a,b].

Dann gilt fiir beliebige Punkte z,xq¢ € |a,b] die Taylorsche Formel

- (k) Lo )T — T k
f(g;):zf ( >]£! )+Rn(x,x0), (4.1)

d.h., eine Darstellung von f(z) durch ein Polynom in (x—xq) und ein Restglied R,,(x, o).
Das Restglied in der Form

FO D) (2o 4+ 0(z — 24))

Ftn(w, @) = (n+1)!

(x —20)"™t  0<b<1 (4.2)

1st nach Lagrange benannt.

Es gibt noch andere Darstellungen des Restgliedes.
Speziell fiir zg = 0 geht (4.1) iiber in die Mac Laurinsche Formel

) () gk
fo =% % 4 Ro(a), (4.3)

k=0

d.h., eine Darstellung von f(z) durch ein Polynom in z und ein Restglied R,(z). Das

Restglied

(@) n+1
(n+1)!

ist hier wieder in der Form von Lagrange angegeben.

R,(x) = 0<f<1 (4.4)

Beispiel 4.7 Gesucht ist ein Polynom 4. Grades in x als Ndherungsfunktion fiir die
Exponentialfunktion f(z) = e” im Intervall [0, 1].

Die Formeln (4.3) und (4.4) liefern

0 ..k $2 3 4 Oz

4
. ez B ot e
e—g o +R4(x)—1+x+?+€+ﬂ+ﬁx.

k=0

Da e* eine streng monoton wachsende Funktion ist, wird das Restglied am grofiten,
wenn Bx nach oben durch 1 abgeschitzt und x durch 1 ersetzt wird. Man erhdlt

et . 3
22 23 gl
d.h., der mittels py(z) = 1+ = + 5 + — + — errechnete Ndherungswert fiir e* ist im

Intervall [0, 1] mindestens auf eine Stelle hinter dem Komma genau.
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4.3.2 Das Differenzial

Nach Definition 4.1 heifit eine Funktion f an der Stelle zy differenzierbar gdw
lim f(zo + Az) — f(z0) — ['(z0) Az

Az—0 Ax

= 0. (4.5)

Definition 4.6 Sei f differenzierbar in xy. Das Produkt f'(xo) Az heifst das zur Stelle
xo und zum Argumentzuwachs Ax gehorige Differenzial der Funktion f.

Bezeichnung: df (xg, Ax) = f'(xo) Az oder kurz df = f'(zq) Ax.

Speziell ergibt sich fir f(x) =2 df = dox und andererseits df = 1 - Az, also Az = dx.
Allgemein gilt dann df = f’(¢) dz und fiir dz # 0 erhdlt man die Ableitung von f an
einer Stelle ¢ als den Quotienten zweier Differenziale:

dy .
@/I:C = ['(c).

Wir setzen in der Taylorschen Formel n = 1:

f'(x0)
1!

f(z) = f(zo) + (z — o) + Ra(x, 20) (4.6)

mit .

xo+0(x—z
f ( 0 2|( 0)) (x —.%'0)2.
Dabei stellt die lineare Funktion y = f(xg) + f'(zo)(z — x¢) die Gleichung der Tangente
an die durch f gegebene Kurve im Punkt (z¢, f(zo)) dar, d.h. eine in z, differenzierbare
Funktion ist in erster Ndherung linear.

Rl(%l’o) =

Setzt man in (4.6) fir 2o < x x =z + Az, so gilt
f(zo + Ax) = f(x0) + f'(20) Az + Ri(Az, x0).
Mit der Bezeichnung Af = f(xg + Az) — f(xg) ergibt sich
Af = f'(z0) Az + Ri(Az, o) => Af — df = Ri(Az, xo). (4.7)

Ist |Ry(Az, 20)| hinreichend klein, (dies ist wegen Voraussetzung 1° im Satz von Taylor
fiir kleine Zuwéchse des Argumentes Az der Fall), so folgt aus (4.7)

Af =~ df (4.8)
mit Af = f(zo+ Az) — f(xo) und df = f'(x¢)Awx.

4.3.3 Anwendung des Differenzials in der Fehlerrechnung

Sei eine differenzierbare Funktion y = f(z) gegeben. Der Messwert = sei mit dem
Messfehler Az behaftet. Dieser zieht Ungenauigkeiten in den Funktionswerten nach sich.

Nach (4.8) kann man schreiben: Af = f(z + Az) — f(z) =~ df = f'(z) Az. Es ist
Af = f'(x) Az ein Niherungswert fiir den absoluten Fehler von f und
N

f f(x)

Az ein Naherungswert fiir den relativen Fehler von f, wenn f(z) # 0.
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Beispiel 4.8 Die Schwingungsdauer eines Fadenpendels ist fiir Auslenkwinkel unter 5°

durch die Formel
T =2m l
g

gegeben. Dabei bezeichnet | die Pendellinge und g die Erdbeschleunigung. Die gemessene
Pendellinge von | = 1[m| sei mit einem relativen Fehler von 2% behaftet. Mit welchem
absoluten und welchem relativen Fehler erhdlt man die Schwingungsdauer T'=T(l)?

Fiir kleine Fehler Al setzen wir AT ~dT =T'(1)Al = Al
Vol

3.1416
Mit Al = 0.0200 [m] (entspricht 2%) erhdlt man AT ~ ————=0.020 [s] = 0.0201 [s].
m) (entspricht 2%) S 0.020(s 8
Die Schwingungsdauer T = 2w,/ — = 2.0064 [s] ist mit einem absoluten Fehler von
g
AT =~ 0.0201 [s] behaftet: T = (2.0064 + 0.0201) [s].
AT 0.0201

Fii lati Fehler — i — =0.01 1%.

lir den relativen Fehler - erhdlt man - 5 0064 0.0100, also 1%
4.3.4 Die Regeln von de I’Hospital

. . 0 oo 0 0 o /1

Unbestimmte Ausdriicke der Form =, —, 0-00, oo—oo, 0°, oo’, 1% (diessind

00
Symbole, keine Rechengriéfien) lassen sich oft mit mit Hilfer der de I’ Hospital’schen Regeln
untersuchen. Das Symbol 0% stellt keinen unbestimmten Ausdruck dar.

0
1. Regel: Sie dient zur Grenzwertbestimmung in unbestimmten Ausdriicken der Form 0’

d.h., es gilt lim f(z) = lim g(x) = 0.
Wenn eine Zahl § > 0 existiert, so dass fiir alle x €]¢ —d,c[U ] ¢, c+ 0] gilt:

17 g(x) # 0,
2° f'(z),d (x) existieren und ¢'(z) # 0 gilt,

dann ist .
lim _f(:v) = lim f/ (x),
a—e g(x)  w—e g'(x)
!/
falls lim f/gx; als eigentlicher oder uneigentlicher GW existiert.
Tr—cC g X

2. Regel: Sie dient zur Grenzwertbestimmung in unbestimmten Ausdriicken der Form
00 - :

—, d.h., es gilt lim f(z) = lim g(z) = oc.

xXO Tr—cC Tr—cC

Wenn eine Zahl § > 0 existiert, so dass fiir alle z €] ¢ —d,c[ U | ¢,c+ ¢ [ die Bedingung 2°
aus der 1. Regel gilt, dann ist

lim f(@) = lim f'(z)

woe g(z) ~ v ()

Y
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!
falls lim f/($)
xr—c g (l‘)

Umformungen fiir die iibrigen unbestimmten Ausdriicke

(I) 0- 00, d.h. es gilt lim f(z) = 0 und lim g(z) = oc:

als eigentlicher oder uneigentlicher GW existiert.

(IT) 0o — o0, d.h. es gilt lim f(x) = lim g(z) = oo:

r—cC r—cC

1 1
1 1 9(@) — f(@) 0
f@)=g(@) = - 5 =51 0/
@ 9@ @ 9@

(IIT) 0°, oo®, 1%, d.h. wir betrachten den GW lim f(2)9® f(x) > 0V = € D(f).
Aus y(z) = f(2)9® folgt Iny(x) = g(x)In f(x). Gilt

A - e’
limlny(z) = { +oo , soist limy(z) = lime™¥® = e(wl—>mc nu@) _ +oo .
r—c —00 Tr—cC r—c O

Beispiel 4.9 (Regeln von de I’Hospital)

(1) tim 227 _ pipy £2) (9)

z—0 I z—0 g(x) 0
y .
i £ F) _ iy 90T g MBegel ST
x—0 g/({p) x—0 1 x—0 I
1
(2) lim ﬂzhmM >0 (—)
e 2 5 gla)
1
"(x . ; 1 2.Regel .. Inz
lim = lim = lim —=0=%" lim — =0
z—+0c0 ¢ (a:) z—+o0o [LTH z—+00 [LTH z—+oc Tk
(3) 11m0(1+x>% (1)
In(1 / 1
limIny(z) = lim {1 +2) = lim L) 0 fi(x) = lim 4% =1
z—0 x—0 x r—0 g1 (;U) 0 x—0 gl (J;) z—0 1
Dann ist )
lir% Iny(z) =1 wund lirr(l)y(:v) = hH(l)(l +1)s=e' =e
T +sinx 00
= ()
(4) tim — <
: L . l+4cosz -
Die 2. Regel st nicht anwendbar, da lnf —— nicht existiert.
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4.4 Untersuchung des Verhaltens reeller Funktionen
4.4.1 Monotonieverhalten

Aus f'(z) = tana > 0 Vz €]a,b[ folgt: Der Anstieg der Tangente an den Graphen
von f ist positiv.

Aus f'(z) = tana < 0 Vux €]a,b[ folgt: Der Anstieg der Tangente an den Graphen
von f ist negativ.

Fiir differenzierbare Funktionen kann man die Monotonie auch durch die Ableitun-
gen der Funktion charakterisieren.

Theorem 4.4 Sei f stetig in [a,b] sowie differenzierbar in |a,b[. Dann gilt:

(1) f'(x) =0 Vze€lab]<—= f(x)=K Vuz€]la,b], wobei K eine Konstante ist,
(2) f'(x) =g (x) =0 Vz €]a, bl = f(z) —g(x) = K Vuelab],

(3) f'(x) >0 (f'(z) <0) Vz €]a,b] <= f monoton wachsend (monoton fal-
lend) in [a,b],

(4) f'(x) >0 (f'(z) <0) Vz €|a,b] = [ streng monoton wachsend (streng

monoton fallend) in [a, b].

Beispiel 4.10 f(r) = 23 ist streng monoton wachsend in [—1,1], aber f'(0) = 0,
d.h. die Umkehrung der Behauptung (4) in Theorem 4.4 gilt i. Allg. nicht.

4.4.2 Extrema
Definition 4.7 Seiy = f(z) definiert in [a,b] und c € [a, b).

1. Die Funktion y = f(x) besitzt in ¢ ein relatives oder lokales Minimum (Maxi-
mum) f(c) gdw eine Umgebung Us(c) C [a,b] existiert, so dass gilt:

f@) = fle)  (flx) < f(e)  VaeUlc)

Falls ¢ einer der Randpunkte a oder b ist, versteht man unter Us(c) eine einseitige
Umgebung von c. Lokale Minima bzw. Maxima heiffem lokale Extrema von f.
Falls fiir alle © € Us(c)\{c} eine strenge Ungleichung vorliegt, so spricht man von
einem eigentlichen lokalen Extremum.

2. Die Funktion y = f(x) besitzt an der Stelle ¢, (cpr) ein absolutes oder globales
Minimum (Maximum) f(¢,,) (f(car)) gdw

f@) =z flem)  (f(2) < flem))  Va €lab).
Dabei heifen f(c,) und f(cy) die globalen Extrema von f auf [a,b].

3. f(c) heifit inneres (lokales oder globales) Extremum, wenn f(c) ein lokales
oder globales Extremum und ¢ €la, b ist.
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4. f(c) heifft Randextremum, wenn f(c) ein Extremum ist und ¢ = a oder ¢ = b.

Jedes globale Extremum ist gleichzeitig ein lokales, die Umkehrung gilt jedoch nicht.
Ist die Funktion y = f(z) « € [a, b] hinreichend oft differenzierbar, so lassen sich innere
lokale Extrema mit Hilfe der Differenzialrechnung ermitteln. Durch Vergleich dieser
Extrema mit den Randwerten f(a) und f(b) ergibt sich dann eine Aussage iiber die
globalen Extrema von f(z) auf [a, b].

Notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremums:

Theorem 4.5 (Satz von Fermat) Sei f differenzierbar in |a,b] und f besitze in
¢ €]a,b] ein inneres lokales Extremum f(c). Dann gilt f'(c) = 0.

Ein Punkt ¢, fur den f'(c) = 0 gilt, heifit stationdrer Punkt.

In einem stationidren Punkt c verliduft die Tangente durch den Punkt (¢, f(c)) parallel
zur x-Achse. Ihre Gleichung lautet y = f(c). Dies gilt auch, wenn in ¢ ein inneres lokales
Extremum vorliegt, die Umkehrung ist jedoch i. Allg. nicht richtig.

Beispiel 4.11 f(z) = 2* z €] — 1,1[ und f'(0) = 0, aber f(0) ist kein Extremum,
d.h. der Satz von Fermat ist nicht hinreichend fiir die Fxistenz eines lokalen Ex-
tremums.

Hinreichende Kriterien fiir die Existenz eines lokalen Extremums:

1. Regel: Sie ist sowohl fiir differenzierbare als auch fiir nicht differenzierbare Funk-
tionen anwendbar.

1° Sei f definiert und stetig in Us(c) =]c—d,¢+ ],
2° f besitze in | ¢ —6,¢[ U] ¢, ¢+ d | eine endliche Ableitung,
3° in ¢ gelte entweder f'(c) =0 oder f ist in ¢ nicht differenzierbar,

4° f" wechselt in keinem der Intervalle | ¢ — 4, ¢[ und | ¢, ¢+ § [ das Vorzeichen.

Dann verhélt sich f(z) an der Stelle ¢ wie folgt:

Vorzeichen von f'(z) fir | f(z) besitzt an der Stelle ¢
r<c x>c
I + + kein Extremum
1I + — ein lokales Maximum
111 — + ein lokales Minimum
v — — kein Extremum.

2. Regel: Sie ist nur fiir n-fach stetig differenzierbare Funktionen anwendbar.

1° Sei f n-fach stetig differenzierbar in Us(c) (n > 2).

2° Es gelte: f'(c) = f"(c) = ... = f™D(e) =0A f™(c) # 0.
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Ist n ungerade, so besitzt f an der Stelle ¢ kein Extremum. Ist n gerade, so hat f
in ¢ ein eigentliches inneres lokales Extremum und zwar fiir f (")(c) > ( ein lokales
Minimum und fiir f™(c) < 0 ein lokales Maximum (vgl. Taylorsche Formel).

Spezialfall: Sei f zweifach stetig differenzierbar in Us(c), f'(c¢) = 0 A f"(c) # 0.
Dann hat f in ¢ ein eigentliches inneres lokales Extremum und zwar fir f”(c) > 0
ein lokales Minimum und fiir f”(¢) < 0 ein lokales Maximum.

Beispiel 4.12 f(z) = |z| Us(0) =] —§,6[ f/(0) = =1, f/(0) = +1 (vgl. Beispiel

r

4.3). Die Funktion f(z) ist in ¢ = 0 nicht differenzierbar. Nach der 1. Regel liegt
m ¢ = 0 ein eigentliches lokales Minimum vor, welches gleichzeitig das globale
Minimum ist.

4.4.3 Kriimmungsverhalten

Definition 4.8 Die Funktion f(x) heifst auf [a,b] konvex (konkav), wenn fir alle
x1, Ta € [a,b] und jedes o €]0,1[ die Ungleichung

flaw + (1— a)ws) € af(en) + (1 — a)f(xs) (4.9)

erfillt ist. Lasst man in (4.9) fir x1 # xo das Gleichheitszeichen nicht zu, so heifst f(x)
auf [a, b] streng konvex (streng konkav).

Geometrische Interpretation
Aus z1, x5 € [a,b], x1 <z9, a€]0,1], z=ax;+ (1 —a)ry €z, 2| folgt

T — T2

a = .
T1 — T2

Die rechte Seite von (4.9) stellt die Gleichung der Sekante durch die Punkte (z1, f(z1))
und (z3, f(x2)) dar, denn
af(@)+ 1 —a)f(z2) = [f(@2)+a(f(z1) = flz2))
= flas) + M(x — 23)

X1 — T2

— (o) = flag) + L))

T — T2

(x — x2).

Wegen f(z) = f(az; + (1 — a)zz) bedeutet (4.9): f(x) (é) fs(x).

Fiir differenzierbare Funktionen kann man die Konvexitit (Konkavitéit) auch durch
die Ableitungen der Funktion charakterisieren.

Theorem 4.6 Se: f differenzierbar in [a,b].

f(z) [streng] konvex (konkav) in [a,b] <= f'(z) ist in [a,b] [streng] monoton
wachsend (fallend).

Theorem 4.7 Sei f' definiert und stetig in [a, b] sowie differenzierbar in |a,b[. Dann
gilt nach Theorem 4.6 und Theorem 4.4 (3) und(4):
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(1) f"(z) >0 (f"(z)<0) Va€|a,b] <= f konvex (konkav) in |a,b],
0 <

(
(2) ["(x) >0 (f"()
a, b].

0) VY €]a,b[ = f streng konvex (streng konkav) in

1
Beispiel 4.13 f(z) = zlnx =z €]0,10], f(x) = ~ > 0 Vo € [0,10] = f

streng konvex in [0, 10].

4.4.4 Wendepunkte (WP)

Definition 4.9 Sei f differenzierbar in|a,b[. Der Punkt (c, f(c)) heifst WP des durch
f gegebenen Graphen, wenn f' in ¢ ein lokales Extremum besitzt. Die Tangente im
WP heifit Wendetangente. Ist diese parallel zur x-Achse (d.h. f'(c) = 0), so heifst
(¢, f(¢)) Horizontalwendepunkt oder Stufenpunkt.

Geometrische Interpretation

In einem WP éndert f das Kriimmungsverhalten von streng konvex in streng
konkav oder umgekehrt.

Notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines WP (Analogon zum Satz von
Fermat):

Sei f zweifach differenzierbar in | a,b[ und (¢, f(c)) sei ein WP des durch f gegebenen
Graphen. Dann gilt f”(c) = 0.

Beispiel 4.14 f(z) =2 =z €] —1,1[ und f"(0) =0, aber (0, f(0)) ist kein WP.
Hinreichende Kriterien fiir die Existenz eines WP:
1. Regel:

1° Sei f zweifach differenzierbar in Us(c) =|c—d,c+ 0 [,

2° f"(c) =0

3° es gelte: f"(z) < 0 (bzw. f'(z) > 0) Va €]c—0d,c[ A f"(z) > 0 (bzw. f'(z) <
0)Va€le,c+0].

Dann ist (¢, f(c)) ein WP des durch f gegebenen Graphen.
2. Regel:
1° Sei f n-fach stetig differenzierbar in Us(c) (n > 3).
2° Es gelte: f"(c) = f"(c) = ... fV(c) =0 A f™(c) # 0.

Ist n ungerade, so ist (¢, f(c)) ein WP des durch f gegebenen Graphen. Ist n gerade, so
hat f in ¢ ein eigentliches inneres lokales Extremum (vgl. 2. Regel fiir Extrema).
Spezialfall: Sei f dreifach stetig differenzierbar in Us(c), f"(c) = 0 A f"(c) # 0.
Dann ist (¢, f(c)) ein WP des durch f gegebenen Graphen.

Beispiel 4.15 f(z) =2° x €] —1,1], f1(0) = f"(0) = f(0) = fW(0) = 0, aber
f©10) #0, d.h. (0, f(0)) ist ein Horizontalwendepunkt.
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5 Differenzialrechnung fiir reelle Funktionen mehre-
rer reeller Variablen

5.1 Partielle Ableitungen

Bekanntlich ldsst sich die Funktion v = f(x,y) D(f) = {(z,y) |[r € X Ay € Y} im
Raum durch eine Fliache darstellen. Fixiert man y = yg mit yo € Y, so ist y = yy eine
parallel zur zu-Ebene verlaufende Schnittebene und u = f(z,y9) = () definiert eine
auf der Flache u = f(x,y) befindliche Schnittkurve der Flache mit der Ebene y = yo. Den
GW

vy oo+ Ax) —o(wo) . fl@o + Az, yo) — f(20,Yo)
#'(wo) = Jim, Az = Jim, Az

= fx(an yO)
bezeichnet man, falls er existiert, als partielle Ableitung 1. Ordnung der Funktion
u = f(x,y) nach der Variablen x an der Stelle (xg, o).

Geometrische Deutung: f,(z¢,yo) ist der Anstieg der Tangente an die Flidchenkurve
u= f(x,y0) = p(x) im Raumpunkt mit den Koordinaten (xq, yo, f (o, ¥0))-

Analog setzt man u = f(xg,y) = ¥ (y) und bezeichnet den GW

/ o Y+ Ay) —Y(y) . fwo,y0 + Ay) — f(w0,v0)
¥(vo) = Algl,rilo Ay N Algl/rilo Ay

= fy(x07y0)7

falls er existiert, als partielle Ableitung 1. Ordnung der Funktion u = f(x,y) nach
der Variablen y an der Stelle (z, o).

Geometrische Deutung: f,(zo,vo) ist der Anstieg der Tangente an die Flichenkurve
u= f(zo,y) = ¥(y) im Raumpunkt mit den Koordinaten (zy, yo, f (o, %0))-

Die partiellen Ableitungen 1. Ordnung f,(zo,%), fy(%0,y0) einer Funktion u =
f(z,y) geben also den Anstieg der Fliche u = f(z,y) an der Stelle (zg,yo) in Richtung
der z- bzw. der y-Achse an.

Bezeichnungen: f, = g—f fy
X

_of
-5

Sie heiflen partielle Differenzialquotienten 1. Ordnung und sind keine Briiche.

Fiir eine Funktion f(z1,z,...,2,) von n unabhingigen Variablen xy,xs,...,z, kann
man ensprechend n verschiedene partielle Ableitungen 1. Ordnung bilden, indem
man jeweils n — 1 Variable fixiert:

of
ox,,

9f
8:161

_9r

fo N 8.252

fzn =

Bezeichnungen: f,, =

Beispiel 5.1 (Partielle Ableitungen)

T
(1) Zustandsfunktion eines idealen Gases: p = p(T,V) = R7

9 R 9p _RT
or v ov V2
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Der erste Differenzialquotient besagt, dass sich bei isochor wvorgenommener Zu-
standsdinderung (V = const.) Druck und Temperatur im gleichen Verhdltnis dndern
(p ~ T). Der zweite Differenzialquotient zeigt, wie sich bei einer isothermen Zu-
standsdanderung (T = const.) eines idealen Gases der Druck p in Abhingigkeit vom
Volumen dndert.

(2) f(x,y) =a® —3wsiny +y> + 4 fo(z,y) = 32% — 3siny fy = —3xcosy+2y

5.2 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Fiir die Funktion v = f(z,y) lassen sich auch partielle Ableitungen héherer Ordnung
bilden. Fiir n = 2 Variable sind folgende partielle Ableitungen 2. Ordnung méglich:

Jow = 2 ( 8_f ) = ﬁ Ty 0 ( of ) O°f reine Ableitungen,

or \ Oz Ox?’ - a_y 8_y - 8_y2
0 (af \_ o 9 (af\ _ '
Sy dy ( Or ) = 9z0y’ Jyz = 2z \ 9y )~ dyon gemischte Ableitungen.

Analog definiert man Ableitungen der Ordnung k > 2. Der Fall f,, # f,. ist moglich.

Theorem 5.1 (Satz von Schwarz) Sind die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung
einer Funktion f(z,y) stetig nach allen Variablen in einer offenen Menge M C D(f),
so sind die gemischten partiellen Ableitungen gleich.

Beispiel 5.2 (Ableitungen héherer Ordnung)

RT
(1) Zustandsfunktion eines idealen Gases: p =p(T,V) = N Im BereichT >0,V >0

sind die beiden gemischten Ableitungen 2. Ordnung stetig und somit gleich:
0 9Pp R
PV ="9rov ~ avor ~ VT T TV

(2) Fiir die Funktion

C(Z2—y2
f(xay): $yx2+y2 (%y)#(0,0)

0 (x,y) = (0,0)
sind die gemischten partiellen Ableitungen 2. Ordnung in (0,0) nicht gleich:

fx(o 0) — lim f(AI7O) B f(0,0) -0 fy(o 0) — lim f((), Ay) — f(0,0)

Az—0 Az Ay—0 Ay

=0.

Fiir 2% +y* > 0 gilt aber

22 — 2 Ax2y?

2 2 2,2
Tre — dx
+ y _ i
2 +y? (2% + y?)?

x2+y2 ($2+y2)2 '

foz,y) =y fy(@,y) =2
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Dann st

f2y(0,0) = lim Ay = —1,

= +1.

5.3 Totale Differenzierbarkeit und totales Differenzial

Fiir n = 1 bedeutete die Differenzierbarkeit einer Funktion f(z) an der Stelle ¢ die Exis-
tenz der Ableitung f’(c). Fiir n > 1 sind Differenzierbarkeit und Existenz der partiellen
Ableitungen unterschiedliche Begriffe.

Definition 5.1 (Totale Differenzierbarkeit, totales Differenzial)

1. FEine im Gebiet G definierte Funktion uw = f(x,y) heifst total (vollstindig) diffe-
renzierbar an der Stelle (zo,vo), gdw gilt:

f(xo + Az, yo + Ay) — f(wo,40) — (fa(To, Yo) Az + f, (0, yo) Ay)

lim = 0.
(Az,Ay)—(0,0) V (Az)? + (Ay)?
(5.1)
2. Die Differenz
Af = f(zo+ Ar,yo + Ay) — f(wo,Y0) (5.2)

heifit totaler Zuwachs der Funktion w = f(x,y) an der Stelle (zo,yo).

3. Der lineare Differenzialausdruck

df = fu(w0,y0)Ar + f, (70, y0) Ay (5.3)

heifit das zur Stelle (xg,yo) und zu den Argumentzuwichsen Ax und Ay gehirige
totale Differenzial der Funktion f. Analog zum Fall n = 1 gilt: Az = dx und
Ay = dy.

Af—d
Aus (5.1) folgt fiir total differenzierbare Funktionen lim f—df =
(Az,8y)—(0.0) \/(Az)? + (Ay)?

Theorem 5.2 Besitzt eine Funktion uw = f(x,y) an der Stelle (zo,yo) stetige partielle
Ableitungen 1. Ordnung, so ist f(x,y) an dieser Stelle total differenzierbar.

Beispiel 5.3 (Totaler Zuwachs, totales Differenzial)

Die Funktion u = f(x,y) = x?e™ besitzt stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung
fo=x(xy+2)e™, f, = x®e™ und ist somit iiberall in der zy-Ebene total differenzier-
bar. Der totale Zuwachs an der Stelle (xg,yo) lautet:

Af = (z + A:}:)2 el@o+AT)(yo+Ay) _ l‘g eT0 Y0
Fiir das totale Differenzial an der Stelle (xq,yo) erhdlt man

df = xo(zoyo + 2) €™ Az + xj 6™ Ay,
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Die totale Differenzierbarkeit einer Funktion v = f(z,y) héngt eng zusammen mit
dem Problem, ob alle Tangenten, die im Raumpunkt (z¢,yo, f(zo, o)) an die Fliche
u= f(z,y) gelegt werden konnen, in einer gemeinsamen Ebene liegen oder nicht.

Existiert eine solche Ebene, so heiit sie Tangentialebene der Flache v = f(z,y) im
Flachenpunkt ((zo, o, f(Zo,y0)) und besitzt die Gleichung

Z = f(J:anO) + fa:(xOvyO) (‘T - {L‘o) + fy(x()?y()) (y - yO)'

Theorem 5.3 Fine Tangentialebene zur Fliche u = f(x,y) im Punkt (xo,yo, f(zo, yo))
ezistiert genau dann, wenn die Funktion u = f(x,y) an der Stelle (x¢,yo) total differen-
zierbar ist. (Nach Theorem 5.2 heifit dies, wenn u = f(x,y) an der Stelle (zo,yo) stetige
partielle Ableitungen 1. Ordnung besitzt.) Ist dagegen die Funktion u = f(x,y) an
einer Stelle (x¢,yo) nicht total differenzierbar, so besitzt die zugeordnete Fliche im
Fliachenpunkt (xo,yo, f(zo, o)) keine Tangentialebene.

Aus (5.1) folgt wie in (4.7) (vgl. Taylorsche Formel fir n =1) Af —df = Ry, also

f(IO + AZE’, Yo + Ay) - f('r(h ?JO) + fa:(an yO>A$+fy($07 ?JO)A?/+ RI(A‘ra A?/; Zo, y()) (54)
Wir setzen z¢ + Az = x und yo + Ay = y. Dann erhélt man aus (5.4)

f(z,y) = f(wo,90) + f(T0, Y0)(* — 20) + fy(0, 0) (¥ — yo) + Ra(,y, %o, Yo)-

Dabei stellt die lineare Funktion z = f(xo, yo) + fu(z0,%0)(x — x0) + fy(Z0, y0) (Y — Yo)
eine Gleichung fiir die Tangentialebene an die Fldche im Fliachenpunkt (zg, yo, f (2o, ¥0))
dar, d.h. eine in (xo, yo) total differenzierbare Funktion ist in einer Umgebung U,(ry)
in erster Ndherung linear, es gilt also fiir kleine o in U,(ry) die Bezichung

Af ~df. (5.5)
bzw. unter Verwendung von (5.2) und (5.3)
Af = flzo+ Az,yo + Ay) — f(z0,Y0) = fo(@0, yo) Az + fy(20,y0)Ay = df. (5.6)

Definition 5.2 Sei f total differenzierbar an der Stelle (29, ...,z°). Der lineare Dif-
ferenzialausdruck

df = fml(x(l],...,xg)Axl —|—...+fmn(x?,...,x2)Axn

heifit das zur Stelle (29, ...,2%) und zu den Argumentzuwdichsen Axy, ..., Ax, gehirige

totale Differenzial der Funktion f.

Theorem 5.4 (Verallgemeinerte Kettenregel) Sei v = g(v(z), w(x)) total diffe-
renzierbar in G C R%. Die Funktionen v = v(z) und w = w(z) seien stetig differen-
zierbar in |a,b[, wobei fir x €|a,b| die Funktionswerte v = v(z) und w = w(zx) in G
liegen mdgen. Dann ist die Funktion g(v(x),w(x)) in |a,b| stetig differenzierbar und
es qilt:
dg(v(z), w(x dv dw

soleho) _, do,  do .
Speziell erhdlt man aus (5.7) fir eine durch F(z,y) = 0 implizit gegebene Funktion
y = f(x) die Ableitung y' = f'(z), falls eine solche existiert, indem man g = F, v(x) = x
und w(zr) = f(x) =y setzt:

dg(v(z), w(z)) _ dF(z, f(z))
dzx dzx

=F,+F,f(r)=0 = f'(x)= —?x falls F, # 0.

Y
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5.4 Anwendung des totalen Differenzials in der Fehlerrechnung

Sei eine total differenzierbare Funktion u = f(x,y) gegeben. Die gemessenen Werte
fiir  und y seien mit Mefifehlern Az und Ay behaftet, wobei |Az| < & und |Ay| < g
gelten moge. Dies zieht Ungenauigkeiten in den Funktionswerten nach sich. Gesucht ist
eine obere Schranke fiir den absoluten Fehler

IAf] = |f(z + Az, y + Ay) — f(x,y)].

Sind die Schranken Z und g fiir die Meffehler klein, so sind auch die MeBfehler (die
Zuwéchse Az und Ay) klein. Wegen der totalen Differenzierbarkeit von f, kann (5.5)
bzw. (5.6) angewendet werden und man erhélt eine Abschédtzung fiir den Betrag des
absoluten Fehlers Af:

[Afl=ldf] = |fe Az + fy Ay| < [fal |Az] + [fy| [Ayl < |fel 2+ 1fl5 (5.8)
Fiir den Betrag des relativen Fehlers von f ergibt sich, falls f # 0:

[Af]  fellA2] + £y Ay]
/] /]

Der relative Fehler wird in der Regel in % ausgedriickt.

(5.9)

Beispiel 5.4 Bei einem Hohlspiegel werden Bildweite b = 4cm und Gegenstandsweite
g = 3cm gemessen. Berechnen Sie den absoluten und relativen Fehler der Brennweite
f, wenn der Mefifehler jeweils 0.1 mm betrdgt.

Bekanntlich gilt folgender Zusammenhang zwischen b, g und f:

111 gb 12
?—E‘F;:f——g_'_b f_7[cm]

Afmdf— fAb+ A9 f— S 0y V16

DAL 020 T T T T (g2 T 19

Die Beziehung (5.8) hat die Gestalt:
[Afl = |df] = |fo Ab+ fy Agl < [fol[AD] + | fyl|Agl.

Auflerdem ist
|Ab| = |Ag| < 107% [em]

Fiir den Betrag des absoluten Fehlers erhdlt man

1
IAf] < (% + £) 10~%[em] ~ 5- 1072 [em)]

12
Wegen [ = (7 +£5- 10_3) [em] ergibt sich fiir den relativen Fehler aus (5.9)

|Af] 35 _1
—1 =—"-1 ~ 0.3%.
7l 00% 5 0~ % =~ 0.3%
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5.5 Extrema ohne Nebenbedingungen

Definition 5.3 Sei u = f(P) = f(z1,...,2,) P = (x1,...,2,) € D(f) und By =
(29, ...,29) € D(f).

1. Die Funktion u = f(z1,...,x,) besitzt in Py ein lokales Minimum (lokales Ma-
ximum) f(P) gdw eine Umgebung U,(FPy) C D(f) existiert, so dass gilt:

f(P) = f(R)  (f(P)< f(R) VP eU ()

Falls fir alle P € U,(Py)\{Fo} eine strenge Ungleichung vorliegt, so spricht man
von einem eigentlichen lokalen Extremum.

2. Die Funktion w = f(xy,...,x,) besitzt an der Stelle P,, (Py) ein globales Mini-
mum (globales Maximum) f(P,,)(f(Py)) gdw gilt:

[(P) = f(Py)  (f(P)< f(Pu))  VPeD(f)
Dabei heifien f(P,,) und f(Py) die globalen Extrema von f in D(f).

3. Sei D(f) abgeschlossen (d.h. alle Randpunkte gehoren zu D(f)). Dann heifit f(Pp)
ein inneres (lokales oder globales) Extremum, wenn f(F,) ein lokales oder
globales Extremum und Py kein Randpunkt von D(f) ist.

4. f(FPo) heifft Randextremum, wenn f(Py) ein Extremum und Py ein Randpunkt
von D(f) ist.

Jedes globale Extremum ist gleichzeitig ein lokales, die Umkehrung gilt jedoch nicht.
Wie fiir n = 1 lassen sich innere lokale Extrema mit Hilfe der Differenzialrechnung
ermitteln. Durch Vergleich dieser Extrema mit den Funktionswerten auf dem Rand von
D(f) ergibt sich dann eine Aussage iiber die globalen Extrema von f(P) auf D(f).

Notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremums:

Sei f partiell differenzierbar in D(f) und Py € D(f) kein Randpunkt von D(f). Besitzt
f in P, ein inneres lokales Extremum f([5) so gilt: f,,(Fy) =0 (i=1,...,n).

Fiir n = 2 und Py = (20, y0) bedeutet die letzte Bedingung;:

Je(20,0) =0 und fy(ﬂﬁoyyo) =0. (5.10)

Punkte, in denen alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung gleichzeitig verschwinden,
heiflen stationidre Punkte von f.

Hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremums: (n = 2)

Die Funktion u = f(x,y) besitze stetige partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung
in Py = (z0,%0) € D(f), wobei (xg, yo) kein Randpunkt von D(f) sei. Wir bezeichnen mit
K¢ (zo,90) den Ausdruck

Ky (70,90) = faz(T0, Y0) fyy (o, Yo) — f;?y(%, Yo)- (5.11)

Auflerdem gelte (5.10). Dann ist
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f(z0,90) ein eigentl. inn. lok. Min. fiir f, falls K(xo,yo) > 0 und f,.(z0,%0) > 0,
f(z0,y0) ein eigentl. inn. lok. Max. fiir f, falls K¢(zo,y0) > 0 und f..(zo,%0) <0,
f(x0,90) kein lokales Extremum fiir f, falls K (xo, o) <0,

keine Aussage moglich, falls K¢(xo,yo) = 0.

Fiir K¢(zo,y0) > 0 besitzen f,, und f,, in (xo,yo) wegen (5.11) stets dasselbe Vorzeichen.
Gilt (5.10) und Kf(xo,y0) < 0, so heiit (zo,yo) Sattelpunkt von f.

In einem stationdren Punkt (z, yo) verlauft die Tangententialebene durch den Punkt
(20, Yo, f(x0, yo) parallel zur xy-Ebene. Thre Gleichung lautet y = f (o, yo). Dies gilt auch,
wenn in (zg,yo) ein inneres lokales Extremum vorliegt, die Umkehrung ist jedoch i.
Allg. nicht richtig.

Beispiel 5.5 (Stationdre Punkte, Extrema)

(1)

(2)

(3)

(4)

u= f(z,y) = 2*+y* D(f) =R* f.(0,0) = f,(0,0) = 0, also ist (0,0) nach
(5.10) ein stationdrer Punkt. Wegen K(0,0) =4 > 0 besitzt f im Punkt (0,0)
ein eigentliches lokales und zugleich globales Minimum f(0,0) = 0.

u= f(z,y) =2 —y* D(f) =R?* [.(0,0) = f,(0,0) = 0, also ist (0,0) nach
(5.10) ein stationdrer Punkt. Wegen K;(0,0) = —4 < 0 besitzt f im Punkt (0,0)
einen Sattelpunkt f(0,0) = 0. Die Schnittfunktion f(x,0) = ¢(x) = z* (f(0,y) =
Y(y) = —y?) hat beim Durchgang durch (0,0) ein eigentliches lokales Minimum
(Maximum). Die Tangentialebene verlduft parallel zur xy-Ebene.

Bestimmen Sie den Mazimalwert der Funktion u = f(z,y) = sinz+siny—sin(x+y)
auf dem Dreieck, begrenzt durch die Geraden x =0, y =0 und v + y = 27.

Aus dem nichtlinearen Gleichungssystem
fuo(z,y) = cosz — cos(x + y) =0, fy(z,y) =cosy —cos(z +y) =0

erhdlt man zundchst cosx = cosy, also x =y und als einzige Lésung der Gleichung

2 2
2cos’z — cosx — 1 = 0 4m Inneren des Dreiecks (xg,yo) = (?ﬂ’ %) Es gibt
also einen einzigen stationdren Punkt (o, yo) mit f(zo,vy0) = — Weiter gilt
. . 3V/3

f(z,y) = 0 auf den Begrenzungsgeraden des Dreiecks. Also ist f(xq,yo) = 5 das
globale Maximum der Funktion auf dem Dreieck.
u= f(z,y) = (x+y)?> D(f)=R? Das lineare Gleichungssystem

folzyy) = 2042y =0

fulz,y) = 2x+2y = 0,
besitzt unendlich viele Losungen, d.h. alle Punkte der Geraden y = —x sind stati-

onire Punkte, jedoch ist Ky = 0 in all diesen Punkten. Da f(x,y) > 0 firy # x,
liegt in allen Punkten der Geraden ein globales Minimum vor (parabolischer
Zylinder).
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Die Methode der kleinsten Quadrate
Diese Methode ist eine wichtige Anwendung zur Berechnung von Extrema.

In der zy-Ebene seien N +1 Punkte (z;,v;) (i =0,...,N) mit z; # x; fir i # j gegeben.

Gesucht ist eine von = und n Parametern ag, ay,...,a,-1 (n < N) abhéngige Funktion
y = f(z,ap,...,a,_1), deren Graph sich moglichst gut den gegebenen Punkten anpasst.
Man wéhlt die Parameter ay, ..., a,_; derart, dass
N
Q(ao, Ce ,an_l) = Z[f(l'], agp, - . - ,an_l) — y]]2
§=0
minimal wird. Wir betrachten () als Funktion von n Variablen aq,...,a,_1 und wen-

den, falls f differenzierbar ist, die Theorie der lokalen Extrema an. Die notwendigen
Bedingungen
Qa (g, ap-1) =0 (l=0,....,n—1)

liefern dann ein Gleichungssystem zur Bestimmung der Parameter aq,...,a,_;. Diese
Gleichungen heiflen Normalgleichungen.

Wiéhlt man speziell f als ein Polynom in x, d.h.

f(x>a07--'7an71> = Zakwka

dann erhalt man mit

N n—1
Qq,(ag, ... an_1) = Z(Zakxk—yj>z§: (l=0,...,n—1)
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Auf Grund der Voraussetzung x; # z; fiir ¢ # j ist das Normalgleichungssystem stets
eindeutig 16sbar.

Fiir n = 2 ergibt sich die sogenannte Ausgleichsgerade. Die Parameter ay und a; der
Ausgleichsgeraden berechnen sich aus dem linearen Gleichungssystem:
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Die Ausgleichsgerade oder auch Regressionsgerade ist diejenige Gerade, die sich den
N + 1 Messpunkten am besten anpasst.

Fiir n = 3 ergibt sich die sogenannte Ausgleichsparabel. Ihre Parameter ag, a; und as
berechnen sich aus dem linearen Gleichungssystem:

N N N
Sailay + | Yxjla + (N+1)a = Yy
Jj=0 j=0 j=0
% 23| as + % 3| a; + % -

j 2 J 1 Tj | @o > Yi T
=0 =0 =0 =0
N N N
Sorjlay + | b |a + i ay = Yy
=0 =0 =0 =

Die Ausgleichsparabel ist diejenige Parabel, die sich den N +1 Messpunkten am besten
anpasst.

Beispiel 5.6 (Methode der kleinsten Quadrate) Vor der Erdffnung einer neuen
Mensa wurde in einer Umfrage unter Studenten folgendes Kaufkraftpotenzial (Umsatz in
€ pro Woche) ermittelt:

Preis pro Portion (in €) || 1.25|1.50 | 1.75 | 2.00 | 2.25
Nachfrage (in Portionen) || 1000 | 760 | 560 | 400 | 300

Berechnen Sie mittels eines linearen Ansatzes eine Preis-Absatz-Funktion f(x), die die

Umfrageergebnisse bestmdglich widerspiegelt. Fir welchen Preis xq ist der Absatz gleich
Null?

Wir bezeichnen mit x; den Preis pro Portion und mit y; die Nachfrage (j =0,...,4). Zu
berechnen ist die Ausgleichs- oder Regressionsgerade. Die bendtigten Summen erhdlt
man aus der Tabelle: ’

IR AET

J

01]1.25|1000 | 1.56 | 1250
11150 760 | 2.25| 1140
211.75| 560 | 3.06 | 980
3
4

2.00| 400 | 4.00 | 800
2.25| 300| 5.06 | 675
> 18.75 13020 | 15.93 | 4845

Man erhadlt
875 a1 + 5.00 aqp = 3020

15.93 a; + 8.75 ayg = 4845,

welches die eindeutige Losung a1 = —713 und ag = 1851 besitzt. Die Regressionsge-
rade lautet also
f(z) = =713z + 1851.

Sie besitzt die NS xy = 2.60, fiir welche der Absatz gleich Null wird. Ab einem Preis von
2.60 € st kein Umsatz mehr zu erwarten.
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Beispiel 5.7 (Methode der kleinsten Quadrate) Fin zeitabhdngiger Vorgang werde

durch die Funktion g(t) = Ae Bt beschrieben (A > 0). Bestimmen Sie A und B aus den
Daten

t; | 20 | 40 | 60 | &0
g; |12.70 | 1.50 | 0.80 | 0.43 |

Wir betrachten In g(t) = In A — Bt und setzen y :=1Ing(t), agp =In A, a; = —B.

L J] tily=lng | ] ty;
0 20 0.9933 400 19.866
1] 40 0.4055 | 1600 16.220 200a; + dag = 0.3318
21 60| —0.2231| 3600 | —13.386 12000a; + 2000y = —44.812
3] 80| —0.8439 | 6400 | —67.512

> ]200] 0.3318] 12000 | —44.812 |

a1 = —0.0307, ag = 1.618, B = —a; = 0.0307, A = e® = 5.043, g(t) = 5.043 ¢~0-0307,

5.6 Extrema unter Nebenbedingungen

Vielfach tritt das Problem auf, Extrema einer Funktion v = f(x,y) (x,y) € D(f) zu
bestimmen, wenn x und y gleichzeitig noch irgendeiner Nebenbedingung unterliegen, d.h.
einer Gleichung g(z,y) = 0 geniigen. Man spricht dann von der Bestimmung eines Ex-
tremums mit Nebenbedingungen.

Beispiel 5.8 Welcher Punkt der Ebene hat vom Koordinatenursprung das kleinstmaogliche
Abstandsquadrat und liegt gleichzeitig auf der Geraden, die durch die Gleichung 3x—y—1 =
0 gegeben ist?

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt fiir das Quadrat des Abstandes eines Punktes vom
Koordinatenursprung

d* = 2° + .
Folglich erhdlt man fir die Funktion, deren Minimum gesucht ist,
u= f(z,y) =2*+ 9> (5.12)
Als Nebenbedingung g(z,y) = 0 fungiert die Geradengleichung
3r—y—1=0. (5.13)

Die Funktion (5.12) besitzt im Punkt (0,0) ein globales Minimum ohne Nebenbe-
dingungen (vgl. Beispiel 5.5 (1)).

Geometrisch entspricht der Funktion (5.12) ein Rotationsparaboloid mit der u-Achse als
Rotationsachse. Der Nebenbedingung (5.13) entspricht die Gerade y = 3z — 1 in der xy-
Ebene. Da der gesuchte Extremwert die Gleichung (5.13) erfiillen soll, liegen die mdgli-
chen Werte auf der Schnittkurve s des Paraboloids mit der Ebene, die durch die Gerade
y = 3x — 1 hindurchgeht und die senkrecht auf der xy-Ebene steht. Das Minimum dieser
Schnittkurve stellt die gesuchte Lisung des Problems dar.

Losungsverfahren fiir Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen
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1. Die Reduktionsmethode

Die Gleichung fiir die Nebenbedingung ¢(z,y) = 0 sei eindeutig nach einer der
Variablen auflésbar. Wir nehmen an, dass die Gleichung nach y auflésbar ist: y =
¢ (x). Dann erhdlt man durch Einsetzen von y = ¢ (x) in die Ausgangsfunktion
u = f(z,y) eine Funktion u = f(z,1(z)) = F(z), die nur noch von einer Variablen
x abhéngt. Damit ist das Problem auf die Bestimmung von Extremwerten einer
Funktion einer Variablen zuriickgefiithrt worden.

Die Anwendung dieser Methode auf den Fall von mehr als zwei Variablen und mehr
als zwei Nebenbedingungen ist i. Allg. nicht moglich.

2. Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren
1. Schritt: Ermittlung aller stationiren Punkte der Lagrange-Funktion:

L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,v) (z,y) € G, XA € R (X Parameter)

Notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremums

Die Funktionen f und g seien in G total differenzierbar. Besitzt f in Py, =
(x0,Y0) € G unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0 ein lokales Extremum, wo-
bei g, (zo,y0) # 0 oder g,(xo,y0) # 0 erfiillt sein moge, dann geniigt (zo,yo) den
Gleichungen

Lx(:BOa Yo, /\) = fx(an yO) + )\gx(x()a ?/0) = 07
Ly(m07y07A) = fy(x07y0) +/\gy<x07y0) - 07
Lx(xo,y0,A) = g(x0,%0) = 0.

Man erhilt also als notwendige Bedingung ein System von drei Gleichungen mit
den Unbekannten xg, yo, A.

2. Schritt: Untersuchung, in welchem der stationéren Punkte unter der Nebenbe-
dingung g(z,y) = 0 ein lokales Extremum von f vorliegt. Hinreichende Bedin-
gungen im Zusammenhang mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren sind
relativ kompliziert zu formulieren und zu iiberpriifen. In einfachen Féllen kommt
man mit Hilfe geometrischer Uberlegungen zum Ziel.

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren lisst sich ohne Schwierigkeiten auch
auf Funktionen v = f(x1,...,z,) von n Variablen tibertragen, deren Extremwerte
insgesamt k& Nebenbedingungen (1 < k < n — 1) unterworfen sind.

Beispiel 5.9 (Loésung von Beispiel 5.8)

(1) Reduktionsmethode: y = 3x — 1 eingesetzt in (5.12) liefert:
u= F(r) =102" — 6z + 1.

3
Aus F'(z) = 20z — 6 = 0 erhdlt man xy = 0 FEinsetzen in (5.13) ergibt yo =

1
=T Auferdem ist F"(x) > 0, also liegt in o = I ein eigentliches lokales
Minimum, welches gleichzeitig das globale Minimum fir F' ist, vor: Fp, =
3 1 3 1
F(zg) = F (1—()) =10 Dann ist (xo,y0) = (1—0, —1—0> der gesuchte Punkt und
3 1 1
man erhdlt: ud. = f (1—0, —1—0> =1
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(2) Methode der Lagrange-Multiplikatoren: Die Lagrange-Funktion
L(z,y,\) =2 +y* + Bz —y — 1) (x,y) € G, A € R (X Parameter)
liefert das Gleichungssystem
L,=2v+3\=0 L,=2y—A=0 Ly=3x—-y—-1=0

3 1 2
mit der Lésung xq = 0 %= "1 Ao = T Dabei gilt g.(xo,y0) = 3 # 0).
Der Punkt (xo,v0) liegt auf der Geraden g. Sei o € R A o # 0. Wir betrachten

3 1
(x1,y1) € g, d-h. x1 =20+ = E—l—a undyI:S(Ig—l—a)—lz?)a—l—O. Dann ist

1 1
flx1,y) = 23+y3 = —0—1—10a2 > —. Folglich liegt an der Stelle (x¢,yo) der Geraden

10
g das globale Minimum des Abstandsquadrates vom Koordinatenursprung vor.
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