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Hausaufgabe 5: Wahrscheinlichkeiten

Losungen

1. Zu zwei beliebigen Zeitpunkten des Zeitabschnittes 7" sollen in einem Empfinger gleichwahr-
scheinlich Signale ertonen. Das Gerit trennt nicht mehr, wenn die Zeitdifferenz zwischen den
Signalen kleiner als 7 ausfillt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Gerit
fiir den Empfang unbrauchbar ist.

Losung: (6 Punkte)

Das Problem lésst sich mit der Definition der geometrischen Wahrscheinlichkeit 16sen. Wir
bezeichnen mit A das Ereignis, dass das Gerét unbauchbar ist und mit x und y die Zeitpunk-
te, zu denen die Signale empfangen werden. Die Versuchsergebnisse konnen somit durch die
Zahlenpaare (x,y) dargestellt werden. Die Menge aller Versuchsergebnisse (aller Elementa-
rereignisse) féllt folglich mit einem Quadrat Q der Seitenldnge 7 zusammen.

Das Gerit ist unbrauchbar, wenn |x — y| < 7 gilt. Auflésung der Ungleichung liefert
—T<X—YV< T T<X—YANX— YT+ y<xXx+TAy>x—T1T.

Das dadurch gegebene Gebiet G liegt also innerhalb des Quadrates zwischen den Geraden
y=x+7undy=x—T.

Annahme: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Versuchsergebnisse im Inneren einer geometri-
schen Figur D liegen, ist proportional zum Flicheninhalt F (D) dieser Figur. Mit F(Q) = T?
erhélt man fiir den Flacheninhalt von G

(T—1)°

F(G)=T*-2 5 =T?— (T —1)%
Dann ist
_F(G) T*—(T-1)? ™2 .t T
PA=Fo =~ _1_<1_T> =TT

2. In einem Unternehmen wird ein Werkstiick auf drei verschiedenen Maschinen M, M;, M3
produziert. Die folgende Tabelle gibt fiir jede Maschine den Anteil an der Gesamtproduktion
sowie den Ausschussanteil an:

’ Maschine H Anteil an der Gesamtproduktion H Ausschussanteil ‘

M, 20% 3%
M, 40% 2%
M; 40% 1%

Aus der Gesamtproduktion wird zuféllig ein Werkstiick entnommen.
Berechnen Sie
a) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das entnommene Teil ein Ausschussteil ist,

b) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das entnommene Teil auf der Maschine M| bzw. M,
bzw. M3 gefertigt wurde unter der Bedingung, dass es ein Ausschussteil ist,

c) Welche Beziehung gilt fiir die unter b) berechneten Wahrscheinlichkeiten?
Losung: (13 Punkte)

a) Wir definieren folgende Ereignisse:

A - Das gezogene Teil wurde auf Maschine M gefertigt.
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Aj - Das gezogene Teil wurde auf Maschine M, gefertigt.
Az - Das gezogene Teil wurde auf Maschine M3 gefertigt.
B - Das gezogene Teil ist ein Ausschussteil

und berechnen die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse:

20 40 40

— = _02 P(A)) = — =04 P(A3) = — = 0.4.
100~ 0% (A2) = 70 = 04 (43) =750 =

P(Ay)

Die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse B|A;, (i = 1,2,3) (d.h. ein Ausschussteil aus der
Produktion der i-ten Maschine zu erhalten) sind

P(B|A;) = 0.03, P(BJA;) =0.02, P(BJA3) =0.01.
Weiter gilt:
AiNA;j =0 (i,j=1,2,3), AjUAUA3=E,

P(A1)+P(A2)+P(A3) =1, P(A)>0 Vi,
d.h., die Voraussetzungen zur Anwendung des Satzes iiber die totale Wahrscheinlichkeit sind
erfiillt. Fiir die Wahrscheinlichkeit P(B) ein Ausschussteil zu ziehen, gilt:

P(B) = P((BNA])U(BNA2)U(BNA3)=P(BNA;)+P(BNAy)+P(BNA3)

= P(A])P(B‘A]) —l—P(Az)P(B‘Az) +P(A3)P(B|A3)
0.2-0.03+0.4-0.0240.4-0.01 =0.018.

b) Die Voraussetzungen zur Anwendung der Bayesschen Formel sind erfiillt (siehe a)). Dann
gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass das gezogene Stiick auf der i-ten Maschine produziert

wurde unter der Bedingung, dass es ein Ausschussteil ist
P(A1)P(BJA;)  0.2-0.03

P(A|B) = = =033
(411B) P(B) 0.018
P(A))P(B|A2)  0.4-0.02 _
P(A2|B) = = —0.44
(42/B) P(B) 0018 0
P(43]B) P(A3)P(BJA;) _ 04-001 _ 5
P(B) 0.018
c) Es gilt

(g

P(A;|B) = 0.33+0.44+0.22 = 0.99.
1

~.

3. In einem Betrieb seien 95% der Erzeugnisse verwendungsfahig. Davon gehoren 80% zur Gii-
teklasse I. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zuféllig ausgewéhltes Erzeugnis
zur Giiteklasse I gehort?

Losung: (5 Punkte)

Wir definieren folgende Ereignisse:

A - Das Produkt ist verwendungsféhig.

B - Das Produkt gehort zur Giiteklasse 1.

Dann gilt: P(A) = 0.95 und P(BJA) = 0.80. Wegen B C A ist BNA = B und damit P(B) =
P(BNA)=P(A)-P(BJA) =0.95-0.80 = 0.76.
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4. Zwei Schiitzen schieflen unbeeinflusst voneinander auf eine Zielscheibe. Der erste trifft mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.7, der zweite mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.8. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens einer der Schiitzen die Zielscheibe trifft?

Losung: (7 Punkte)

Wir definieren folgende Ereignisse:

A - der erste Schiitze trifft das Ziel,

B - der zweite Schiitze trifft das Ziel,

C - mindestens ein Schiitze trifft das Ziel.

Gegeben: P(A) = 0.7, P(B) = 0.8. Gesucht: P(C).

Wegen C = AUB und AN B # 0 gilt der Additionssatz fiir nicht unvereinbare Ereignisse (Skript
Formel (4.1)):

P(C)=P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB).

Da die Ereignisse A und B unabhiéngig voneinander sind, gilt der Multiplikationssatz fiir un-
abhingige Ereignisse (Skript Formel (4.5)):

P(ANB)=P(A)-P(B).
Somit erhilt man
P(C)=P(A)+P(B)—P(A)-P(B)=0.7+0.8—0.7-0.8 = 0.94.

5. In einem Behilter sind fiinf Kugeln mit den Zahlen 1 bis 5. Es werden gleichtzeitig zwei
Kugeln gezogen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit unter diesen zwei Kugeln diejenigen
mit der Eins oder Zwei zu ziehen?

Losung: (5 Punkte)

I. Losungsweg: Wir definieren folgende Ereignisse:

A - beim einmaligen Ziehen zweier Kugeln diejenige mit der Eins zu ziehen,

B - beim einmaligen Ziehen zweier Kugeln diejenige mit der Zwei zu ziehen,

AUB - beim einmaligen Ziehen zweier Kugeln diejenigen mit der Eins oder Zwei zu ziehen,

ANB # 0 - beim einmaligen Ziehen zweier Kugeln diejenigen mit der Eins und Zwei zu

ziehen.

4 4 1
Aus der Aufgabenstellung folgt: P(A) = 1o’ P(B) = 1o’ P(ANB) = 1o Also gilt der Addi-

tionssatz fiir nicht unvereinbare Ereignisse (Skript Formel (4.1)):
4 4 1 7

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) = 070" 10~ 10°

n

!. Losungsweg: Die Aufgabe fiihrt auf Kombinationen ohne Wiederholung: C, , = (k) -
Csp = (3) = 10.

12

13 23

14 24 34

15 25 35 45

Es gibt also 7 Kombinationen, eine Eins oder eine Zwei zu ziehen, somit ist die Wahrschein-

7
lichkeit dieses Ereignises gleich 1o



