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Hausaufgabe 3: Lineare Systeme erster Ordnung

Losungen

1. Geben Sie die allgemeine Losung des folgenden Systems an
Yy, = y» + tan’t—1
Yo = — ni + tant

Losung: (12 Punkte)
Berechnung der Eigenwerte

—A 1

det(A—lEz) = ‘ 1 -

‘=12+1:0 = Ay = +i.

Berechnung eines komplexen Eigenvektors und einer komplexen Losung

amm-o= (4 2)(2)-(3)

Die Koeffizientenmatrix besitzt den Rang 1. Damit ist eine Variable des linearen Gleichungs-
systems

—1 uyy + wuwy = 0
0

— upp —1oupy =

frei wihlbar. Setzt man u; = 1, so erhilt man u>; = i und den komplexen Eigenvektor

ul = i) 1 :ulle—kixzz 1 +1 0 .
un1 1 0 1

Dann ist

z' (1) =u'e’ = <( (1) ) +i( (1) )) (cost +isint)

eine komplexe Losung des Systems.
Aufstellen eines Fundamentalsystems und der allgemeinen Losung

1 _ 1 (1 (0.
y () = Rez = ( g ) cost | ) sint
y2(r) = Imz!' = ( (1) >sint+ ( (1) )cost

yalt) = Ciy' (1) +Coy*(r) = cl< cos? >+C2( sin? )

—sint cost

Konstantenvariation

inh ) — Ci(t)cost +Cy(t)sint
s —C(t)sint +Cy(t) cost
b) Aufstellen des linearen Gleichungssystems

a) Ansatz: y

Ci(t)cost + Ch(t)sint = tan’r—1
—Cj(t)sint + Cy(t)cost = tant
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c¢) Losung des linearen Gleichungssystems

Multiplikation der ersten Gleichung mit sin#, der zweiten Gleichung mit cost und Addition
beider Gleichungen liefert

C)(t) = sint(tan’s — 1) +tans cost = sins (tan’s — 1)+ sins
. 2 . sin’t . 1—cos’t sint )
= sinftan”t = sinf ——— = sin¢ 5 — = —— —sint
cos*t cos*t cos*t
Einsetzen dieses Ausdrucks in die zweite Gleichung ergibt
Ci(t) = —cost

d) Integration

1
C(t) = —sint, Cy(t) = - + cost.

Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

v = Ci(t)cost +Cy(t)sint
’ —Ci(t)sint +Cy(t) cost

) 1 )
—SsIntcost + (— +cost> sint
_ cost B ( tant )
) 1 '
sm2t+ —— 4-Ccost | cost
cost

Allgemeine Losung

inheo kb inhyo cost sint tant
0 =i+ = (S e o ) (9.

2. Losen Sie das lineare System
i = — »n + 8y
Yo = o+ »

Losung: (7 Punkte)
Berechnung der Eigenwerte

—1-A) 8

det(A—AEz):‘ ( 1 (l—l)

'212_9:():>)L1:3, ),2:—3.

Berechnung des Eigenvektors und des Losungsvektors zu A; = 3

(A-ME)x' =0 = <_411 —g)(g ):<8>

Die Koeffizientenmatrix besitzt den Rang 1. Damit ist eine Variable des linearen Gleichungs-
systems

—4 x11 48 x; = 0
1 X11 -2 X21 = 0

frei wihlbar. Setzt man x;; = 2, so erhdlt man x,; = 1 und den Eigen- bzw. Losungsvektor.

(1)) = o)
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Berechnung des Eigenvektors und des Losungsvektors zu A, = —3

(A-LE)X*=0 — (? i)(ﬁ;ﬁ)Z(g)

Die Koeffizientenmatrix besitzt den Rang 1. Damit ist eine Variable des linearen Gleichungs-
systems

2 x12 +8 x»p = 0
1 xip +4 x» = 0

frei wihlbar. Setzt man x;, = 4, so erhdlt man x> = —1 und den Eigen- bzw. Losungsvektor.

¢-()-(4) =)

Allgemeine Losung
2 4\ _
yZ(t) = Clyl(t) +C2y2(t) =C < 1 > e +C ( 1 ) e 3.
3. Geben Sie ein Fundamentalsystem und die allgemeine Losung an
o= i+ »

Yo = — 2y1 + 3»

Losung: (9 Punkte)
Berechnung der Eigenwerte

det(A — AE,) = (1= =A2—4L4+5=0 = A =2+i.
/

2 (3-4)

Berechnung des Eigenvektors und des Losungsvektors zu A; =2 +i

(A-ME)u' =0 = ( _(H—i% (1_5 ) ( o ) - < 8 )

Die Koeffizientenmatrix besitzt den Rang 1. Damit ist eine Variable des linearen Gleichungs-
systems

—(l—l—i) uyp +1 uy = 0
-2 uyp +(1—=1i) uyy = 0

frei wihlbar. Setzt man u; = 1, so erhélt man u;; = 1 +1 und den Eigen- bzw. Losungsvektor

| uip [ 1 11,0 (1 {0
u <u21)—(1+i):>u—x—|—1X—(1)+1<1>.

Dann ist

2 (1) =uleH) = (( } )+i< (1) )) ¢* (cost +isinr)
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eine komplexe Losung des Systems.
Aufstellen eines Fundamentalsystems und der allgemeinen Lésung

y'(t) = Rez' =¢* (( } )Cost— ( (1) )sint>
y2(t) = Imz' =¢* (( } )sint+ ( (1) >cost>

vat) = Ciy' (1) +Cay*(r) = Cre” < COSI_CS?ISI; >+C2ezf < cost+§§§ )
4. Losen Sie das Anfangswertproblem

o= 2y1 + »

Yo = — oy o+ 4m

mit den Anfangsbedingungen y;(0) = 1 und y,(0) = 2.
Losung: (12 Punkte)

Berechnung der Eigenwerte

(2—-1) |

det(A—lEz):’ 1 (4_2‘)

':),2—67L+9:O = A =3,5 =2.

Berechnung der Anzahl der linear unabhéingigen Eigenvektoren zu A; = 3

-1 1

rlzr(A—llEz):r( _1 1

):1 — m=n—-rn=2-1=1<s;=2.

Es gibt weniger linear unabhingige Eigenvektoren als zur Konstruktion eines Fundamental-
systems erforderlich sind. Deshalb ist der Losungssatz (3.9) aus dem Vorlesungsskript fiir
s1 = 2 und m; = 1 zu verwenden.

Losungsansatz

Da ein Fundamentalsystem fiir das gegebene System aus zwei Losungsvektoren besteht, liefert
der Losungsansatz sofort die allgemeine Losung.

YZ(I) = (V1+v2t)e3’ = ( i;gg ) = ( (vit +viat)e ) .

(V21 + szl‘)e3l

Die erste Ableitung lautet

W0 = (e = ( 7 )=( € )+ (G e )

¥y () ey 3(va1 +vaot)e™

Einsetzen von y; (t),y2(t),y; (t) und y,(¢) in das Differenzialgleichungssystem ergibt

3viip + vip 4+ 3vipt — 2vii — 2vipt — vy — vt = 0
3var + vaa 4+ 3vpt + vt + vt — 4wy — dvpt = 0.

Nach Koeffizientenvergleich bei gleichen 7-Potenzen erhélt man das lineare Gleichungssystem

Vit + viz — v = 0
V11 — v + vy = 0
vi2 — v = 0
vi2 — v =0
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dessen Koeffizientenmatrix den Rang 2 besitzt. Folglich sind zwei Variable frei wéihlbar. Wih-
rend vi; = Cy und v = C,. Dann ist vo; = C; + C; und vy, = C,. Einsetzen der berechneten
Werte in den Losungsansatz liefert

nepy _  vi(t) (Ci +C2t)est _ 1 3t t et
ya(t) = ( V(1) ) = < (CL+Cr+Cot)e™ =C 1 )¢ +G 1+ )€
Losung des Anfangswertproblems

Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt

y1(0> = C1:1 — C1 = 1
»0) = CO+G=2 = G =1

und

yi(t) (1+1)e*
t) = = .
0= )= (rie
5. Zusatzaufgabe fiir Fans (Bearbeitung freiwillig)
Losen Sie das Anfangswertproblem

0 10 4
yo)={ 0 01 |y, vyO=[( 7
6 —11 6 15
Losung (10 Punkte)
Berechnung der Eigenwerte
-1 1 0
det(A—AE3)=| 0 —A 1 |=2%(6—-2)+6—111=—A*+6A>—111+6=0.

6 —11 (6—A)

Daraus erhilt man die Eigenwerte A; =1, A, =2, A3=3.
Berechnung der Eigenvektoren

—1 10 X11 0
M=1 (A-LE3)x!=0 = 0 -1 1 x |=10
6 —11 5 X31 0
-1 10
0 -1 1
6 —11 5 ) | X11
1 ) - F(A—)LlEj;) =2. Wihlenx;1 =1 = x = X21 =
0 —1 1 il :
0 -5 5
-2 1 0 X12 0
/lz =2 (A—leg)Xz =0 —= 0 -2 1 X272 = 0

6 —11 4 X32 0
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-2 1 0
0o -2 1
6 —11 4 T :
— 0 = r(A—E3)=2. Wihlenxp, =1 = XX=1| xp | =
o -2 1 2 *
0O -8 4
-3 10 X13 0
/13 =3 (A—),3E3)X3 =0 —= 0 -3 1 X23 = 0
6 —11 3 X33 0
-3 10
0 -3 1
6 —11 3 . :
— 0 = r(A—A3E3) =2. Wihlenxj3 =1 = x> = | xp =
0 -3 1 3 ’
0O -9 3

Allgemeine Losung

Die Losungsvektoren y! () = x
system des Differenzialgleichungssystems. Die allgemeine Losung lautet

1 1 1
Vi) =Cy' ) +Cy* () + Gy () =C [ 1 |e+C | 2 | +c| 3 |
1 4 9
Losung des Anfangswertproblems
1 1 1 4
yO)=Ci | 1 |+C| 2 |+G| 3 | = 7
1 4 9 15
1 1 1] 4
1 2 3] 7
1 4 9|15
11 1] 4
0123 = G=1, G =1, Ci=2
0 3 8|11
11 1] 4
0123
00 2| 2

Die Losung des Anfangswertproblems lautet

le! y2(1) =x%¢¥, y>(t) =x’e¥ bilden ein Fundamental-



