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1 Grundlagen

1.1 Elemente der mathematischen Logik
1.1.1 Aussagen und ihre Verkniipfung

In der Umgangssprache sind Aussagesitze nicht immer eindeutig interpretierbar, z.B.
,Das Wetter ist schon“. In der mathematischen Logik verstehen wir dagegen unter einer
Aussage cinen sinnvollen Satz, der seiner inhaltlichen Bedeutung nach entweder wahr
oder falsch ist. (Prinzip der Zweiwertigkeit)

Satze, die weder wahr noch falsch sind und solche, die sowohl wahr als auch falsch sind,
gehoren in unserem Sinne nicht zu den Aussagen.

Zur Formalisierung des Zweiwertigkeitsprinzips fithren wir die Wahrheitswerte W fiir
,2wahr* und F fiir ,falsch“ ein. Statt , Eine Aussage ist wahr” konnen wir jetzt sagen
,Einer Aussage wird der Wahrheitswert W zugeordnet®, entsprechend bedeutet die Zu-
ordnung des F-Wertes, dass die betreffende Aussage falsch ist. Die aus den Wahrheitswer-
ten W und F bestehende Menge { W, F'} nennen wir Wahrheitswertemenge. Aussagen
bezeichnen wir mit Kleinbuchstaben p,q,r,.. ..

Beispiel 1.1 Wir betrachten die folgenden Sitze:

(1) Kaufen Sie soviel wie mdglich!

Der Satz ist weder wahr noch falsch, also keine Aussage.

(2) In jedem Dreieck ist die Summe der Innenwinkel gleich 180°.

Der Satz ist sowohl wahr als auch falsch. In der ebenen Trigonometrie ist er wahr,
in der sphdrischen Trigonometrie falsch.

(8) Der Umsatz ist gleich dem Produkt aus Absatz und Verkaufspreis. (W)

Unter Verkniipfungen von Aussagen verstehen wir Operationen, wie sie auch aus ande-
ren Gebieten der Mathematik bekannt sind. Charakteristika fiir die Verkniipfungen von
Aussagen sind:

e Es werden ausschlieflich Aussagen miteinander verkniipft. Das Ergebnis einer sol-
chen Verkniipfung ist wieder eine Aussage.

e Die Verkniipfungen sind so beschaffen, dass der Wahrheitswert der zusammengesetz-
ten Aussage einzig und allein von den Wahrheitswerten der verkniipften Aussagen
abhéngt (Darstellung durch Wahrheitswertetabellen).

Definition 1.1 (Operationen mit Aussagen)

1. Die Operation —p (nicht p) heifit Negation (Verneinung) von p. Die Aussage
= p ist genau dann wahr, wenn p falsch ist.



p|™p
W\ F
Fl| W

2. Die Operation pAq (p und q) heifft Konjunktion von p und q. Die Aussage pAq
st genau dann wahr, wenn sowohl p als auch q wahr sind.

Pl q|phg
Wlw[ W
W[ F| F
F|lW| F
F|F| F

3. Die Operation pVq (p oder (auch) q) heifit Alternative von p und q. Die Aussage
pV q ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der Aussagen p und q wahr ist.

Pl gq|pVyg
Wlw[ W
W|lF| W
FlwW| W
F|F| F

4. Die Operation p >< ¢ (entweder p oder q) heiffit Disjunktion von p und q. Die
Aussage p >< q ist genau dann wahr, wenn genau eine der Aussagen p und q wahr
188.

p|laq|p><g
wWlw| F
W\ F W
Fl W W
F|F F

5. Die Operation p\q (p unvertraglich mit q) heifft Unvertréglichkeit von p und q.
Die Aussage p\q ist genau dann wahr, wenn héchstens eine der Aussagen p und q
wahr ist.

p | q|p\g
wi| wW| F
Wl F| W
F|IW| W
F|F| W

6. Die Operation p = ¢ (wenn p dann q) heifst Implikation von p und q. Die
Aussage p = q st genau dann falsch, wenn p wahr und q falsch ist.

P19 | pP=—¢(g
| W
Wi F F
F1 W w
F | F w

[\



7. Die Operation p <= ¢ (p genau dann, wenn q) heift Aquivalenz von p und q.
Die Aussage p <= q ist genau dann wahr, wenn p und q wahr oder p und q falsch

sind.
p q | p<——=4q
Wi w W
Wi F F
Fl W F
F| F w

Beispiel 1.2 p (bzw. q): In einem Land A (bzw. B) hat ein Unternehmen U einen Markt-
anteil von iber 30%. Dann ist

(1) =p : In A hat U einen Marktanteil von hochstens 30%.
(2) pANq :In A und B hat U einen Marktanteil von diber 30%.

(3) pVq : In wenigstens einem der Linder A oder B hat U einen Marktanteil von
tiber 30%.

(4) p >< q : In genau einem der Linder A oder B hat U einen Marktanteil von tber
30%.

(5) p\q : In hochstens einem der Linder A oder B hat U einen Marktanteil von
tiber 30%.

(6) p = q : Wenn Uin A einen Marktanteil von iber 30% hat, dann auch in B.

(7) p<=q: In A hat U genau dann einen Marktanteil von tiber 30%, wenn dies auch
in B der Fall ist.

Die Implikation ist nicht kommutativ (folgt aus der Wahrheitswertetabelle dieser Ope-
ration). Desweiteren kann aus einer falschen Voraussetzung eine wahre Aussage folgen,
z. B. ist die Implikation (+1 = —1) = ((+1)* = (—1)?) wahr, obwohl die Aussage
+1 = —1 falsch ist. Eine ,wenn — dann“ Formulierung ist also nicht in jedem Fall mit
einer Beziehung zwischen Ursache und Wirkung in Zusammenhang zu bringen.

Die Implikation kann eine notwendige bzw. auch eine hinreichende Bedingung an-
geben: p = ¢ kann bedeuten: ¢ ist notwendig fiir p (nur wenn ¢, so p) bzw. p ist
hinreichend fiir ¢, withrend die Aquivalenz eine notwendige und hinreichende Be-
dingung widerspiegelt. Wir betrachten z.B. folgende Aussagen: p: es regnet und ¢: die
Strafle ist nass. Dann ist p hinreichend fiir ¢, jedoch ist p nicht notwendig fiir q.

1.1.2 Awussagenlogische Gesetze
Mit Hilfe der Operationen koénnen aus vorgegebenen Aussagen p,q,7,... weitere zu-

sammengesetzte Aussagen (aussagenlogische Gesetze) gebildet werden. Dabei wird die
Eindeutigkeit dieser neuen Aussagen durch

a) die Rangfolge



- zuerst Negation,
- dann Konjunktion, Alternative, Disjunktion und Unvertraglichkeit,
- dann Implikation und Aquivalenz

b) das Setzen von Klammern, die von innen nach auflen interpretiert werden

gesichert. Der Wahrheitswert eines aussagenlogischen Gesetzes lasst sich mit Hilfe einer
Wahrheitswertetabelle bestimmen.

Definition 1.2 (Tautologien, Kontradiktionen)

1. Eine Aussage, die stets wahr ist, heifft Tautologie, z.B. pV —p (Satz vom ausge-
schlossenen Dritten).

2. Eine Aussage, die stets falsch ist, heifst Kontradiktion, z.B. p A =p (Satz vom
ausgeschlossenen Widerspruch,).

Theorem 1.1 FEs gelten folgende Behauptungen:

1. Satz von der Negation der Negation: —(—p) <= p.
2. Satz von der Transitivitit der Implikation: [(p = ¢)A\ (¢ = 7)] = (p = 1).
3. Satz von der Kontraposition: (p = ¢) <= (—¢ = —p).

4. De Morganschen Regeln

(1) =(pNq) <= —~pV g,
(2) =(pVq) <= -~pA-gq.

Beweis fiir die de Morgansche Regeln:

plqg|pAglpVa|-p|-q|-pANg) | -pV-q|-(pVg | "PA-g
WIwW| W | W | F|F F F F F
Wl F| F W | F | W W W F F
Fl W[ F W W[ F W W F F
F|F| F F | W[ W W W W W

O

Beispiel 1.3 Nach einer Havarie, als deren Verursacher drei Aggregate A, B, C' maglich
sind, kamen die Gutachter zu folgenden Aussagen:

1. Mindestens eines der Aggreate verursachte die Havarie.
2. Fualls nicht A und B die Havarie verursachten, dann war C nicht der Verursacher.

3. Ist A ein Verursacher oder C nicht, dann ist B kein Verursacher.

Aus diesen Angaben folgt, dass das Aggregat A der alleinige Verursacher der Havarie ist.



1.2 Mengenlehre
1.2.1 Der Mengenbegriff

Cantorsche Erklarung einer Menge: , Eine Menge ist eine wohldefinierte Zusammen-
fassung bestimmter unterscheidbarer Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens
— welche die Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen.“ (In: Beitrige zur
Begriindung der transfiniten Mengenlehre (1895)).

Wichtig sind dabei die Begriffe ,, wohldefiniert und ,,unterscheidbar®. Zum einen miissen
sich die Elemente einer Menge eindeutig beschreiben lassen, d.h., fiir jedes Objekt =
und jede Menge A muss stets entscheidbar sein, ob = als Element zu A gehort oder nicht.
Zum anderen muss sich jedes Element von den anderen Elementen durch wenigstens ein
Merkmal unterscheiden.

Mengen bezeichnen wir mit Grofbuchstaben A, B, C, ... und die Elemente mit Kleinbuch-
staben a, b, c, .. ..

Die Schreibweise a € A bedeutet a gehort zur Menge A, wihrend a ¢ A den Sachverhalt
a gehort nicht zur Menge A bezeichnet.

Definition 1.3 (leere, endliche, abzihlbar unendliche, iiberabzihlbar unendli-
che, disjunkte Mengen)

1. Eine Menge A heifst leer, wenn sie kein Element enthdlt. Eine Menge, die wenigs-
tens ein FElement enthdlt, heifit nichtleer.

Bezeichnung der leeren Menge: ) Es gilt: x ¢ O ¥V x. (V bedeutet fiir alle)

2. FEine Menge heifit endlich, wenn sie endlich viele Elemente oder tiberhaupt kein
Element enthdlt. In allen anderen Fdillen heifit die Menge unendlich.

3. Eine unendliche Menge heifst abzdhlbar unendlich, wenn sich ihre Elemente
als unendliche Folge durchnummerieren lassen. Jede nichtabzéihlbar unendliche
Menge heifit iiberabzihlbar unendlich.

4. Besitzen die Mengen B und C' keine gemeinsamen Elemente, so heiffen sie elemen-
tefremd oder disjunkt.

Beispiel 1.4 (leere, endliche, abzihlbar unendliche, iiberabzihlbar unendliche,
disjunkte Mengen)

(1)) A={zeR|2?+4=0} =0.
Aber: Die Mengen () und B = {0} sind wohl zu unterscheiden.
(2) Ng ={0,1,2,3,...} ist abzidhlbar unendlich.
(3) I =10,1] ist iiberabzihlbar unendlich.
(4) A=1{1,2,3} und B = {4,5,6} sind disjunkt.

Zur Veranschaulichung von Mengen und der zwischen Mengen bestehenden Beziehungen
verwendet man oft Punktmengen in der Ebene, die durch geschlossene Kurven begrenzt
werden (Venn — Diagramme).



1.2.2 Relationen (Beziehungen) zwischen Mengen
Man erhélt Aussagen iiber die Vergleichbarkeit von Mengen.
Definition 1.4 (Mengeninklusion, Mengengleichheit, Unvergleichbarkeit)

1. Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, genau dann, wenn jedes Element
von A auch Element von B ist.

Bezeichnung: A C B oder B O A.
ACB <<= (r € A=z € B) fir alle x € A.

2. A heifit echte Teilmenge von B, gdw A C BN A # B, d.h.

- A ist Teilmenge von B und

- B enthdlt mindestens ein Element, das nicht in A enthalten ist.

Bezeichnung: A C B
Fulls A C B ist, so sagt man auch:

(1) A ist echt enthalten in B, bzw.
(2) B ist echte Obermenge von A.

3. Zwei Mengen A und B heiflen gleich gdw sie dieselben Elemente besitzen.
Bezeichnung: A = B
A=B<+<= (ACBABCA)

4. Zwei Mengen A und B heiffen unvergleichbar, wenn es sowohl Elemente von A
gibt, die nicht in B liegen, als auch Elemente von B, die nicht in A enthalten sind.

Es gilt also keine der Relationen A C B,A =B oder B C A, sondern A € B und
B¢ A.

Beispiel 1.5 (Mengeninklusion, Mengengleichheit, Unvergleichbarkeit)

(1) A: Menge aller Quadrate in der Ebene,
B: Menge aller Rechtecke in der Ebene.
Dann ist A C B.

(2) A: Menge aller Quadrate in der Ebene,

B: Menge aller Rechtecke in der Ebene, deren Diagonalen sich unter einem rechten
Winkel schneiden.

Dann ist A = B.
(8) A={1,2,4} B=1{1,2,3,5,8 12} Es gilt: AZ B und BZ A.
Die Mengeninklusion kann man im Sinne der Aussagenlogik als Implikation der Aus-

sagen z € A und = € B auffassen. Analoges gilt fiir die Mengengleichheit und Aqui-
valenz.



1.2.3 Operationen (Verkniipfungen) von Mengen

Durch Verkniipfungen wird eine neue Menge gebildet.

Definition 1.5 (Komplementidrmenge, Vereinigung, Durchschnitt, Differenz-
menge)

1. Komplementirmenge (Komplement) von B beziiglich einer Obermen-
ge (), die die Grundgesamtheit aller betrachteten Elemente darstellt (2 heif$t auch
Universalmenge), heifit die Menge aller Elemente von €2, die nicht zu B gehiren
(Analogon zur Negation).

Bezeichnung: B :=={z | v € QAN x € B}

2. Vereinigung der Mengen A und B heifit die Menge der Elemente, die zu A oder zu
B (die zu mindestens einer der beiden Mengen) gehoren (Analogon zur Alterna-
tive).

Bezeichnung: AUB :={x|x € AVz € B}

3. Durchschnitt der Mengen A und B heifst die Menge der Elemente, die zu A und
zu B (die sowohl zu A als auch zu B) gehdren (Analogon zur Konjunktion).

Bezeichnung: ANB:={x|x € ANz € B}

4. Differenzmenge der Mengen A und B heifit die Menge aller Elemente, die zu A,
aber nicht zu B gehiren (Komplement von B bez. A, falls B C A).

Bezeichnung: A\B :={z |z € ANz ¢ B}
Beispiel 1.6 (Komplementirmenge, Vereinigung, Durchschnitt, Differenzmen-
ge)

(1) Q={z| —3<2<8 A={z| -3<z<1} B={zr| —-3<zx<2}.

Esist ACBCQund A={zx|1<2<8 B={z]2<az<8} und somit
B C A.

(2) A={1,2,3} B=1{3,2,1,0} AUB=1{0,1,2,3} AnB={1,23}
(3) A=1{1,2,3} B=1{3,4,5 A\B={1,2}

1.2.4 Eigenschaften von Mengenrelationen und Mengenoperationen

Theorem 1.2 FEs gelten folgende Behauptungen:
1. A=A
ACA

2. (A=BAB=C)= (A=0)
(ACBABCC)= (ACC)

N



3. (A=B)= (B=A)
Aber: Wenn A C B, dann gilt i. Allg. nicht B C A.

4.0 C A VA

5. (AC B) < (B C 4)

6. A=A VA

7.0=0 0=Q

8 AUB=BUA ANB=BNA

9. AU(BUC)=(AUuB)U
AN(BNC)=(ANB)N

10. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

11. AU =A ANO=10
AUuQ =0 ANQ=A
AUA=A AnNnA=A

12. AU(ANB)=A AN(AUB)=A
A

1. AUA=Q  AnA=10
14. AUB=ANB

ANB=AUB
15. ANA=0 MNA=0 A\D=A
16. (AU B)\C = (A\C) U (B\C)
(ANB)\C = (A\C) N (B\C)

Beweis fiir die erste der Formeln 14.:

1. Methode: Analogon zur Wahrheitswertetabelle

re€A|lzeB|lzeA|lzreB|laecAUB|2c AUB |2z ANB
W W F F w F F
W F F W w F F
F W W F w F F
F F W W F W W

2. Methode: Analogon zur Methode der dquivalenten Umformungen

re€AUB <— ¢ AUB
= rdANz¢gB < ANz EB+<zxeANB.



1.3 Zahlbereiche
1.3.1 Aufbau der Zahlbereiche und Darstellung komplexer Zahlen

Wir betrachten Zahlenmengen, in welchen zwei Operationen, die Addition und die Mul-
tiplikation, eingefiihrt sind, und untersuchen Gleichungen auf ihre Losbarkeit.

1. Menge der natiirlichen Zahlen Ny = {0,1,2,3,...} bazw. N={1,2/3,...}.
Es gilt: a,be N=a+beNund a-b e N.
Die Gleichung « + 7 = 3 ist in N nicht 16sbar.
2. Menge der ganzen Zahlen 7Z = {...,—-3,—2,—1} UNy. Es gilt: a,b € Z =
a+beZ,a-beZunda—>beZ.
Die Gleichung 3z = 7 ist in Z nicht l6sbar.

3. Menge der rationalen Zahlen Q = {% ‘ a€Z,be7Z\{0}, ggT(a,b) = 1}. Jede

rationale Zahl ldsst sich als endlicher oder unendlicher periodischer Dezi-
malbruch darstellen.

Esgilt: a,be Q=>a+beQ, a-beQ, a—be(@undge(@(b;&o).
Die Gleichung 2? = 2 ist in Q nicht lésbar.

4. Menge der reellen Zahlen (Menge aller Dezimalbriiche) R = Q U R,
wobei R;,,. die Menge aller irrationalen Zahlen (aller nichtperiodischen un-
endlichen Dezimalbriiche) bezeichnet. Z.B. sind \/§, \/3, 7 irrationale Zahlen.

I%gm:mbeR::>a+beRﬂrbeR,a—beRumi%eR(h#m.

(Absoluter) Betrag |a| einer reellen Zahl a heifit der Abstand des diese Zahl
darstellenden Punktes auf der Zahlengeraden vom Nullpunkt, d.h.

a, falls a>0
la| = 0, falls a=0
—a, falls a<0.

In R sind zwei verschiedene Zahlen stets vergleichbar, d.h, es gilt

a,beRNa#b = (a<b)V(a>Db),
a<b < a<bVa=h,
a>b < a>bVa=0h.

Die Gleichung 22 + 1 = 0 ist in R nicht Iésbar.

Fiir die betrachteten Zahlenmengen gilt: N C Ny € Z € Q C R. Die Zahlengerade ist
durch Zahlen aus R liickenlos ausgefiillt, d.h., falls es eine Zahl gibt, die die Gleichung

224+1=0

erfiillt, so kann diese Zahl nicht auf der Zahlengeraden liegen. Wir fiihren eine neue Zah-
lenmenge ein, deren Elemente geordete Paare reeller Zahlen sind, namlich die



5. Menge der komplexen Zahlen C = {z|z = (a,b) | a,b € R}. Die Elemente der
Menge C stellen Punkte in der Gauflschen Zahlenebene dar. Ein Koordinaten-
system in der Gauflschen Zahlenebene ist durch eine reelle und eine imaginére
Achse gegeben.

.z =(a,b)

Y

Zwei wichtige Teilmengen sind
a) C, = {z]z = (a,0)]a € R} C C - die Menge aller Punkte auf der reellen
Achse,
b) C; ={z]z=(0,b)|b € R} C C - die Menge aller Punkte auf der imaginéren
Achse.
Wir betrachten zwei komplexe Zahlen z; = (a;, b;) (i = 1,2) und und fithren den
Begriff der Gleichheit sowie die Operationen Addition und Multiplikation ein:
Gleichheit: 1= <E= a1 =ay Nb = bg,
Addition: z = 21+ 29 = (a1 + as, b1 + b2> i 21, %9 € (C,
Multipllkatlon' Z =21 % = (a1a2 — blbg, a1by + (J,le) A 21, %9 € C.
Speziell gilt fiir Elemente der Menge C,.:

(a1,0) = (a2,0) <= a1 = as,
(al, 0) + ((IQ, O) = (Cll + as, O),
(al,O) . (GQ,O) = (alag,O),

d.h. Gleichheit und die Operationen Addition und Multiplikation entsprechen
der Gleichheit und den Operationen Addition und Multiplikation in R. Deshalb
kann man (a,0) = a und C, = R setzen. Die Zahl (1,0) = 1 nennt man reelle
Einheit, wiahrend die Zahl (0,1) =: i imaginére Einheit heifit. Es gilt nun

i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1,
b-i = (b,0)-(0,1) = (0,b),

d.h., es gilt (0,b) = bi (das geordnete Paar (0,b) ist gleich dem Produkt der reellen
Zahl b mit der imagindren Einheit i). Die Menge C; besteht also aus allen rein
imagindren Zahlen.
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Es ist also

a = (a,0) eine Darstellung einer reellen Zahl als geordnetes Paar und

bi = (0,b) eine Darstellung einer rein imaginiren Zahl als geordnetes Paar.

Somit erhélt man aus der Darstellung einer komplexen Zahl als geordnetes Paar die
kartesische oder algebraische Darstellung einer komplexen Zahl:

z=(a,b) = (a,0)+ (0,b) =a+bi=a+1ib.

Dabei heifit a der Realteil und b Imaginérteil von z.
Bezeichnungen: a = Re z b=1Imz.

(Absoluter) Betrag |z| einer komplexen Zahl z heifit der Abstand des diese Zahl
darstellenden Punktes in der Gauflschen Zahlenebene vom Koordinatenursprung, d.h.

|z| = Va? + b =:r.

Fiir b = 0 erhidlt man r = |a|, den Betrag einer reellen Zahl.

Es sei p = arg 2, (arg z heift Argument einer komplexen Zahl z) der Winkel, den die
Strecke Oz mit der positiven Richtung der reellen Achse einschliefft. Dann gilt

a = 71Cosp, b = rsinp,
b

r = Va?®+ b tanp = —, falls a #0,
a

o = g falls a=0 und b >0, 30_37”, falls a=0 und b<0.

Fiir a # 0 und b # 0 ist durch die Vorzeichen dieser reellen Zahlen eindeutig festgelegt,
in welchem Quadranten z liegt.

Man nennt (r, ) auch die Polarkoordinaten eines Punktes z in der Ebene.
Folglich erhélt man aus der algebraischen Darstellung einer komplexen Zahl mit
a # 0 oder b # 0 die trigonometrische Darstellung einer komplexen Zahl:

z=a+ib=r(cosp+1isiny).

Fira = b =0, d.h. z = (0,0) ist » = 0 und arg z unbestimmt. Die Zahl z = (0,0) ist
die einzige komplexe Zahl mit unbestimmtem Argument. Fiir z # (0,0) besitzt arg z
unendlich viele Werte. Der Wert von arg z, fiir den 0 < arg z < 27 gilt, heifit Hauptwert
von arg z. Alle iibrigen Werte gehen aus dem Hauptwert durch Addition von 2kn k € Z
hervor.

Mit Hilfe der Eulerschen Formeln e*'¥ = cos =i sin ¢ erhélt man aus der trigonome-
trischen Darstellung einer komplexen Zahl z # (0,0) die Exponentialdarstellung
einer komplexen Zahl:

z =r(cosp +1isinp) =7 exp(ip) = re'¥.

Wir unterscheiden also vier Darstellungsformen komplexer Zahlen:

(1) z = (a,b) die Darstellung als geordnetes Paar reeller Zahlen a und b,

11



(2) z=a+bi=a+1ib die algebraische Darstellung,
(3) z=r(cosp +ising) die trigonometrische Darstellung fiir z # (0,0),
(4) z =7 exp(ip) =re¥  die Exponentialdarstellung fiir z # (0,0).

Beispiel 1.7 Fir die komplexe Zahl z = (1,v/3) erhdlt man

in der algebraischen Form z =1 +1i V3 Rez=1, Imz=+/3,
in der trigonometrischen Form z = 2 (cos g +1 sin %) r=2, = g,

in der Exponentialform z = 2 exp (i g) =2¢e'3.

Spezielle komplexe Zahlen: Sei z = a +ib. Dann heifit

1. Z=a —ib konjugiert komplexe Zahl von z,
. —z = —a — 1b entgegengesetzte Zahl von z,

2
3. —z=—z= —a+1ib entgegengesetzte zur konjugiert komplexen oder konju-
giert komplexe zur entgegengesetzten Zahl von z.

A

—a+ib=—-%Z. .z=a+1b

Y

—a—ib=—2. .Z=a—1b

Im Unterschied zu R sind in C zwei verschiedene komplexe Zahlen nicht vergleichbar.
Ein Vergleich zweier komplexer Zahlen ist nur iiber die Betridge moglich.

1.3.2 Rechenoperationen in C

Zur bequemen Ausfithrung von Rechenoperationen der 1. bis 3. Stufe wurden die Darstel-
lungsmoglichkeiten (2) bis (4) eingefiihrt.

1. Rechenoperationen der 1. Stufe

Addition und Subtraktion (Ausfiihrung zweckmiBig in algebraischer Darstel-

lung (2))

Zwei komplexe Zahlen werden addiert (subtrahiert), indem man die Realteile
und die Imaginérteile jeweils fiir sich addiert (subtrahiert):

21 :l:ZQ = (a1+ib1) + (ag—l-ibg) = (a1 :i:CLg)-'-l(bl :l:bQ)

12



2. Rechenoperationen der 2. Stufe

Multiplikation (Ausfithrung in den Darstellungen (2) bis (4) moglich)

(2) Zwei komplexe Zahlen in algebraischer Darstellung werden multipliziert,
indem man die Faktoren gliedweise ausmultipliziert:

Z1 Ry = (a1 -+ lbl) . (CLQ —+ 1b2) = ((1102 — blbg) +i(albg —+ CLle).

(3) Zwei komplexe Zahlen in trigonometrischer Darstellung werden multipli-
ziert, indem man die Betrage multipliziert und die Argumente addiert:

21 29 = 11(cospr +1singy) - ry(cosps + 1 singy)

r179 (cos(p1 + ¢2) + isin(p; + ¢2)).

(4) Zwei komplexe Zahlen in Exponentialdarstellung werden multipliziert, in-
dem man die Betrédge multipliziert und die Argumente addiert:

21 -29 =r1exp(ipr) - raexp(ipe) = riraexp(i(pr + v2)) = riry el (P1te2)
Division (Ausfithrung in den Darstellungen (2) bis (4) moglich)

(2) Zwei komplexe Zahlen in algebraischer Darstellung werden dividiert, in-
dem man den Quotienten mit der zum Divisor konjugiert komplexen Zahl
erweitert (Reellmachen des Nenners) und die erhaltenen Faktoren im Zé&hler

ausmultipliziert:
2 ay+1iby  (ay +1iby)(ag —iby)
z9 Q9 —|—1b2 (az —|—ib2)<a2 — lbg)
. a1ao + b1b2 . CLle — ale
a3+ a3 + b

(3) Zwei komplexe Zahlen in trigonometrischer Darstellung werden dividiert,
indem man die Betrége dividiert und die Argumente subtrahiert:

zi1 ri(cospr+isingy) 7 (cospr +ising)(cos s —1isingps)
Z Ty (cos g +1isingy) Ty (cos g + 1 sin pg)(cos g — 1 sin o)
71 [ COS (1 COS (o + SiN Y1 SiN Py . SIN (P COS Yo — COS Y1 SiN (P9
T ( cos? py + sin? @, i cos? py + sin® @y )
T

= (cos(p1 — @2) +1 sin(p1 — va)).
2
(4) Zwei komplexe Zahlen in Exponentialdarstellung werden dividiert, indem
man die Betréige dividiert und die Argumente subtrahiert:

z riexp(i r . 1 i(eor—
A L(‘pl) = L exp(i(p1 — p2)) = Leiler—e2),
29 reexp(ips) T T

Beispiel 1.8 z; = a1 +ib; 29 =1 < also ist ro = 1 und py = T )

2
212y =2 1= —b +ia; =ri(—sinp; +1icosp;) =rexp (i (901+g)>
Z1 21 . . . : T
Z9 1 2
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3. Rechenoperationen der 3. Stufe
Potenzieren (Ausfithrung in den Darstellungen (2) bis (4) moglich)

Sei n € N. Wir definieren 20 :=1, 2" :=2""1.2

(2) 2" = (a+1b)" - Das Binom ist auszumultiplizieren.
(2) 2" = (r(cosp +1isinp))” = r"(cos(ny) + i sin(ng)) - Formel von Moivre
(4) 2" =r" exp(inp).

Radizieren ( i. Allg. nur in Darstellung (3) und (4) moglich)

In R gqilt: Fiir jedes # > 0 und jede natiirliche Zahl n > 2 existiert genau eine
reelle Zahl a > 0, so dass o™ = [ gilt.

In C gilt: Fiir jedes z # (0,0) und jede natiirliche Zahl n > 2 existieren stets
n verschiedene komplexe Zahlen wy,w,...,w,_1, so dass wy = z fiir k =
0,1,...,n—1 gilt.

Berechnungsformeln fiir die n komplexen Wurzeln:

2k 2k
(3) wk:{l/E:Q/F(cos(u>+isin(u>) k=0,1,...,n—1,
n

n

(4) wk:C/_:{L/?exp(i (M» k=01, .n—1.

n

Der Wert fiir £ = 0 heifit Hauptwert von /2, falls 0 < ¢ < 27 gilt.
Logarithmieren (in Darstellung (4) moglich)
(4) Inz = In(r exp(i (¢ + 2k7))) = Inre!@*+2k0) = Inp i (p + 2kn) k€ Z.

Der Logarithmus einer komplexen Zahl besitzt unendlich viele Werte. Der Wert
fiir £ = 0 heifit Hauptwert von In z, falls 0 < ¢ < 27 gilt.

Beispiel 1.9 (Rechenoperationen der 3. Stufe)

(1) Die binomische Gleichung w™ =1 besitzt die Wurzeln

2k 2k
n

n

(2) Die Gleichung w"™ = —1 besitzt die Wurzeln

2k 2k
wk:\"/—_lzcos<7r+ W)%—isin(ﬂ—i_ 7T) k=0,1,...,n—1

n n

(3) In(—=1) =Inl+1i(m+ 2krw) =i(m + 2kn) Hauptwert: im
(4) w?+1 =0 besitzt die Losungen wo = +i und wy = —i.
(5) 2% — 22 +2 =0 besitzt die Losungen 2o =1+1 und z; =1 — 1.

(6) Stellen Sie z = (3 +14)3) in trigonometrischer und algebraischer Form dar.
(2 =1.98(cos2.54 +isin2.54), z = —1.63 +11.13).
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2 Folgen und Reihen

2.1 Zahlenfolgen (ZF)

Definition 2.1 Fir [ € Ny setzen wir N, = {n € N|n > [}. Fine Vorschrift f, die
jedem n € N; in eindeutiger Weise eine reelle Zahl zuordnet, heifit reelle ZF. Die
Zahl a,, := f(n) heifit dabei n-tes Glied der ZF.

Bezeichnungen: (ap)nen, (an)® ALy A1y ey Oy e

Die einzelnen Glieder einer ZF lassen sich also durchnummerieren. Die Zahl n stellt den
Zahlindex dar, d.h., sie gibt an, um das wievielte Glied der ZF es sich handelt. Von
besonderem Interesse sind ZF, die in ihrem Aufbau eine GesetzméfBigkeit aufweisen.

Wichtige Vorschriften zur Vorgabe einer ZF

1° Vorschrift in Form eines analytischen Ausdrucks:

(n)neng = (@) = ((=1)")e° alternierende Folge

2° Vorschrift in Form einer Rekursionsformel:

Seien ag,d € R gegeben. Dann heifit a;; = a; + d eine arithmetische Folge, d.h.,
die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder ist konstant.

Seien ag,q € R (q # 0) gegeben. Dann heiit a1 = ax ¢ eine geometrische Folge
d.h., der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist konstant.

Beispiel 2.1 Fin Startkapital Ko wird bei einem jihrlichen Zinssatz von p%, d.h. einem
Aufzinsungsfaktor (1+ 1%;0) angelegt. Die anfallenden Zinsen werden in den folgenden

Jahren mitverzinst. Fir das Gesamtkapital K, nach n Jahren ergibt sich die Folge:

Ky — Startkapital

Ky = K (1+55) = Ko (1+75)

Ko = Ko (14505) = o0 = Ko (1+%)".
Die letzte Zeile liefert die Leibnizsche Zinseszinsformel. Man erhdlt offensichtlich eine
geometrische Folge mit ¢ = K[?: =1 %

Eine reelle ZF lasst sich in einer Koordinatenebene mit den Achsen n und a,, durch die
Punktmenge {(n,a,)|n € N;}, den Graphen der ZF (a,), veranschaulichen.

Definition 2.2 Wir schreiben anstelle von ¥V n € N; kurz V n.
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1. Fine ZF (a,) heiffit konstant oder stationir, gdw ein a € R ezistiert, so dass
a,=a VYn.

2. Fine ZF (a,) heifit beschrankt, gdw ein ¢ > 0 existiert, so dass |a,| < c¢ Vn.

Geometrische Veranschaulichung der Beschréinktheit: Alle Punkte (n,a,,) liegen inner-
halb oder auf dem Rand eines Streifens der Breite 2¢, parallel zur n-Achse, denn es gilt:

lan]| <¢ Vn<= —c<a,<c Vn<=a,€[—cqd.

Definition 2.3 FEine ZF (a,) heifst Nullfolge, gdw zu jedem (noch so kleinem) e > 0
ein no(e) € N existiert, so dass fiir alle n > ng(e) die Ungleichung |a,| < € gilt.

Bezeichnung: lim a, =0

n—oo

Fiir jedes ¢ > 0 liegen also stets unendlich viele aufeinanderfolgende Glieder dieser
ZF innerhalb eines Streifen der Breite 2¢ parallel zur n-Achse.

1 [e.¢]
Beispiel 2.2 Die ZF (a,) = (—) ist eine NF.
n/a

Eigenschaften von NF

1° (a,) NF = (a,) beschrinkt.

(
2° ((a,) NF A (b,) beschrinkt) — (a, - b,) NF.
3° ((bn) NF A |an| < |bn|Vn) = (a,) NF.
4° ((a,) NF A(b,) NF) = (a, £ b,) NF A (a, - b,) NF.

5° Der Quotient zweier NF ist i. Allg. keine NF. Z.B. ist der Quotient der NF

1 1\~ n
(a,) = (—) und (b,) = (—) eine konstante Folge mit @ = 1, denn (a_) =
N/ n/q bn /4
(D)7

Definition 2.4 FEine ZF (a,) heifit konvergent mit dem eigentlichen (endlichen)
Grenzwert (GW) a gdw (a,, — a) eine NF ist.

Bezeichnung: lim a, = a

n—oo

1 oo
Beispiel 2.3 Die ZF (a,) = <1 + —) ist eine konvergente ZF mit dem GW 1.
n/a

Eigenschaften konvergenter ZF

1° (lim a, = a A lim a, =b) => a =0b. Der GW einer ZF ist eindeutig bestimmt.

n—oo n—oo
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2° (a,) konvergent = (a,,) beschréinkt.

3° ((an) A (b,) konvergent, d.h. lim a, = a A lim b, =b) = (a, £ b,) A (ay, - by)

n—oo n—oo

konvergent und es gilt

lim [a,+b,] = lim a,+ lim b, = axb sowie lim [a,-b,] = lim a,-lim b, = a-b.

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

4° ((an) A (b,) konvergent A (b,) keine NF) —- (Z—n) konvergent und es gilt

n

i [0 Jim_ ay
im | —| =272 — = —.
n—oo | by, lim b, b

5° (lim a, =aA lim b, =bA3ImeN:a, <b,Vn>m)=— a<b. (3 bedeutet es

n—oo n—oo

existiert ein)

6° (lim a, =aA lim b, =aAdmeN:q,<c¢,<b,Vn>m)=— lim ¢, = a.

n—oo n—oo n—oo

Definition 2.5 (Divergente ZF)

1. Jede ZF (a,), die nicht konvergent ist, heifft divergent.

2. Die ZF (a,) heifst bestimmt divergent mit dem uneigentlichen (unendlichen)
Grenzwert (GW) +oo (—o0) gdw zu jedem (noch so grofiem) w > 0 ein ng(w) €
N ezistiert, so dass fir alle n > ng(w) die Ungleichung a, > w (a, < —w) gilt.

Bezeichnung: lim a, = +o0 (lim a, = —o0)
n—0o0 n—00

3. Die ZF heifit unbestimmt divergent gdw (a,) divergent und nicht bestimmt
divergent ist, d.h. die ZF besitzt keinen GW.

Beispiel 2.4 (Divergente ZF)

(1) Die ZF (a,) = (n)g° ist nicht beschrénkt. Sie ist bestimmt divergent mit dem
uneigentlichen GW +oo, d.h. es gilt lim a, = +o00.

n—oo

(2) Die ZF (a,) = ((—1)")g° ist unbestimmt divergent.

Unter der Voraussetzung, dass alle benétigten GW als eigentliche GW existieren, kann
die Berechnung von GW mit Hilfe der Eigenschaften 3° und 4° fiir konvergente ZF
auf bereits bekannte GW zuriickgefiihrt werden.

Beispiel 2.5 (Grenzwertberechnung)

m—1 2
1) 1 _z
(1) Jm o5 =3
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(2) (an) = (bn) = ((=1)")5

Beide GW lim a,, und lim b, existieren nicht, aber lim [a, - b,] = 1. Folglich ist

n—oo n—oo n—oo

lim [a, - b,] # lim a, - lim b,.

n—oo n—oo n—oo

(3) Im (ViZ T antb—n) =3

n—oo

2.2 Reihen mit konstanten Gliedern
Definition 2.6 (Reihe, Konvergenz, Divergenz)

1. Sei ()72, | € Ny, ar € R eine ZF. Der durch Summation der Glieder der ZF
formal gebildete Ausdruck

o0

ap+ a1+ a2+ .0 = E ag
k=l

heifft (unendliche) Reihe, a; heiffen die Glieder der Reihe. Die Summe der
ersten n + 1 Glieder der Reihe

l4+n
ap+ Q1+ Ay = g ap =: Sp
k=l

(n fest) heifit n-te Partialsumme der Reihe.

2. Eine Reihe heifit konvergent, wenn die Folge (s,)>, ihrer Partialsummen kon-

l+n
vergiert. Dann heifst der GW s = lim s, = lim ) a; Summe der Reihe.
l+n 00

3. Ezistiert auch der GW lim Y |ag|, so heifit die unendliche Reihe ) a; absolut
00 k=l k=l
konvergent.

4. Eine Reihe heifit divergent, wenn die Folge (s,,)%, ihrer Partialsummen (be-
stimmt) oder (unbestimmt) divergiert.

oo
Bei einer konvergenten Reihe mit der Summe s schreibt man ) a; = s anstelle von
k=1

lim s, = s.
n—oo

Beispiel 2.6 Wir betrachten die geometrische Reihe mit dem Anfangsglied ag =1
o0
1+q+q2+q3+...:2q’“ (g € R).
k=0

Ist g # 1, so gilt folgende Formel fiir die n-te Partialsumme dieser Reihe:

1 — qn+1

=Y d =gk g =

k=0
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Fiir die Folge der Partialsummen gilt:

konvergent fir lq| < 1, (71113)1O Sp = l%q =s),
bestimmt divergent fir q¢ > 1, (lim s, = 4+00),
(sn) st unbestimmt divergent fir ¢ < -1, (711;;10 S, existiert nicht),
bestimmt divergent fir ¢ = 1, (711;;10 Sp=n-+1=400),
\ unbestimmt divergent fir ¢ = -1, (:121{1: Sp  existiert nicht).

Konvergenzuntersuchungen von Reihen lassen sich also auf Konvergenzuntersu-
chungen von ZF zuriickfithren. Das Auffinden von Formeln fiir die n-ten Partialsum-
men ist aber oft nicht moglich. Deshalb sind Konvergenzkriterien erforderlich.

Notwendiges Konvergenzkriterium:

o0

Zak konvergent — klim ap = 0.
—00

k=1

Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage

klim arp # 0 — Z ar st nicht konvergent, also divergent.
> k=l

o0 1
Beispiel 2.7 Die Reihe )’ —1 - ist divergent,
k=1
14 =
k
) . 1 1
denn lim a; = lim —— = - # 0
e

k—o00 k—o00 1 k
1 —
()

Das Kriterium ist nur notwendig, aber nicht hinreichend.

x 1 1
Beispiel 2.8 Die Reihe ) T ist divergent, obwohl klim T =0,
k=1 o

1 1 1
denn s, =1+ —+ ...+ —= >n—= = +/n, also lim s, = +o00.
Va TR T TV ke

Hinreichende Konvergenzkriterien:

a
1. Quotientenkriterium (QK) in GW-Form: Es existiere klim asy)
—00 ak‘
a oo
Ist klim 11 < 1, so konvergiert diec Reihe 3 a; absolut.
—oo | Ak k=l
|Gkt . . . . =
Ist khm > 1, so divergiert die Reihe ) ay.
—oo |y k=1
. Q41 . .
Ist khm ——| =1, so liefert das QK keine Aussage.
—00 ak
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2. Wurzelkriterium (WK) in GW-Form: Es existiere klim Y/ |a).

o0

Ist klim V/lax| < 1, so konvergiert die Reihe ) a; absolut.
—00 k=1

Ist klim V/|ax| > 1, so divergiert die Reihe ) ay.
—00 k=1

Ist klim V/|ar| = 1, so liefert das WK keine Aussage.

Fiir Reihen mit sdmtlich positiven Gliedern entfallen die Betrdge und das Wort absolut
bei der Konvergenz.

Vergleich zwischen dem QK und dem WK:

k41

Qg Qg

klim {/|ag|, d.h. wenn das QK eine Aussage iiber das Verhalten der Reihe liefert, so

erhélt man die gleiche Aussage auch mit dem WK. Die Umkehrung gilt nicht. Das WK
ist stéarker als das QK.

Wenn lim
k—oo

existiert, dann existiert auch klim V/|ag| und es gilt klim
—00 — 00

Beispiel 2.9 (QK, WK)

x k!
(1) Die Reihe ) (—l)kflﬁ konvergiert nach dem QK absolut,
k=1
i 1\* 1
: B o KT N1
don Ji [ 52 = Jim = i (147 =5 <2
= (2k+1\" .
(2) Die Reihe ) ] konvergiert nach dem WK,
k=1 -
2k+1 2
denn lim ¥ay = li S
VI T B3k —1 7 3

2.3 Anwendungen aus der Finanzmathematik
2.3.1 Zins- und Zinseszinsrechnung

Unter dem Begriff Zinsen versteht man die Vergiitung fiir die Uberlassung eines Geldbe-
trages in einer bestimmten Zeit (Zinsperiode). Die Hohe der Zinsen héngt von den fol-
genden drei EinflussgroBen ab: vom Startkapital (Geldbetrag), von der Laufzeit (Dauer
der Uberlassung) und vom Zinssatz oder Zinsfu3 (Betrag an Zinsen in €, der fiir einen
Geldbetrag von 100 € in einer Zinsperiode zu zahlen) ist.

1. Einfache Verzinsung: Am Ende der Zinsperiode werden die Zinsen ausgezahlt
bzw. einem anderen Konto gutgeschrieben. Mit den Bezeichnungen:

K, — Startkapital,
t — Teil der Zinsperiode und
p — Zinssatz (in %)
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erhilt man die Formeln

Zy = Ky 1€;0t - Zinsen fiir die Zeit t, (2.1)

K, = Ko+ 7, =K, (1 + % t) - Zeitwert zum Zeitpunkt t, (2.2)
K

Ky, = —tp - Zeitwert fiir t = 0 (Barwert). (2.3)

Der Zeitwert zum Zeitpunkt t ist gleichzeitig das Endkapital nach der Zeit t. Die Grofle ¢
bezeichnet also zum einen den Zeitpunkt, zum anderen den Zeitraum. Da (in Deutsch-
land) ein Jahr zu 360 und jeder Monat zu 30 Zinstagen angenommen wird, kann man

auch t = 360 setzen, wobei T' die Anzahl der Zinstage ist.

Beispiel 2.10 Ein am 11.03. eines Jahres eingezahlter Betrag von 3 000 € wird am
16.08. desselben Jahres wieder abgehoben. Wiewiel Zinsen erbringt er bei einer jihrlichen
Verzinsung von 5 %?  (Z; = 64.58 €)

2. Zinseszinsrechnung: Am Ende einer Zinsperiode werden die Zinsen dem Kapital
zugeschlagen und im Weiteren mit verzinst. Mit den Bezeichnungen:

n — Anzahl der Zinsperioden (Jahre),
1 — Zinsrate,
q — Aufzinsungsfaktor und

K, — Kapital am Ende des n-ten Jahres (Endwert, Zeitwert nach n Jahren),

wobei 1 = b und g = 1 + ¢ ist, erhdlt man die Formeln

100
K, = K (1 + %)n =Ko(1+19)"=Kyq" - Zeitwert nach n Jahren,(2.4)
Ky, = K,q¢ " - Barwert, (2.5)
K, )
p = 100 (f/— - 1) - Zinssatz, (2.6)
Ky
InK, —InK
n o= S2n TR feit. (2.7)
In(1 + 1)

Die Formel (2.4) ist die Leibnizsche Zinseszinsformel (vgl. Beispiel 2.1). Der Aufzin-
sungsfaktor ¢" fiir n Jahre gibt an, auf welchen Betrag ein Kapital von 1 € bei einem
Zinssatz p und Wiederanlage nach n Jahren anwéchst, wihrend der Abzinsungsfaktor
q~ " fiir n Jahre aufzeigt, welchen Wert ein nach n Jahren erreichtes Endkapital von 1 €

zum Zeitpunkt ¢ = 0 besitzt. Die Berechnung des Barwertes nennt man auch Abzinsen
oder Diskontieren.

Beispiel 2.11 (Zinseszinsrechnung)
(1) Ein Birger kauft Finanzierungsschdtze des Bundes (Laufzeit 2 Jahre) im Nominal-

wert von 5 000 € und muss dafiir 4 441.60 € bezahlen. Welcher Verzinsung pro
Jahr entspricht dies? — (6.10 %)
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(2) Am 01.01.2002 verleiht A an B 10 000 € zu 10 % Zinsen/Jahr. Welchen Betrag
muss B am Riickzahlungstermin, dem 31.12.2008, zuriickzahlen bei

a) einfacher Verzinsung, (17 000 €)
b) Verzinsung mit Zinseszins? (19 487.17 €)

2.3.2 Rentenrechnung

Eine in gleichen Zeitabstédnden erfolgende Zahlung in bestimmter Hohe nennt man Rente.
Diese Zahlungen konnen einem Guthaben entnommen werden, so dass dieses nach einer
endlichen Anzahl von Zahlungen erléschen kann. Die Zahlungen kénnen aber auch dazu
dienen, ein Guthaben anzusammeln.

Dabei bezeichnet r die Hohe der Ratenzahlung und n die Anzahl der Ratenzahlungen
bzw. Perioden.

Eine Rente heifit vorschiissig, wenn die Zahlungen zu Beginn jeder Periode erfolgen
und nachschiissig, wenn die Zahlungen am Ende jeder Periode erfolgen.

Zur Vereinfachung der Darlegungen vereinbaren wir, dass die Ratenperiode gleich der
Zinsperiode (gleich einem Jahr) ist.

Ferner unterscheidet man Zeitrenten (von begrenzter Dauer) und ewige Renten (von
unbegrenzter Dauer).

Diese konnen in Bezug auf ihre Rentenhéhe sowohl starr (gleichbleibende Rente) oder
dynamisch (veranderliche, meist wachsende Rente) sein. Wir betrachten hier nur Ren-
ten konstanter Hohe. Uns interessiert der Barwert B und der Endwert £ aller Ren-
tenzahlungen.

1. Vorschiissige Zeitrenten

Der Rentenendwert E ist derjenige Betrag, der zum Zeitpunkt n ein Aquivalent
fiir die n zu zahlenden Raten darstellt. Zur Berechnung von EY bestimmen wir
die Endwerte der einzelnen Zahlungen gemaf (2.4) mit Ky = r. Entsprechend den
unterschiedlichen Zahlungszeitpunkten werden die Raten der Hohe r {iber eine un-
terschiedliche Anzahl von Perioden aufgezinst. Anschliefend werden alle Endwerte
aufsummiert:

EY =rq+r¢®+...+r¢" " +rd" =rq(l+q+...+¢" ).

Nach der Formel fiir die n-te Partialsumme einer geometrischen Reihe (vgl.
Beispiel 2.6) ergibt sich:

(2.8)

Der Rentenbarwert B) ist derjenige Betrag, der zum Zeitpunkt 0 einmalig ange-
legt werden miisste, um zum Zeitpunkt n den Rentenendwert E! zu erreichen.
Man erhélt ihn durch Abzinsen von (2.8) tiber n Jahre (vgl. Formel (2.5)):

El—q”_ r 1—qg"

B =q"E) = = .
" 1—q ¢t 1—gq

n

(2.9)
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Vorschiissiger Rentenendwertfaktor (Rentenbarwertfaktor) heifit die Zahl

1 1—4"
RBFY = . 2.10
( ¢t 1—-¢q ) (2.10)

1_7’L
REFV = ¢=——14
1—gq

2. Nachschiissige Zeitrenten

Der Rentenendwert E2 wird wieder durch Addition der n einzelnen Zahlungen
errechnet. Da die Zahlungen hier am Ende der Periode erfolgen, erhélt man
1 _ o
EN=r+4rqg+.. . +r¢" ' =r(l4q+...+¢"H=r 1_qq. (2.11)
Der Rentenbarwert B2 ergibt sich wieder durch Abzinsen des Ausdrucks (2.11)
iiber n Jahre

rl—q"
BY =¢"EN = — : 2.12
ol (2.12)
Nachschiissiger Rentenendwertfaktor (Rentenbarwertfaktor) heifit die Zahl
1—q" 1 1-4q"
REFN = -1 (RBFN - -1 ) . (2.13)
l—gq " 1—gq

Die nachstehende Tabelle zeigt die Zusammenhénge zwischen Bar- und Endwerten von
vor- und nachschiissigen Renten.

Vorschiissige Rente Nachschiissige Rente

Rentenendwert | EV = ¢"- BY =r- REFV | EN =¢".BY =r. REFY

n

Rentenbarwert | BY =¢ - EY =r-RBFY | BY =¢ - EY =r. RBFY

n n

Beispiel 2.12 Ein Groflvater zahlt fiir seine Enkelin jeweils zu Jahresende 1 200 € bei
einer Bank ein. Auf welchen Betrag sind die Einzahlungen nach 15 Jahren bei 6.5 %
jahrlicher Verzinsung angewachsen und welchem Barwert entspricht dieses Guthaben?
(EN = 29 018.60 €, BY = 11 285.20 €)

3. Ewige Renten

Es sind unter der in der Finanzmathematik stets erfiillten Voraussetzung ¢ = 1+i >
1 die GW der Ausdriicke (2.8),(2.9),(2.11) und (2.12) fiir n — oo zu berechnen:

100
EY = lim B/ = +oc0 BY = limBX:i:r. TP

100

EY = lim EY = +c0 BY = lmBY = = —.

o n—00 q—1 p

Somit ist die Frage nach einem Endwert der ewigen Rente nicht sinnvoll. Der
Barwert ist allerdings von Interesse, z.B. bei Stiftungen, bei denen nur die Zinsen
ausgezahlt werden sollen und das eigentliche Kapital unangetastet bleiben soll.

Beispiel 2.13 Ein Unternehmen stiftet einen Betrag, aus dessen Zinsertrdigen jihrlich
(vorschiissig) ein Preis von 1 000 € verliehen werden soll. Wie hoch ist der Betrag bei
einer Verzinsung von 7 %% (15 285.71 €)
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3 Reelle Funktionen einer reellen Variablen

3.1 Der Funktionsbegriff

Definition 3.1 (Funktion, Definitionsbereich, Wertebereich)

1. Eine Vorschrift f, die jedem Element x einer Menge X in eindeutiger Weise ein
Element y einer Menge Y zuordnet (d.h. jedem x € X wird genau ein Element
y €Y zugeordnet), heifst Funktion.

2. Die Menge X heifst Definitionsbereich D(f) der Funktion f, wihrend die Menge
W(f)={yeY|IzeD(f):y= f(x)} CY Wertebereich von f genannt wird.

3. Gilt X CR undY C R, so spricht man von reellen Funktionen einer reellen

Variablen. Dabei heif$t * unabhéngige Variable und y abhingige Variable.

Wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung ist eine Funktion gegeben durch

y=f(r) xeD(f)

Fehlt bei Vorgabe einer Funktion die Angabe iiber D(f), so verstehen wir unter D(f) die
Menge aller z € R, fiir die f sinnvoll ist (maximal moglicher Definitionsbereich).

Der Definitionsbereich einer Funktion besteht haufig aus allen zwischen zwei reellen
Zahlen a und b liegenden Zahlen. Eine solche Zahlenmenge wird als Intervall bezeichnet.

Definition 3.2 FEs gelte a,b € R mit a < b. Dann heifit

[a,b] {z]lreRANa<z<b} abgeschlossenes Intervall in R,
Ja,b| = {zr|lzeRANa<z<Db} offenes Intervall in R,

[a,b] = {z]zeRAa<z<b} rechtsoffenes Intervall in R,
Ja,b] = {z|zeRANa<z<b} linksoffenes Intervall in R.

Die beiden letztgenannten Intervalle heiffen auch halboffene Intervalle in R. Die Punkte
a,b heiffen Randpunkte dieser Intervalle.

Die Fille a = —oo oder b = +oo sind zuldssig. Man spricht dann von unbeschrinkten
Intervallen. Gilt a = —oo und b = +o00, so0 ist ] — 0o, +0o [=R.

Die Punktmenge U.(a) =]a — €,a + €| heifit e-Umgebung des Punktes a.
Beispiel 3.1 Funktionen der Gestalt

y = f(z)

a

R D(f) =] — o0, +o0]

(a,b,c > 0) heiffen logistische Funktionen. Sie beschreiben Wachstumsprozesse fir
einen Bestand y bez. der Zeit x, z.B. Spareinlagen, Steuereinnahmen, die eine Sdtti-
gungsgrenze a besitzen.

Darstellungsmoglichkeiten reeller Funktionen:
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Verbale Darstellung

Darstellung durch eine Tabelle von Messwerten (empirische Funktion)

Grafische Darstellung: Die Menge {(z, f(z)) |z € D(f)} heifit Graph von f.

Analytische Darstellung:
1° Explizite Darstellung: y = f(x) x € D(f)
2° Implizite Darstellung: F'(x,y) = 0.
Definition 3.3 Erfillt die Funktion y = f(z) « € D(f) die Gleichung
F(z,y) =0, (3.1)

d.h. gilt F(x, f(x)) = 0 fir alle x € D(f), so heifit y = f(z) eine durch F(x,y) =0
implizit definierte Funktion von x.

Beispiel 3.2 (Implizit definierte Funktionen)

(1) Durch (3.1) konnen mehrere Funktionen implizit definiert sein, z.B. sind durch
F(z,y) =2 +y*—1=0,
zwei Funktionen implizit erkldrt:

y = hle)=+vi-az* weD(fi)=[-1+1],
y = fle)=—vi-2> zecD(f)

Il

|
—
+
=

(2) Durch (3.1) ist nicht notwendig eine Funktion implizit definiert, z.B. ist durch
Flz,y) =2 +y*+1=0,

keine Funktion implizit erkldrt.

n

1—
(8) F(n,q) = 2000 - I T 30000 = 0 ist i. Allg. nicht explizit nach q auflésbar.

—q
3.2 Eigenschaften reeller Funktionen

Definition 3.4 (Beschrinktheit, Monotonie, Periodizitit, Axial- und Zentral-
symmetrie)

1. f heif$t auf D(f) beschriankt gdw 3¢ > 0:|f(z)| <c¢ Ve D(f),

2. f heifit auf D(f) konstant gdw Ja € R: f(z) =a Yz € D(f),

3. f heift auf D(f) monoton wachsend gdw f(x1) < f(x2) VY x1,29 € D(f) mit
1 < Ta,
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4. [ heifst auf D(f) monoton fallend gdw f(x1) > f(xs) V x1,29 € D(f) mit
T < To,

&

. [ heifsit auf D(f) streng monoton wachsend gdw f(x;) < f(x2) VY x1,29 € D(f)
mit 1 < X9,

D

. [ heifit auf D(f) streng monoton fallend gdw f(x1) > f(z3) V x1,29 € D(f)
mit x1 < Xo,

Q

. [ heif$t auf D(f) periodisch mit der Periode p # 0 gdw
1°z e D(f) = x+pe D(f),
2> fle+p) = flx) YaeD(f),
8. f heifft auf D(f) axialsymmetrisch oder gerade gdw
1° ze€ D(f) = —z € D(f),
2° f(=x) = f(z) VaeD(f),
9. f heifit auf D(f) zentralsymmetrisch oder ungerade gdw
1° x € D(f) = —x € D(f),
2> f(=x) = —f(x) VaeD(),
10. f1 = f2 gdw

1° D(f1) = D(f2),
2° fi(z) = folx) Vax e D(fr).

Beispiel 3.3 Sei f1: fi(z) =a, x € D(f1) =[-1,1], fo: falx) =a, x € D(fs) =
[0,5]. Dann ist f1 # fa.

Definition 3.5 Seiy = f(z) v € D(f) eine Funktion, d.h., sie ordnet jedem FElement
x € D(f) = X genau ein Elementy € W(f) C Y zu. Gilt auch die Umkehrung, d.h.,
gehort zu jedem Element y € W(f) genau ein Element x € X, so heifit die Abbildung

f=D(f) = W(f)

eineindeutig und die Funktion f besitzt eine Umkehrfunktion, die mit f ! bezeichnet
wird.

Berechnung der Umkehrfunktion

1° Man 16st die vorgegebene Funktionsgleichung y = f(z) nach der unabhingigen
Variablen z auf (diese Auflésung muss eindeutig moglich sein). Die so erhaltene
Funktion z = f~!(y) ist die Umkehrfunktion von y = f(z).

2° Durch formales Vertauschen der beiden Variablen in der Gleichung z = f~1(y)
erhiilt man y = f~!(z).
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Z.B. gilt fiir eine streng monoton wachsende Funktion f mit D(f) = [a,b] a < b:

analyt. D. | Definitionsbereich Wertebereich

y=f) | D(f)={reRla<z<b} W) ={y eR|f(a) <y < f(b)}
=) | DU =W(S) W) = D(f)

y=f"@) | D(f)={zeRlf(a) <z < fO)} | W(f ") ={y eRla<y <b}

Die Funktionen y = f(z) und z = f~!(y) besitzen denselben Graphen. Der Graph von
y = f~1(x) stellt eine Spiegelung des Graphen von z = f~1(y) an der Geraden y = x dar.
Dabei geht D(f) = W(f™) in W*(f~') und W(f) = D(f~1) in D*(f~) iiber.

A y=x

Y

Beispiel 3.4 (Existenz einer Umkehrfunktion)

(1) y=f(z)=2* D(f)=R,  W(f)={yeR[0<y<oo}={yeR]|y=>0},

f st nicht eineindeutig, es eristiert keine Umkehrfunktion.

(2) y=filr)=2* D(fi)={reRlz=0},  W(fi)={yeR|y=0}

f1 ist eineindeutig, es existiert eine Umkehrfunktion
y=[fi'x)=+Ve D'(fi')={zeRlz>0}, W' (fi')={yeR|y=>0}

(3) y=folx) =2* D(fo)={reRlz<0},  W(f)={yeR|y=0}

fo ist eineindeutig, es existiert eine Umkehrfunktion
y=fi'(@)=—Ve D(f;)={zeRlz>=0},  W'(f;")={yeR|y<0}

(4) y=f@)=2° D(f)=R,  W(f)=R,

f st eineindeutig, es existiert eine Umkehrfunktion

1/3 ..
=@ ={ T ferZ) DUT=R W) -R

In diesem Fall ist die Funktion f und auch ihre Umkehrfunktion f~! streng
monoton wachsend.
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Theorem 3.1 Jede streng monotone Funktion f einer reellen Variablen besitzt ei-
ne Umkehrfunktion f~!, die ebenfalls streng monoton ist. Ist f streng monoton
wachsend (fallend), so ist auch f~! streng monoton wachsend (fallend).

Definition 3.6 FEs seien x = g(t) t € D(g) undy = f(z) = € D(f) Funktionen, die
der Eigenschaft W (g) C D(f) geniigen. Dann heifit

(fog)t)=f(g(t) te D(g) (f o g wird gelesen f von g)

mittelbare (verkettete) Funktion.
Beispiel 3.5 (Mittelbare Funktionen)

(1) z=yg(t)=V3+2t D(g)={teR[t>=-3},  W(g)={reR|z =0},
y=f@)=cosz D(f)=R., W()={yecR| -1<y<1)
Es gilt: W(g) C D(f).
Fine mittelbare Funktion f(g(t)) ezistiert und hat die Gestalt:
y = cos(v3+2t) = f(g(t)) te D(g).
(2) Die Bedingung W(g) C D(f) ist wesentlich:
x=g(t) =sint D(g) =Ry, W(g)={zeR| -1<z<1}
y=[f(z)=hz D(f)={zreR[z>0},  W(f)=R,
Es gilt: W(g) € D(f).

Fine mittelbare Funktion f(g(t)) ist nicht erklart. Abhilfe: Bildung einer Ersatz-
funktion

x=g1(t) =sint mit D(¢1) ={t e R|0 <t <w} C D(g). Fiir den Wertebereich gilt
nun W(g1) = {x € R|0 < x < 1} Somit ist wegen W(gy) C D(f) eine mittelbare
Funktion f(g1(t)) korrekt erklirt. Sie hat die Gestalt: y = Insint = f(¢1(t)) t €

D(g1).

3.3 Rationale Funktionen

3.3.1 Ganze rationale Funktionen
Definition 3.7 (Ganze rationale Funktion, Nullstellen)

1. Eine Funktion der Gestalt
Pa(®) = apa™ +ap_ 12" Farz+ag D(p,) =R. (3.2)

heifit ganze rationale Funktion oder Polynom.

Die reellen Zahlen a,(# 0),a,_1,...,a¢ heiffen Koeffizienten, die Zahl n € Ny
der Grad des Polynoms.

2. Gilt p,(zo) = 0 fiir eine reelle oder komplexe Zahl z,, so heifit xy Nullstelle
(NS) oder Wurzel des Polynoms p,(x). Gilt xg € R, so ist zg € D(p,).

28



Beispiel 3.6 (Ganze rationale Funktionen)

(1) n =0, y =po(x) = ay — konstante Funktion
(2) n=1, y=pi(z) = a1z + ag - lineare Funktion
(4) n =3, y=ps(x) =azz’+ ...+ ap — Polynom 3. Grades

(z)
()
(3) n =2, y=mps(x) = ayr® + ayx + ag — quadratische Funktion
()
(5) n=4, y = pa(z)

x) =aux* 4+ ...+ ag — Polynom 4. Grades

Der Graph einer quadratischen Funktion heifit Parabel. Fiir a; > 0 ist diese nach oben
geoffnet, fiir ao < 0 nach unten. Der Scheitel der Parabel besitzt die Koordinaten

2
O L
(w87p2(xs)) - ( 2a27a0 4@2)'

Beispiel 3.7 Die Preis-Absatzrelation eines Unternehmens sei
1
fz) = —57 + 10.
Dabei bezeichnet x den Preis und f den Absatz. Sein Erlos ist dann gleich
1 1
E(x)=x-f(z) = —5132 + 10z = —5(:0 —10)* + 50.

Der Scheitel dieser Parabel besitzt die Koordinaten: (zs, Es) = (10,50), d.h. fir z; = 10
nimmt der Erlos sein Mazimum an.

Theorem 3.2 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom p,(z) (n € N) mit
komplexen Koeffizienten ldsst sich als Produkt von n Linearfaktoren in der Form

pn(T) = an (x— 1) (x —22) ... (T — ) (3.3)

darstellen, wobei die x; (i =1,...,n) i. Allg. komplexe Zahlen sind, d.h. ein Poly-
nom n-ten Grades kann hochstens n verschiedene NS besitzen.

Eigenschaften von NS fiir Polynome mit reellen Koeffizienten

1° Besitzt ein Polynom mit reellen Koeffizienten eine komplexe NS der Gestalt
x1 = a+1b, so ist auch 71 = a — ib NS dieses Polynoms. In der Darstellung (3.3)
treten dann (reelle) quadratische Terme auf:

(x—21) (2 —T7) = 2% — 2ax + (a®> +b*) = 2° + pr+q mit p= —2a,q=a®+°.

2° Jedes Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten besitzt mindes-
tens eine reelle NS.

Definition 3.8 Ist ein Polynom vom Grade n in der Form p,(x) = (z — x0)* pp_r(z)
darstellbar, wobei p,_j(xo) # 0 ist und p,_x den Grad n — k besitzt, so heifit zo k-fache
NS (NS der Vielfachheit k) von p,(x).
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Beispiel 3.8 (NS von Polynomen)

(z)
(z)

(2) ps(z) =a3 — 2+ 2 —1 ro = 1 ist einfache NS,
()=@-1D@*+1)=(@—-1)(z+i)(z—1i)=(z—1)(2?+1)

Nullstellen von Polynomen héheren Grades berechnet man mit dem Taschenrechner.
Interpolation durch Polynome

Bei Messungen erhilt man eine Funktion in Form einer Wertetabelle als eine Anzahl
von diskreten Messpunkten. Es ist jedoch bekannt, dass die Funktion auch zwischen die-
sen Punkten definiert ist. In einem solchen Fall kann man die Punkte durch eine Kurve
verbinden. Diesen Vorgang bezeichnet man als Interpolation.

(I) Lineare Interpolation
Gegeben: (x4, f(x1)), (@2, f(22)).
Gesucht: Naherung fiir f(c) fiir ¢ €] zq, 22 |.

Bei linearer Interpolation existiert stets eine eindeutige Lésung, die man wie folgt
erhélt:

- Aufstellen der Sekantengleichung durch die beiden gegebenen Punkte:
f(z2) — f(z1)

xr—T1).
o A d)

y = f(o1) +

- Berechnung des Funktionswertes dieser Geraden im Punkt x = ¢:

f(x2) — f(m1)

To — I

d= f(z1)+ (¢ — ).

- Setzen f(c) ~ d, d.h. d wird als Naherungswert fiir f(c) angenommen.
(IT) Allgemeine Interpolationsaufgabe

Gegeben: (x;, f(z;)) mit z; € [a,b] (i = 1,...,n), x; # z; fir ¢ # j. Dabei sind z;
die Stiitzstellen, f(z;) die Stiitzwerte und (z;, f(x;)) die Interpolationsknoten fiir
i=1,...,n. Das Intervall [a, ] ist das Interpolationsintervall.

Gesucht: f(z) fiir ein beliebiges x € [a, b].

Fiir die allgemeine Interpolationsaufgabe existiert stets eine eindeutige Losung.

Theorem 3.3 Fir n vorgegebene Interpolationsknoten (z;, f(z;)) (i =1,...,n) exis-
tiert genau ein Polynom p,_;(x) von hichstens (n — 1)-tem Grade, fiir welches gilt:

f(xz) :pnfl(a:i) (i: 1,...,77,).

Es gibt verschiedene Verfahren zur Ermittlung des Interpolationspolynoms p,,_1(z).

Wir betrachten nur das Newtonsche Interpolationspolynom. Dazu definieren wir die
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f(xr) — f(x) fz) — f(xp)

ersten Steigungen durch [zpz; ] = - = [zx ],
T — Iy Ty — Tk
zweiten Steigungen durch [zpzix,, | = (g ] — [wlxm]7
T — Ty
(n-1)-ste Steigung durch [z12o... 2, ] = (2129 an 2] = [@9 . Tn a2 ]
1 — Ty

und betrachten das Steigungsschema

x; | f(z;) | 1. Steigungen | 2. Steigungen | 3. Steigungen | 4. Steigung
z1 | f(z1) (2172 ]
72 | fl@2) [ 2273 ] |13 [ 21792324 |
x3 | flxs) [2374] [ 292374 ] (29732425 ] [ 7129737475 |
x4 | f(24) (2475 ] [ 232475 ]
x5 | f(xs)
und bilden das Newtonsches Interpolationspolynom:
paa (@) = flan) + [mwe (@ — a0) + [m1@0as ] (2 — 21) (@ — 22) + ..

+ [Tz cxp)(r—2) (2 —22) ... (v — 20 q)
Wir setzen f(z) ~ pY | (z). Dann gilt f(z;) = pY (2;) (i=1,...,n).

Vorteil des Newtonschen Interpolationspolynoms: Wird ein weiterer Interpolati-
onsknoten hinzugefiigt, so erhoht sich der Rechenaufwand nur unwesentlich.

Beispiel 3.9 Gegeben: (1,1),(2,2),(3,3),(0,—3). Gesucht: ps(z).

x; | f(x;) | 1. Steigungen | 2. Steigungen | 3. Steigung
1 1
1
—1/2
3 3 ) /
0 -3
N 1 1, ., 13
D3 (x):1+(x—1)+§(x—1)(a:—2)(x—3):éx — 3z +?x—3.

Ordnet man die Interpolationsknoten nach wachsenden Stiitzstellenwerten, d.h.
(0,-3),(1,1),(2,2),(3,3), so liegen fiir das Beispiel dquidistante Stiitzstellen vor (d.h.
esist ¥ = a, x9 = xy +h, x3 = 21 +2h, ... x, = 21+ (n—1)h = b mit
h=(b—a)/(n—1)). Im Falle d4quidistanter Stiitzstellen gilt:

(129 ..2,] = m [f(a;l—l—(n—l)h)_ (nzl)f(xl—l—(n—Q)h)

i (” ; 1)f(x1 +(n=3)h) —...(=1)"" (" - 1)f<x1)]-

n—1
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3.3.2 Gebrochen rationale Funktionen

Definition 3.9 (Gebrochen rationale Funktion, Pole)

1. Der Quotient zweier ganzer rationaler Funktionen, in welchem Zihler- und Nen-
nerpolynom teilerfremd sind, (d.h. die Polynome besitzen keine gemeinsamen
NS), heifst gebrochen rationale Funktion.

m by 2™ + by 2™ N4+ .+ b b
fo) = 2ol®) _On @ Hbua a4 A bzt (3.4)

() Ap T + A 2L+ darx + ag

mit D(f) = {x € R|pn(x) #0} und a;,b; e R (1 =0,...,n; j=0,...,m).

2. Fine gebrochen rationale Funktion f(z) heiffit echt (unecht gebrochen),
wenn m < n (m >n) ist. Die Zahl max(m,n) heifft Grad von f(z).

3. Besitzt p,(x) an der Stelle xy eine reelle NS der Vielfachheit k, so heifit zq ein
Pol k-ter Ordnung der gebrochen rationalen Funktion f(x).

Beispiel 3.10 (Gebrochen rationale Funktionen)

oy =1 (z-2) A
(1) f(z) = CEDICED) D(f) = {z e R|z # +2}.

Besitzen Zdhler- und Nennerpolynom gemeinsame NS, so werden sie durch tei-
lerfremde Polynome ersetzt:

_(@-1 _

(2) flz) =z7" D(f) =R\{0} neN,

f(z) =z7*" m €N ist eine gerade Funktion,

f(z) = 2=@m+D) 4y € Ny ist eine ungerade Funktion.
1
= D(f)=R.
(5) ) = 1 D)

Die Funktion f(x) ist beschrinkt mit ¢ =1, denn

- ;<1<=1<1+2> VzeR
€

Eigenschaften gebrochen rationaler Funktionen

Jede unecht gebrochene rationale Funktion ldsst sich mittels Partialdivision in ei-
ne Summe, bestehend aus einem Polynom und einem echt gebrochenen rationalen
Anteil, zerlegen:

F(@) = @) + L7 D(f) = o € R]pala) £ 0},

wobei pp,—n () (¢(z)) ein Polynom (m — n)-ten (hdchstens (n — 1)-ten Grades) ist.
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Beispiel 3.11 Betrachtet man eine quadratische Kostenfunktion der Form y = py(z) =
asx? + a1x + ag mit den Mengeneinheiten x des Produktes und den Kostenanteilen vy, so
1st die Stiickkostenfunktion

a2x2 + a1x + ag

y=f(r)= . —arta+ = (2 £0)

eine unecht gebrochene rationale Funktion mit m = 2 und n = 1.

Definition 3.10 Asymptoten einer gebrochen rationalen Funktion f(x) heiflen

1. die zur y-Achse parallelen Geraden x = x;, wenn x; reelle NS des Nennerpolynoms
pn(x) sind,

2. Kurven, denen sich der Graph von f(x) bei immer gréfler werdender Entfernung
vom Koordinatenursprung unbegrenzt ndhert, speziell

- die zur x-Achse parallele Gerade y = b—m, falls m = n gilt,
Qn

- der Graph des Polynoms p,, ,(x), falls m > n gilt,
- die z-Achse, falls m < n gilt.

. R bqu + b(] ag
B 13.12 =—— D(f)=R\{——
cispiel 3.12 f(x) = = D(f) = R\(~"
Diese Funktion heifst auch gebrochen lineare Funktion.
b
Ihre Asymptoten sind x = _ % nd Yy = =,
ai ai

3.4 Nichtrationale Funktionen
3.4.1 Wurzelfunktionen

Potenzfunktionen der Gestalt f(z) = 2" sind in folgenden Fillen definiert:

Basis Exponent Funktion

I°lzeR r € Ny ganze rationale Funktion (Polynom)

22 lzeRAx#0 | r=-—n, neN | gebrochen rationale Funktion
FlzeRAz>0|7r€QAr >0 | nichtrationale Funktion (Wurzelfunktion)
£ 1 xeRA2>07reQ nichtrationale Funktion (Wurzelfunktion)
lzeRAxz>0|relR transzendente Funktion

Beispiel 3.13 (Nichtrationale Funktionen)

(1) fi(z) =27 D(fi) ={z € Rz >0}
fiix) =27 D*(fi") ={r eR|z >0}
Die Funktion f(x) ist vom Typ 4°, ihre Umkehrfunktion f;'(x) vom Typ 2°.
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(2) folw) =2°? D(fo) ={z € R|z >0}
fy'(z) =2 D*(fy") = {z €R[x =0}
Die Funktion f(x) ist vom Typ 3°, ihre Umkehrfunktion fy'(x) ebenfalls.
Die Funktion y = f(z) = 23/? heifit semikubische oder Neil’sche Parabel.

(3) fs(z) = —2*? D(fs) = {z € R|z > 0}
fi'(@) = (2)** D*(f;') ={z € R|z <0}
Die Funktion f3(x) ist vom Typ 3°, ihre Umkehrfunktion f;'(x) ebenfalls.

(4) fa(z) = 2¥2 = exp(v2Inz) = V2" D(f,) = {z € R|z > 0}
fil(@) =22 DA(f") ={x e R|x >0}
Die Funktion fi(x) ist vom Typ 5°, ihre Umkehrfunktion f;'(x) ebenfalls.

(5) In der Okonomie nennt man Funktionen der Gestalt
flx)=ax’ D(f)=1[0,4o00]| a>0AbeR (3.5)
Cobb-Douglas-Funktionen, die wie folgt interpretiert werden:

1° Fiir b > 1 beschreibt (3.5) tiberproportionales oder progressives Wachs-
tum.

2° Fir b= 1 beschreibt (3.5) proportionales Wachstum mit dem Proportio-
nalitatsfaktor a.

3° Fir 0 < b < 1 beschreibt (3.5) unterproportionales oder degressives
Wachstum.

4° Fir b < 0 beschreibt (3.5) z.B. eine Preis-Absatz-Beziehung, wenn x den
Preis und f(x) die preisabhdngige Nachfrage bezeichnet.

3.4.2 Transzendente Funktionen

¢ Exponential- und Logarithmusfunktionen Die Logarithmusfunktionen sind
die Umkehrfunktionen zu den Exponentialfunktionen.

Definition 3.11 Seia € R mit a > 0Aa # 1. Dann heifit
f(x)=a® D(f) =R, (fH(z) =log,a D*(f7') ={z eR|z >0}
Exponentialfunktion mit der Basis a (Logarithmusfunktion zur Basis a).
Alle Funktionen der Form
y=a (y=1log,z) (a€R mit a>0Aa#1)

schneiden sich im Punkt (0,1) ((1,0)) der Ebene. Weiter gilt: log,1 = 0 und
log,a = 1.

Rechenregeln fiir Exponential- und Logarithmusfunktionen
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1° a®a¥ = a**Y Vaz,yeR,
2° — =a"¥ Vaz,yeR,
3° (a®)¥ = a"V Va,y€eR,
4° log,(xy) = log, = + log, y V positive z,y € R,
5° log, (g) =log,x —log,y V positive z,y € R,

6° log, 2 = p log, V positive z,y € RAVp € R,
7° log,x = log, b - log, .
Diese Beziehung heifit Kettenregel fiir Logarithmen und liefert einen Zusam-

menhang zwischen verschiedenen Logarithmensystemen. Dabei heifit der Um-
rechnungsfaktor log, b Modul des Logarithmensystems zur Basis a.

Wichtige Logarithmensysteme

Basis | Exponentialf. | Logarithmusf. Bezeichnung des Logarithmus
a=e |y=¢€" y = log, x = Inx | natiirlicher Logarithmus
a=10 | y = 10" y = log,,x = 1gx | dekadischer Logarithmus
a=2 |y=2" y = log, x = 1d x | dyadischer Logarithmus

Die Zahl e, die so genannte Eulersche Zahl, ist durch folgenden Grenzwert defi-
niert:

1 n
e = lim (1—1— —) =2.71828....
n—oo n
Beispiel 3.14 Der Verbrauch an bestimmten Lebensmitteln in Abhdngigkeit vom
b
Finkommen x wird oft durch die Funktion f(x) = aexp (——) x > 0 beschrieben,
x

wobei die Konstanten a und b aus Umfrageergebnissen ermittelt werden.

Trigonometrische und Arkusfunktionen

Wir betrachten drei trigonometrische Funktionen

1. fi(z) =sinz D(f1) =R,,

W(f) ={y eR[ -1 <y <1},
Menge der NS: {z €e R|z = kn, k€ Z},

2. fo(x) =cosz D(fy) =R,
W(f)={yeR| -1<y<1},
Menge der NS: {z € R|z = (2k — 1)%, k € 7},

sinx

3. f3(x) =tanx =
W(f3) = IRy7
Menge der NS: {z €e R|z = kn, k€ Z},

Menge der Pole: {x € R |z = (2k — 1)%, keZ}.

D(fs) ={zr €R|z# (2k-1)7, keL},

COS ™
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Fiir die Funktionen f;, fs, f3 existieren in Intervallen, in denen sie streng monoton
sind, Umkehrfunktionen.

: m
1. g1(z) =sinx D(g) ={x € R| —§
W(g) ={y eR| -1 <y <1},

| /\

™
2h

(z) = arcsinx D*(g1 )—{$ER|—1§$§1},
W(I) {yERI——<y< }

2. go(x) = cosx D(gg)—{x€R|0§m§7r},
Wig) ={y eR[ -1 <y <1},

gy () = arccosx D*(g; ) ={r€eR| —1<x <1},
Wg,') ={yeR[0<y <7},

3. gs(z) =tanx D(g3) = {z € R| —g<x<g},
Wi(gs) =Ry,

g3 '(z) = arctanz  D*(g3') = Ry,
_ T T
WHgs") ={y eR| =5 <y <3}
Betrachtet man ein anderes Monotonie-Intervall fiir die Funktionen f;(x) (i =
1,2,3), so erhédlt man einen anderen Wertebereich fiir die Umkehrfunktionen.
Die oben angegebenen Wertebereiche fiir g; '(z) (i = 1,2,3) heien Haupt-
wertebereiche dieser Funktionen. Ein Wert aus dem Hauptwertebereich heifit
Hauptwert der entsprechenden Umkehrfunktionen g, '(z) (i = 1,2,3). Um-

kehrfunktionen trigonometrischer Funktionen auf Monotonie-Intervallen hei-
Ben Arkusfunktionen oder zyklometrische Funktionen.

Bei der Berechnung trigonometrischer Funktionen mit dem Taschenrechner ist
darauf zu achten, ob der Winkel in Gradmaf} oder in Bogenmaf} gegeben ist.

Die trigonometrischen Funktionen bilden die Grundlage zur Beschreibung von
periodischen Vorgéngen (Schwingungsprozessen).

Beispiel 3.15 Wir betrachten die Funktionen

y = f(z) =asin(b(x+c))+d = a sin(bx+¢))+d mit dem Phasenwinkel ¢ = be.
Die Amplitude a gibt an, um wieviel die Funktionswerte von f im Vergleich zur
Sinusfunktion vergrofert (la| > 1) bzw. verkleinert (|a| < 1) worden sind.

Die Kreisfrequenz b liefert die Anzahl der Schwingungen in 2w Zeiteinheiten.

Die Phasenverschiebung % = ¢ zeigt an, um wieviel der Graph der Funktion f(x)

gegeniiber dem Graphen von sin(bx) verschoben ist und zwar nach links, wenn c
positiv und nach rechts, wenn c negativ ist.

Die Verschiebung d lings der y-Achse gibt an, um vieviel der Graph der Funktion
= a sin(b(z + ¢)) nach oben, falls d > 0, bzw. nach unten, falls d < 0, verschoben
worden 1st.

Es gibt noch andere Klassen transzendenter Funktionen.
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3.5 Grenzwerte von Funktionen

Definition 3.12 (GW, einseitige GW)

1. Die Funktion y = f(x) sei wenigstens in |a,c[U]c,b[ definiert. Wenn fir jede
Folge (z,,) mit den Eigenschaften
1° z, €]a,c[U]c,b] Vn,

2° lim 2, = ¢

n—~o0

die Folge (f(x,)) der zugehirigen Funktionswerte gegen ein und denselben Wert
A € R konvergiert, dann heifst A der GW wvon f(x) fir x — c.

Bezeichnung: lim f(x) = A

r—c

2. Ersetzt man die Bedingung 1° durch
1y z, €a,c] Yn (19 z,€lc,b] Vn),

d.h. es werden nur Folgen (x,) mit z, < ¢ (x, > c) zugelassen, so spricht man
von einem linksseitigen (rechtsseitigen) GW.

Bezeichnungen: linksseitiger GW  lim f(z) = A_

z—c—0

rechtsseitiger GW lin}rof(x) =A,

Theorem 3.4 Die Funktion f(x) besitzt an der Stelle ¢ den GW A gdw an der Stelle
¢ der linksseitige GW A_ sowie der rechtsseitige GW A, existieren und A_ = A,
qgilt. Ist die letzte Bedingung erfillt, so gilt

A=A =A,.

Die Definition 3.12 kann auf folgende Fille erweitert werden:

a) A= —oo, A= -+oo, lim f(z) = —oo, lim f(x) = +oo0,
b) ¢ = —00, c¢= o0, lifjl flz) = A, hrf fla) =4,
¢) ¢ =+00, A= +oo0, hril f(z) = —oc0, hril f(z) = +oc.

Beispiel 3.16 (GW von Funktionen)

3r+1 3
(1) lim 222
T——+00 4:15—5 4
2 —4 4
9) lim = =
()= e+ 3
(3) lim 220 = 1, lim 2T g
z—0 I r—too I
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3.6 Stetigkeit einer Funktion
Von stetigen Vorgingen sprechen wir, wenn sich der betrachtete Prozess in kleinen
Intervallen bez. der unabhéngigen Variablen wenig dndert. Nicht alle Vorgénge besitzen

diese Eigenschaft.

Beispiel 3.17 FEs seien

Q - die Nachfrage (in ME) bez. eines Produktes pro Zeiteinheit,
Ty, 2Ty, ... — die Bestellzeitpunkte,
z — die Bestellmenge (in ME) fiir das Produkt P.

Ein anfdanglicher Lagerbestand z fihrt nach Ablauf der Zeit Ty = % zu einem Nullbestand

des Lagers und erneuter Auffillung mit dem Bestand z. Der aktuelle Lagerbestand L(t)
in ME ist dann eine Funktion der Zeit t, die sogenannte Sigezahnkurve.

z—Qt fir 0<t<T,
y=L{) =9 2 —Q(t—2Ty) fir 2T, <t<3T, -

Definition 3.13 (Stetigkeit, Unstetigkeit)

1. Eine Funktion y = f(z) = € D(f) heifit an der Stelle c stetig gdw

1° c e D(f),
2° lim f(x) als eigentlicher GW existiert, d.h. lim f(z) = A A€ R,

3° A= f(c).

2. Eine Punktion y = f(x) heiffit an der Stelle ¢ unstetig gdw wenigstens eine der
Bedingungen 1° — 3° wverletzt ist.

Wichtige Typen von Unstetigkeitsstellen fiir Funktionen einer Variablen
I Hebbare Unstetigkeitsstellen (Liicken)

I.1 c¢ D(f) lim f(z) = A AeR
Bildung einer stetigen Ersatzfunktion moglich:

Fo={ 19 S0 i bt = DU

sin x

Beispiel 3.18 f(z) = " D(f) =R\{0}

f)={ - Jireebl) mit D(F) = D(f) U {0} = R

1 fir =0
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1.2 ¢ e D(f) liinf(m):A AeR, aber f(c)# A

Bildung einer stetigen Ersatzfunktion moglich:

Fo={ 7D G 2EPUNT i phy =)

A fir z=c

Beispiel 3.19 f(z) — { ‘51”’ ;z:: iig D(f) =R

f(z) = || D(f) =R
IT Sprungstellen

II.1 ¢ ¢ D(f) lim f(x)=A_A lim f(z)= Ay AJALeRANADH# AL

z—c—0 z—c+0
Beispiel 3.20 f(z) = ‘i—’ D(f) =R\{0}

I1.2 ¢ € D(f) lim f(x)=A_A lim f(z)= A4 A AL eRANA-# Ay

z—c—0 z—c+0

1 fir x>0
Beispiel 3.21 f(z) = sgnz = 0 fir =0 D(f)=R
-1 fir x<0

III Polstellen
cé¢ D(f) lirriof(x):ioo A lim f(z) = +o0

r—c+0
Beispiel 3.22 f(z) = i D(f) =R\{0}

Definition 3.14 Fine Funktion y = f(x) x € D(f) heifst an der Stelle ¢ linksseitig
(rechtsseitig) stetig gdw

1 ceD(f),
2 linlof(a:) ( lin}rof(:c)) als einseitiger eigentlicher GW existiert, d.h.
linlof(x):A_ A_€eR ( lilrrJlrof(x):AJr AL eR),

o>

A-=fl)  (Ay = [f(o)).

Theorem 3.5 Die Funktion f(z) ist an der Stelle ¢ stetig gdw f(x) an der Stelle ¢
links- und rechtsseitig stetig ust.

Ist die letzte Bedingung erfillt, so gilt f(c) = A_ = A,.
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Beispiel 3.23 (Einseitige Stetigkeit)

(1) Die Heaviside-Funktion

|1 fir x>0
h(x)_{O fiir x <0

ist an der Stelle ¢ = 0 rechtsseitig stetig, denn A_ =0 und A, =1 = f(0).

(2) Die Funktion f(x) = sgnx D(f) =R ist an der Stelle x = 0 weder links- noch
rechtsseitig stetig, denn A_ # f(0), AL # f(0) und A_ # A,.

3.7 Differenzialrechnung

3.7.1 Der Ableitungsbegriff

Ausgangspunkt war das Tangentenproblem (Leibniz 1646-1716). Gegeben sei y =
f(z) D(f), c € D(f). Gesucht ist die Tangente an den durch f gegebenen Graphen im
Punkt (¢, f(c)).

Definition 3.15 (Differenzenquotient, Differenzialquotient, Differenzial, Tan-
gente)

1. Seiy = f(x) in Us(c) definiert, d.h. |¢ —6,¢+ 0 [C D(f). Wihlen Az € R derart,
dass 0 < |Ax| < § gilt. Der Anstieg der Sekante durch die Punkte (c, f(c)) und
(¢ + Az, f(c + Ax)) (mittlerer Anstieg der Kurve im Intervall [c,c + Ax]) heifit
Differenzenquotient.

Bezeichnung: % - flet AX:Z — f(o)

2. Die Funktion f heifit differenzierbar an der Stelle ¢ (oder in ¢) gdw gilt:

A Azr) —

AlcivIEOA_i = dim, . Agcgz 1 _ f'(e)  baw.
oy J(et A7) — o) = fllo)Ar _
Ax—0 AZ‘

Der (eigentliche) GW f'(c) heifst 1. Ableitung oder Differenzialquotient
von f an der Stelle c. Der Differenzialquotient ist also kein Quotient im diblichen
Sinne, sondern ein GW.

3. Das Produkt f'(c) Az = df(c,Ax) = df heifit das zur Stelle ¢ und zum Arqu-
mentzuwachs Ax gehorige Differenzial der Funktion f. Speziell ergibt sich fiir
f(z) = x df = dz und andererseits df = 1- Az, also Ax = dx. Allgemein
gilt dann df = f'(c)dx und fir dx # 0 erhdlt man die Ableitung von f an einer
Stelle ¢ als den Quotienten zweier Differenziale:

af
a/x:c N f <C)
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4. Die Funktion f seiin c differenzierbar. Dann heifit die durchy = f(c)+f'(c)(x—c)
gegebene Gerade Tangente an die durch f gegebene Kurve im Punkt (c, f(c)). Die
Zahl f'(c) = tan « heifft Anstieg der Tangente, der Winkel o = arctan f'(c) heifit
Anstiegswinkel.

Beispiel 3.24 y = f(z) =23 D(f)=R

() = Tim (c+ Ar)d — 3 — lim 3¢ Az + 3¢ Ax? + Ax?

2
= 3c
Az—0 Ax Az—0 Az

Wir berechnen die Tangentengleichung in zwei verschiedenen Punkten:
1° (¢, f(e)) = (0,0), f'(0)=0 Tangentengleichung in (0,0): y =0,

2° (¢, f(e)) =(1,1), f'(1)=3 Tangentengleichung in (1,1): y = 3z — 2.

Die Tangente an die Kurve im Punkt (1,1) schneidet die Kurve noch im Punkt
(—2,—8).

Durch die Ableitung f’(c) wird die Momentanveréinderung oder das Grenzverhalten der
Funktion f in ¢ beschrieben. In der Okonomie sind deshalb auch folgende Bezeichnungen
gebréuchlich:

Produktfunktion f: Grenzproduktivitét
Gewinnfunktion  f":  Grenzgewinn(funktion)
Kostenfunktion  f":  Grenzkosten(funktion)
Ertragsfunktion  f":  Grenzertrags(funktion).

Definition 3.16 Die Funktion f heifit linksseitig (rechtsseitig) differenzierbar an
der Stelle ¢ gdw

lim —f = lim fle+ Az) = fle) (

Az——0 Az - Azx——0 Ax

i 81—y HetB0) = 1)

Az—40 Az Az—40 Az

als einseitiger eigentlicher GW existiert. Dieser GW heifit linksseitige (rechtssei-
tige) Ableitung von f an der Stelle c.

Bezeichnung: Aliinio flet AXJ): — /) = f/(c) (Ahinw Jlet AAZ) —/© = f;(c)) .

Theorem 3.6 Die Funktion f besitzt eine Ableitung f'(c) in ¢ gdw f in ¢ die einsei-
tigen Ableitungen f/(c) sowie f(c) besitzt und wenn f/(c) = fl(c) gilt.

Beispiel 3.25 Die Funktion f(z) = |z| D(f) =R ist in ¢ =0 nicht differenzierbar,
denn

, o o+Azj—jo] . —Ax
fi0) = Aglc1—>m—0 Az - Ailin—o Azr 1
, . 0+ Az[—1]0] . +Az
£0) = AglclinJrO Az - A}clinJro N +,

also f](0) # f/(0). Nach Theorem 3.6 existiert f'(0) nicht. Folglich ist f in ¢ = 0 nicht
differenzierbar und in diesem Punkt existiert keine Tangente an die Kurve. Es exis-
tieren jedoch die beiden einseitigen Tangenten y =z und y = —x.
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Definition 3.17 (Uneigentliche Ableitungen)

1. Der uneigentliche GW

f'(¢) = lim ﬂ: lim fle+ Az) — f(c)

Az—0 Ax Az—0 Az = F00
heifst uneigentliche Ableitung von f an der Stelle c.
2. Der uneigentliche GW
. Af . fle+ Ax) - f(c)
/ _ —_J — —
file) = A Az s Az oo
. Af . flet+Ax) — fle)
! . —_J — —
(fT(C) n AEEE&-O Ax AE—»H}FO Ax oo

heifst linksseitige (rechtsseitige) uneigentliche Ableitung von f in c.

3. Ist fl(c) = fl(c) = —oc0  (f]/(c) = fl(c) = +00), dann besitzt f an der Stelle ¢ eine
uneigentliche Ableitung f'(c) = —oo (f'(¢) = 4+00). In diesem Fulle spricht
man aber nicht von Differenzierbarkeit der Funktion f an der Stelle c.

/3 fir x>0
—(—x)1/3 fir =<0
le ¢ = 0 eine uneigentliche Ableitung, denn

Beispiel 3.26 Die Funktion y = f(x) = { besitzt an der Stel-

/ B . —(—Ax)'/3 L 1 _
i) = Aalcl—>m—o —(—Az) AJICEH—O(—A@Q/?’ -
) B ) (Az)'/3 L 1 .

RO) = i S = i — e

Die Tangente an die durch f gegebene Kurve im Punkt (0,0) hat die Gleichung x = 0.
Theorem 3.7 Ist f differenzierbar in c, so ist f auch stetig in c.

Die Umkehrung von Theorem 3.7 gilt i. Allg. nicht (vgl. Beispiel 3.25).

Differenziationsregeln und die Ableitungen elementarer Funktionen sind in jeder
Formelsammlung bzw. auf dem Arbeitsblatt zur Vorlesung aufgelistet. Wir geben noch
eine Regel fiir die logarithmische Differenziation an: Fiir Funktionen der Gestalt
f(x) = u(2)"™@, u(x) > 0 gilt:

3.7.2 Ableitungen hoherer Ordnung

Ist f(x) in X, differenzierbar (d.h., f in jedem Punkt der Menge X differenzierbar),
so kann man die 2. Ableitung oder die Ableitung 2. Ordnung bilden:

f'(@) = (f'())"
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Analog erhélt man die n-te Ableitung oder die Ableitung n-ter Ordnung;:
f(x) = (f" V()
Man schreibt: fO(z) = f(x), f'(z), f"(z), f"(x), fD(z), fOz),....

Regeln zur Berechnung von Ableitungen hoherer Ordnung

Die Funktionen f und g mégen in X; Ableitungen n-ter Ordnung besitzen.

1° (cf(x)™ = cf™(x),
2° (f(x) £ g(x)™ = fO)(z) £ g™ (),
32 (f(2) g(2)® = 32 () f®(2) g»M(z)  (Leibnizsche Formel).

k=0
Dabei ist unter Verwendung von k!l =1-2...k, ke Nund 0!l =1

_ fi
=< (n—k)kl 1.2 k& ) ir n,keN, k<n,

. nl n(n—1)...(n— (k—1))
() 1 fir k=0VEk=n.

Beispiel 3.27 (Ableitungen héherer Ordnung)
(1) flz)=e"  f(z)=e",
f)=a"  fO) = e (ma)".

(2) Gegeben: h(x) = e cosx. Gesucht: R (x). Wir setzen: f(z) = e* und g(r) = cos z.
Aus der Leibnizschen Formel ergibt sich fir n = 4:

4 4 4 4 4
h(4) _ (O>fg(4) + (1) f/ g/// + (2) f// g// + (3) f/// g/ + (4) f(4) g,

A (z) = —4e” cosz.

Physikalische Bedeutung der 2. Ableitung

y . . . s(t+At) —s(t
Fir s =s(t) te [ti,to] ist v(t) = 5(t) = Alilllo ( A?ﬁ 0
Funktion der Zeit t.

die Geschwindigkeit als

o : o St AL) —5(t)
Firv=wv(t) t€ [t1,ts] ist a(t) =3(t) = Al}glo A7
Funktion der Zeit t.

die Beschleunigung als

3.8 Anwendungen der Differenzialrechung
3.8.1 Approximation von Funktionen durch ein Polynom

Theorem 3.8 (Satz von Taylor) Sei

1 f definiert und n-fach stetig differenzierbar in [a,b],
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~

2 es existiere eine eigentliche (endliche) Ableitung f"*Y(z) in]a,b].

Dann gilt fiir beliebige Punkte x,xy € |a,b] die Taylorsche Formel

- () Lo )\ T — X k
f@:Zf(gl >Hmw@ (3.6)
k=0 )

d.h., eine Darstellung von f(z) durch ein Polynom in (z—xq) und ein Restglied R, (x, o).
Das Restglied in der Form

SO (0 4 0(x — x9))

Rn(w, o) = (n+ 1)!

(x —xo)"t 0<bO<1 (3.7)

1st nach Lagrange benannt. Es gibt noch andere Darstellungen des Restgliedes.

Speziell fiir xg = 0 geht (3.6) iiber in die Mac Laurinsche Formel
~ fM(0)z"
k=0

d.h., eine Darstellung von f(x) durch ein Polynom in = und ein Restglied R,(z). Das

Restglied

fr@)
CES

ist hier wieder in der Form von Lagrange angegeben.

R,(x) = 0<f<1 (3.9)

Beispiel 3.28 Gesucht ist ein Polynom 4. Grades in = als Ndherungsfunktion fiir die
Exponentialfunktion f(z) = e” im Intervall [0, 1].

Die Formeln (3.8) und (3.9) liefern

[e=]
e

2 .1’3 $4 e@w

4
z e xr . T 5
=y o T Ra@) = ke o e et

Da e* eine streng monoton wachsende Funktion ist, wird das Restglied am grofiten,
wenn Bx nach oben durch 1 abgeschitzt und x durch 1 ersetzt wird. Man erhdlt

ol
[R4(1)] < o 7 = 0025,

x? 3 2t
d.h., der mittels py(z) = 1+ o + — + — + — errechnete Niherungswert fiir €* ist im

Intervall [0, 1] mindestens auf eine Stelle hinter dem Komma genau.

3.8.2 [Elastizitidtsbetrachtungen

Definition 3.18 Der Ausdruck

heifst Elastizitat der Funktion y = f(p). Eine ékonomische Funktion f(p) heift
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e elastisch (im Punkt p), wenn |e;(p)| > 1,
e proportionalelastisch (im Punkt p), wenn |e;(p)| = 1,

e unelastisch (im Punkt p), wenn |e¢(p)| < 1 gilt.

Ist p der Preis und f(p) eine Preis-Absatz-Funktion, so bezeichnet ¢(p) die Preis-
elastizitdt der Nachfrage in Bezug auf den Preis oder die Absatzelastizitit. Sie
gibt, grob gesprochen, an, um wieviel Prozent sich die Nachfrage nach dem Erzeugnis
andert, wenn sich der Preis um 1% #ndert.

1
Beispiel 3.29 Fiir die Preis-Absatz-Funktion f(p) = ——p+ 50 p € [0,500] erhdlt

10
gy DD
p| O 100 200 | 250 | 300 | 400 500
f(p) | 50 40 30 25 20 10 0
ef(p)| 0] —=0.25|—0.67 | —1.0 | —=1.5 | —4.0 | nicht definiert

Die Funktion f(p) ist also fir p < 250 unelastisch, fiir p = 250 proportionalelastisch
und fiir p > 250 elastisch.

3.8.3 Die Regeln von de I’Hospital
. . 0 oo 0 0 o /1
Unbestimmte Ausdriicke der Form 7 = 0-00, oo—o0, 0°, oo, 1% (diessind

00
Symbole, keine Rechengréfien) lassen sich oft mit Hilfe der de I’'Hospital’schen Regeln
untersuchen. Das Symbol 0% stellt keinen unbestimmten Ausdruck dar.

0
1. Regel: Sie dient zur Grenzwertbestimmung in unbestimmten Ausdriicken der Form o’

d.h., es gilt lim f(z) = lim g(z) = 0.

Wenn eine Zahl § > 0 existiert, so dass fiir alle x €]¢ —d,c[U ] ¢, c+ 0] gilt:
12 g(x) # 0,
2° f'(z),d (x) existieren und ¢'(z) # 0 gilt,

dann ist

!
lim _f(x) = lim —f/ (:13)7
a—e g(x)  a—e g'(x)
/!
falls lim f/gxg als eigentlicher oder uneigentlicher GW existiert.
Tr—cC g €T

2. Regel: Sie dient zur Grenzwertbestimmung in unbestimmten Ausdriicken der Form
00 A .

—, d.h., es gilt lim f(z) = lim g(z) = oc.

x0 Tr—cC Tr—cC

Wenn eine Zahl § > 0 existiert, so dass fiir alle z €] ¢ —d,c[ U | ¢,c+ ¢ [ die Bedingung 2°
aus der 1. Regel gilt, dann ist

f@) o P

lim ——= =
z—cC g(x) z—c g’(x)

Y
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!
falls lim f/(x)
xr—c g (l‘)

Umformungen fiir die iibrigen unbestimmten Ausdriicke

(I) 0- 00, d.h. es gilt lim f(x) = 0 und lim g(z) = oc:

als eigentlicher oder uneigentlicher GW existiert.

fa) - o) = L2 — 40)
g(x) f(z)

(IT) oo — 00, d.h. es gilt lim f(x) = lim g(x) = oo:

r—cC r—cC

1

1
O]
T .1

~

1
L

(=) g

—~
~

z) (@) g

(TIT) 0°, oc®, 1%, d.h. wir betrachten den GW lim f(z)9®) f(x) > 0V x € D(f).

xr—c

Aus y(z) = f(2)9® folgt Iny(x) = g(z)In f(x). Gilt

A lim 1 ot
limny(z) ={ +oo , soist limy(z)=lime™¥® = e(zlinc nu@) _ +oo .
r—c —00 r—cC r—c O

3.9 Untersuchung des Verhaltens reeller Funktionen
3.9.1 Monotonieverhalten

Zur Definition der Monotonie einer Funktion einer reellen Variablen vgl. Definition 3.4.

Aus f'(z) = tana > 0 Va €]a,b]| folgt: Der Anstieg der Tangente an den Graphen
von f ist positiv.

Aus f'(z) = tana < 0 Va €]a,b]| folgt: Der Anstieg der Tangente an den Graphen
von f ist negativ.

Fiir differenzierbare Funktionen kann man die Monotonie auch durch die Ableitun-
gen der Funktion charakterisieren.

Theorem 3.9 Se:
1° f definiert und stetig in [a,b],
2° f differenzierbar in]a,b|.
Dann gilt:
(1) f(x) =0 Vze€lab]< f(x)=K Vaz€]la,b], wobei K eine Konstante ist,
(2) f'(x) —g'(x) =0 Va €la,b] < f(z) —g(r) = K VYuela,l],
(3) f'(x) >0 (f'(z) <0) Vz €]a,b] <= f monoton wachsend (monoton fal-

lend) in [a,b],
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(4) f'(x) >0 (f'(z) <0) Vz €|a,b] = f streng monoton wachsend (streng
monoton fallend) in [a, b].

Beispiel 3.30 f(r) = x® ist streng monoton wachsend in [—1,1], aber f'(0) = 0,
d.h. die Umkehrung von Behauptung (4) in Theorem 3.9 gilt i. Allg. nicht.

3.9.2 Extrema
Definition 3.19 Seiy = f(x) definiert in [a,b] und c € [a,b].

1. Die Funktion y = f(x) besitzt in ¢ ein relatives oder lokales Minimum (Maxi-
mum) f(c) gdw eine Umgebung Us(c) C |a,b] existiert, so dass gilt:

flx) = fle)  (flx) < fle))  VaeUsc)

Falls ¢ einer der Randpunkte a oder b ist, versteht man unter Us(c) eine einseitige
Umgebung von c. Lokale Minima bzw. Maxima heiffem lokale Extrema von f.
Falls fir alle x € Us(c)\{c} eine strenge Ungleichung vorliegt, so spricht man von
einem eigentlichen lokalen Extremum.

2. Die Funktion y = f(x) besitzt an der Stelle ¢, (cpr) ein absolutes oder globales
Minimum (Maximum) f(c,,) (f(ca)) gdw

f@) = flem)  (f(z) < flew))  Va€la,b]
Dabei heifen f(c,) und f(cyr) die globalen Extrema von f auf [a,b].

3. f(c) heiffit inneres (globales oder lokales) Extremum, wenn f(c) ein lokales
oder globales Extremum und ¢ €la, b] ist.

4. f(c) heifft Randextremum, wenn f(c) ein Extremum ist und ¢ = a oder ¢ = b.

Jedes globale Extremum ist gleichzeitig ein lokales, die Umkehrung gilt jedoch nicht.
Ist die Funktion y = f(z) = € [a,b] hinreichend oft differenzierbar, so lassen sich innere
lokale Extrema mit Hilfe der Differenzialrechnung ermitteln. Durch Vergleich dieser
Extrema mit den Randwerten f(a) und f(b) ergibt sich dann eine Aussage iiber die
globalen Extrema von f(z) auf [a,b].

Notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremums:

Theorem 3.10 (Satz von Fermat) Sei f differenzierbar in |a,b[ und f besitze in
c €] a,b| ein inneres lokales Extremum f(c). Dann gilt f'(c) = 0.

An der Stelle eines inneren lokalen Extremums besitzt der Graph der Funktion
y = f(z) eine Tangente parallel zur x-Achse. Ein Punkt ¢, fiir den f’(¢) = 0 gilt, heifit
stationirer oder extremwertverdéchtiger Punkt.

Beispiel 3.31 f(z) =2® 2z €] —1,1[ und f(0) = 0, aber f(0) ist kein Extremum,

d.h. der Satz von Fermat st nicht hinreichend fiir die Ezxistenz eines lokalen Ex-
tremums.
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Hinreichende Kriterien fiir die Existenz eines lokalen EW:

1. Regel: Sie ist sowohl fiir differenzierbare als auch fiir nicht differenzierbare Funk-
tionen anwendbar.

1° Sei f definiert und stetig in Us(c) =]c—6d,c+ ],
2° f besitze in ¢ — d,c[ U] ¢, c+ ¢ [ eine endliche Ableitung,
3° in c gelte entweder f'(c) = 0 oder f ist in ¢ nicht differenzierbar,

4° f" wechselt in keinem der Intervalle | ¢ — 4, ¢[ und | ¢, ¢ + & [ das Vorzeichen.

Dann verhilt sich f(x) an der Stelle ¢ wie folgt:

Vorzeichen von f'(x) fiir | f(z) besitzt an der Stelle ¢
r<c x>c
I + + kein Extremum
11 + — ein lokales Maximum
I11 — + ein lokales Minimum
v — — kein Extremum.

2. Regel: Sie ist nur fiir n-fach stetig differenzierbare Funktionen anwendbar.

1° Sei f n-fach stetig differenzierbar in Us(c) (n > 2).
2° Es gelte: f'(c) = f"(c) =...= f™D(c)=0A fM™(c) #0.

Ist n ungerade, so besitzt f an der Stelle ¢ kein Extremum. Ist n gerade, so hat f
in ¢ ein eigentliches inneres lokales Extremum und zwar fiir £ (c) > 0 ein lokales
Minimum und fiir f™(c) < 0 ein lokales Maximum (vgl. Taylorsche Formel).

Spezialfall: Sei f zweifach stetig differenzierbar in Us(c), f'(c¢) = 0 A f"(c) # 0.
Dann besitzt f an der Stelle ¢ ein eigentliches inneres lokales Extremum und zwar
fiir f”(c) > 0 ein lokales Minimum und fiir f”(¢) < 0 ein lokales Maximum.

Beispiel 3.32 f(x) = |z| Us;(0) =] —4§,0[ f/(0) = =1, f(0) = +1 (vgl. Beispiel
(3.25)) Die Funktion f(x) ist in ¢ = 0 nicht differenzierbar. Nach der 1. Regel
liegt in ¢ = 0 ein eigentliches lokales Minimum wvor, welches gleichzeitig das globale
Minimum ist.

3.9.3 Kriimmungsverhalten

Definition 3.20 Die Funktion f(x) heift auf [a,b] konvex (konkav), wenn fir alle
x1, Ty € [a,b] und jedes o €]0,1[ die Ungleichung

flaz; + (1 — a)zo) (? af(r)) + (1 —a)f(z2) (3.10)

erfillt ist. Lasst man in (3.10) fir x1 # x4 das Gleichheitszeichen nicht zu, so heifit f(x)
auf |a,b] streng konvex (streng konkav).
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Geometrische Interpretation
Aus xy, x5 € [a,b], 1 <z2, «a€]0,1], x=ax;+ (1 —a)zy €]z, x| folgt

Tr — T2

o= .
1 — T2

Die rechte Seite von (3.10) stellt die Gleichung der Sekante durch die Punkte (z1, f(z1))
und (z3, f(x2)) dar, denn

af(z1) + (1 —a)f(x2) = f(x2) +alf(z1) — f(22))

= f(z2) + pra— (x — 22)
—  fo(x) = fxg) + W(m — I9).

(=)
Wegen f(z) = f(axy + (1 — a)zz) bedeutet (3.10): f(x) < fs(x), d.h., im Falle der
Konvexitidt (Konkavitit) liegt der Graph der Funktion unter (iiber) der Sekante
durch die Punkte (z1, f(z1)) und (x9, f(z2)).

Fiir differenzierbare Funktionen kann man die Konvexitét (Konkavitét) auch durch
die Ableitungen der Funktion charakterisieren.

Theorem 3.11 Sei f differenzierbar in [a, b].

f(z) [streng] konvex (konkav) in [a,b] <= f'(z) ist in [a,b] [streng] monoton
wachsend (fallend).

Theorem 3.12 Se:
1° f" definiert und stetig in |a, b],
2° f' differenzierbar in |a,b],
Dann gilt (vgl. Theorem 3.9 (8) und(4) ):
(1) f"(x) >0 (f"(x) <0) Vz€la,b] <= [ konvex (konkav) in [a,b],

(2) f"(z) >0 (f"(z) < 0) V& €|la,b] = f streng konvex (streng konkav) in
a, b].

1
Beispiel 3.33 f(z) = zlnz 2 €]0,10], f(z) = ~ > 0 Vo €0,10] = f

streng konvex in [0, 10].

3.9.4 Wendepunkte (WP)

Definition 3.21 Se: f differenzierbar in |a,b[. Der Punkt (c, f(c)) heiffit WP des
durch f gegebenen Graphen, wenn f' in c ein lokales Extremum besitzt. Die Tangente

im WP heifft Wendetangente. Ist diese parallel zur x-Achse (d.h. f'(c) = 0), so heifit
(¢, f(c)) Horizontalwendepunkt oder Stufenpunkt.
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Geometrische Interpretation

In einem WP éndert f das Kriimmungsverhalten von streng konvex in streng
konkav oder umgekehrt.

Notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines WP:

Sei f zweifach differenzierbar in | a,b[ und (¢, f(c)) sei ein WP des durch f gegebenen
Graphen. Dann gilt f”(c) = 0.

Beispiel 3.34 f(z) =2 =z €] —1,1[ und f"(0) =0, aber (0, (0)) ist kein WP.

Hinreichende Kriterien fiir die Existenz eines WP:

1. Regel:

1° Sei f zweifach differenzierbar in Us(c) =]c—d,c+ ],

20 f//(C) — 0

3° es gelte: f"(z) < 0 (bzw. f"(z) > 0) YV x €]c—d,c[ A f'(x) > 0 (bzw. f"(x) <
0O)Vze|le,c+d]

Dann ist (¢, f(c)) ein WP des durch f gegebenen Graphen.
2. Regel:

1° Sei f n-fach stetig differenzierbar in Us(c) (n > 3).
2° Bs gelte: f"(c) = f"(c) = ... f"V(c) =0 A f™(c) # 0.

Ist n ungerade, so ist (¢, f(c)) ein WP des durch f gegebenen Graphen. Ist n gerade,
so besitzt f an der Stelle ¢ ein eigentliches inneres lokales Extremum (vgl. 2. Regel
fir Extrema).

Spezialfall: Sei f dreifach stetig differenzierbar in Us(c), f"(c) = 0 A f"(c) # 0.
Dann ist (¢, f(c)) ein WP des durch f gegebenen Graphen.

Beispiel 3.35 f(z) =2° z €] —1,1], f1(0) = f"(0) = f(0) = f®(0) = 0, aber
f®(0) # 0, d.h. (0, £(0)) ist ein Horizontalwendepunkt.

3.10 Integralrechnung

3.10.1 Das unbestimmte Integral

In den Anwendungen tritt oft folgende Problemstellung auf: Gegeben ist die Geschwin-
digkeit v = v(t), gesucht ist das zugehorige Bewegungsgesetz s = s(t). Dies fithrt auf die
Umkehrung der Differenziation.

Definition 3.22 Die Funktionen f, F' seien definiert in X, F sei differenzierbar in X.
Gilt
F'(z) = f(x) VarelX,

so heifit F' eine Stammfunktion von f im Intervall X.
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Eine Stammfunktion ist nicht eindeutig bestimmt.
Beispiel 3.36 Sei f(x) = 2x. Dann ist F(x) = 2* + C fiir jedes C € R eine Stamm-

funktion von f(x). Durch Festlequng eines Punktes (xo, F/(zo)) in der Ebene ldsst sich
die Konstante C' eindeutig bestimmen.

Theorem 3.13 Jede in X stetige Funktion f(x) besitzt in X eine stetige Stamm-
funktion F'(z).

Definition 3.23 Die Gesamtheit aller Stammfunktionen F(z)+ C der Funktion f(x)
heifft unbestimmtes Integral der Funktion f(x) in X.

Bezeichnung: [ f(z)dz = F(z) + C.

Das Aufsuchen einer Stammfunktion kann als Umkehrung der Differenziation aufge-
fasst werden. Man erhélt aus den Differenziationsregeln mittels [ f(z)dx = F(z)+ C
Regeln fiir die unbestimmte Integration (Grundintegrale) (vgl. Formelblatt).

Grundregeln zur Berechnung unbestimmter Integrale
1° Die Funktion f besitze eine Stammfunktion in X. Dann gilt
/)\f(x)dx: )\/f(x)d:c VAeR.
2° Die Funktionen f, g mogen eine Stammfunktion in X besitzen. Dann gilt

Ju@g@ias = [ @ae [ g

3° Die Funktionen f, g seien stetig differenzierbar in X, g sei eine beliebige Stamm-
funktion von ¢'. Dann gilt

/f(m) g (x)dx = f(x)g(x) — /f’(x) g(r)dz  Partielle Integration.

4° Die Funktion f(z) besitze eine Stammfunktion F(z) in X, g(f) sei stetig dif-
ferenzierbar in X;, W(g) € X. Dann ist F(g(t)) eine Stammfunktion von
f(g(t)) ¢'(t) und es gilt mit der Substitutionsfunktion x = g(t)

/f(g(t))g’(t) dt:/f(x) dx Variablensubstitution.

5° Die Funktion g sei stetig differenzierbar in X. Dann gilt mit z = g(z) und

dz = ¢'(z)dz @)
A =Inlg(z :

Beispiel 3.37 (Unbestimmte Integrale)
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(1) [nzdr=alnz—2+C

, COST +sinx

(2) [e* coszdr =e 5 +C
: in ¢
(3) fsin‘szfcostdt:SHjl +C
CoS T
dx = In|si
(4) fsinx r=In|sinz| +C

3.10.2 Das bestimmte Integral

Ausgangspunkt ist das geometrische Problem der Bestimmung des Flacheninhaltes
geometrischer Figuren.

Spezialfall: Sei y = f(z) =c¢>0 x € [a,b] a < b gegeben. Wir betrachten die ebene
Punktmenge
A={(z,y)|a<z<bAN0<y<c}

Dann ist
P(A)=c(b—a)

der Fliacheninhalt des Rechtecks mit den Seitenldngen ¢ und (b — a).
Allgemeiner Fall: Sei y = f(z) >0 z € [a,b] a < b gegeben, wobei f(z) stetig ist.
Wir betrachten die Punktmenge

B={(z,y)la<z<bA0<y< f(z)}
Man erhélt eine Ndaherung fiir den Flacheninhalt der Punktmenge B durch Zerlegung der
Figur in Rechtecke.

Zu diesem Zwecke betrachten wir eine Zerlegung Z, des Intervalls [a,b] durch n + 1
Teilpunkte
a=xro< 11 <...<x7,,=0b

in genau n Teilintervalle I; = [z;_1, z;] der Lange Az; = x; — x;—1. Im ¢ -ten Teilintervall
wird die Fldche unter dem Graphen von f durch ein Rechteck der Breite Ax; und der
Hohe f(&;) approximiert, wobei ; ein beliebiger Punkt aus dem Teilintervall I; ist.

>

Der Flacheninhalt der Gesamtfliche unter der Kurve betragt nidherungsweise

P(Z,) = Zf(fi)Aﬂfu (3.11)
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wobei die Ndherungssumme den Flacheninhalt der n Rechtecke darstellt. Sie heifit Rie-
mannsche Integralsumme und hingt ab von der gewéhlten Zerlegung Z,,, d.h. von der
Intervallunterteilung und von der Auswahl der Zwischenpunkte &;. Bei fixierter Zerlegung
Z, bezeichnen wir die grofite der Intervall-Langen Az; mit 6(Z2,), d.h. §(Z,) = max Ax;

und nennen diese Zahl Feinheitsmaf3 der Zerlegung. Vergroflern wir jetzt die Anzahl
der Teilungspunkte im Intervall [a, b], derart, dass das Feinheitsmaf} §(Z,) gegen Null
strebt, so ist fiir eine stetige Funktion f(z) zu vermuten, dass sich die Summe (3.11)
dem Fldacheninhalt P(B) der Punktmenge B unbegrenzt néihert.

Definition 3.24 Fuxistiert fiir die oben beschriebene Konstruktion ein GW, der weder
von der Zerlegung Z, noch von der Wahl der Punkte & abhdngt, so heifst dieser be-
stimmtes (Riemannsches) Integral von f dber [a,b]:

|
6(Z2n)—0 0(Zn)—0

lim P(Z,)= lim Zf(gi)Axi ::/f(:c)d:c.

Dabei nennt man f(x) Integrand und a bzw. b die untere bzw. obere Integrations-
grenze. Die Funktion f selbst heifit dann in [a,b] Riemann-integrierbar (f € R[a,b]).

Klassen integrierbarer Funktionen

1. fin [a,b] stetig = f € R|a, b

2. f in [a,b] beschrankt und besitze dort hochstens endlich viele Sprungstellen —-
f € Rla,b].

3. f in [a,b] beschrinkt und monoton = [ € R[a, b].

Beispiel 3.38 y = x(x) =

{ 1 fir x rational D(x) = [0,1]

0  fur x drrational

W(x) ={0,1}, d.h. x ist beschrankt, aber x € Rla,b|.

Eigenschaften des bestimmten Integrals

Seien f, g € Rla,b]. Dann existieren auch die anderen aufgefiithrten Integrale und es gilt:

b b b
1° [leif(x) + cog(x)]de = [ fx)de + ¢ [glx)dz e, €R

2° ff(x)dx:fcf(x)dx+fbf(x)dm a<c<b

3 [ flz)dx = —{af(x) dz
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5° Gilt f(z) < g(z) (f(x) <g(x)) Vz€la,b], a<b,so folgt

b

/f@ng/gme /f@Mx<jg@Mr

6° Aus f € Ra,b] folgt |f| € R[a,b] und fiir a < b gilt:

b

/f(zv)dx S/blf(:v)|dx.

a

7° Gilt m < f(x) <M Vz € [a,b], a<b,so folgt
b
m(b—a)g/f(:p)deM(b—a).

Die Definition 3.24 ist nicht zur praktischen Berechnung bestimmter Integrale geeignet.
Sie liefert jedoch die Grundlage zur numerischen Integration. Praktisch werden bestimmte
Integrale durch Riickfithrung auf unbestimmte Integrale berechnet. Als Bindeglied dazu
dient das bestimmte Integral mit variabler oberer Integrationsgrenze: Aus Eigen-

schaft 2° bestimmter Integrale folgt: f € Rla,b] = f € Rla,z] Vx € [a,b]. Ersetzt
b
man in [ f(x)dz die obere Integrationsgrenze b durch die Variable z, so erhilt man eine

a
Funktion der variablen oberen Integrationsgrenze x:

M@z/ﬂmﬁ Dwﬁﬂmewzo¢@=/#@w. (3.12)

Um Verwechslungen auszuschlieen, ist es sinnvoll, die Integrationsvariable mit einem
anderen Buchstaben zu bezeichnen. Dies hat keinen Einfluss auf den Wert des Integrals.

Eigenschaften des Integrals (3.12)
o feR[a,b] = ¢ stetigin [a,b].

o [ stetig in [a,b] = ¢(z) = [ f(t)dt ist eine Stammfunktion von f in

[a,b], d.h. ¢ ist differenzierbar in [a,b] und es gilt ¢'(x) = f(z) Vz € [a,b], d.h.,
jede Stammfunktion ldsst sich als bestimmes Integral mit variabler oberer
Integrationsgrenze darstellen.

Theorem 3.14 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung) Ist f stetig
in [a,b] und F irgendeine Stammfunktion von f, so gilt:

/f(:l:) dz = F(b) — F(a) Newton—Leibniz’sche Formel.
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Erweiterung des Flicheninhaltsbegriffs

Der Flécheninhalt ebener Punktmengen ist fir im Intervall [a, b], (@ < b) stetige Funktio-
nen f(x) mit f(x) > 0 wohldefiniert. Bezeichnet man mit P(B) den Flacheninhalt der von
der Kurve y = f(z) und den Geraden y = 0, = =a, x = b begrenzten Punktmenge
B, so gilt

b
f(z)dz, falls f(z) >0Aa<b,

—

(x)dz, falls f(x) >0Aa>b,

~

(x)dz, falls f(x) <0Aa<b,

=
Z
I
—
=
&
o
8
Il
S ) S Y S - N

f(z)dx, falls f(x) <0Aa>b.

\

Beispiel 3.39 (Bestimmtes Integral, Flicheninhalt)

2m
(1) Berechnen Sie das bestimmte Integral J = [ sinz dz.
0

J = [~ cosz]p™ = —cos 21 — (—cos0) = (—=1) — (—=1) = 0.
(2) Berechnen Sie den Flicheninhalt P(B) der ebenen Punktmenge, die begrenzt wird
durchy = f(z) =sinz, y=0, 2 =0, z = 27.

™ 2
P(B) = P(B,) + P(Bs) = /sinﬁdx - /Sinxdx =2—(-2)=4.
0 7r
Partielle Integration im bestimmten Integral

Die Funktionen f, g seien stetig differenzierbar in [a,b]. Dann gilt

/ F(@)g(2) de = [f(2)g(x)]) — / f(@)g(a) dz = [f(B)g(b) — f(a)g(a)] — / f(@)g(x) d.

Beispiel 3.40 J = [zsinzdz.
0

T s
fxsinxdx = 7T+fcosxdx = 7.
0 0

Variablensubstitution im bestimmten Integral

Sei z = ¢(t) stetig differenzierbar in [/, ], f(z) stetig in W (g) und es gelte W (g) C
D(f) = [a,b]. Dann gilt mit der Substitutionsfunktion = = g(t)

1% g(v')
/f(g(t))g’(t)dtZ/f(x)dx mit g(a’) =a g(b')=b D(g)=[d,V].

g(a’)
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w/2
Beispiel 3.41 J = [ e¥™!costdt
0

1. Losungsweg: Substitution des Integranden, Berechnung irgendeiner Stammfunktion,
Riicksubstitution, Finsetzen der urspringlichen Grenzen

x = g(t) =sint dz = ¢/(t)dt = costdt
[etcostdt = [e*dx = e* = et
w/2

J= [ eMlcostdt =e"2 —e? =e—1.
0

2. Losungsweg: Substitution des Integranden und der Grenzen, Berechnung des bestimm-
ten Integrals in den neuen Grenzen

™

r=gt)=sint a=0, V== g(d)=g(0)=0, g)=gl

. )=1.

w/2

1
J= [ eMcostdt= [e"dz=e'—e"=¢e— 1.
0 0

3.10.3 Uneigentliche Integrale

Das bestimmte (Riemannsche) Integral wurde unter zwei Voraussetzungen betrach-
tet:

1° Das Integrationsintervall [a, b] ist beschrénkt.

2° Der Integrand f(z) ist eine beschrinkte Funktion.

b
Sind 1° und 2° erfiillt, so spricht man von eigentlichen Integralen, d.h. [ f(z)dz besitzt

einen endlichen Wert. Ist wenigstens eine dieser Bedingungen verletzt, dann spricht man
von uneigentlichen Integralen. Diese werden als GW eigentlicher Integrale erklért.
Es ergeben sich zwei Typen uneigentlicher Integrale.

I. Uneigentliche Integrale mit unbeschrinktem Integrationsintervall

Wir unterscheiden folgende Fille:

400 b +o0
J fl@)de = J f@)de = J fz)de =
a —0Q —0o0 A
lim ff(:c) dzx lim fbf(x) dx Jim [ f(2) da.
A—+oo a B—)—OOB B:tz‘; B

Definition 3.25 Ist eine Stammfunktion F' von f bekannt, so gilt

A——+o00 A—+o00 A—400

/f(x)dx = lim /f(x)dx = lim [F(z)]? = lim F(A) - F(a),
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B——c0 B——c

b
/f(x)dx = lim /f lim [F(z)]% = F(b)— lim F(B),

+oo
[ @ = / f@)de = Jim [P} = lim P(4) = lm F(B).
— 00 B——oc B B——o0

Im letzten Fall sind die Grenziiberginge unabhdingig voneinander. Wenn die GW in den
rechten Seiten dieser Beziehungen als eigentliche GW existieren, so sagt man, dass die
uneigentlichen Integrale in den linken Seiten existieren oder konvergieren. Wenn
die GW in den rechten Seiten uneigentlich sind oder nicht existieren, so sagt man,
die uneigentlichen Integrale in den linken Seiten existieren nicht oder divergieren.

Fir f(z) > 0 berechnen wir also den Fldcheninhalt der Punktmenge, die von oben durch
den Graphen der Funktion y = f(x) und von unten durch die z-Achse auf einem unbe-
schriankten Intervall begrenzt wird.

Wenn eine Stammfunktion in der Klasse der elementaren Funktionen nicht angege-
ben werden kann, so sind Konvergenzkriterien anzuwenden (siehe z.B. [3]).

Beispiel 3.42 (Uneigentliche Integrale mit unbeschrinktem Integrationsinter-
vall)

(1) Seiav > 0N # 1.

oo 1 zi-e 14 Ao
[ —=dz= lim —dz = lim = lim —
1x¢ A—+o00 T A—+oco — Qg A—too ]l — 11—«
1
1 "
1 fir a>1 Konvergenz
pu— a J—
+oo  fir 0 <a <1 Divergenz
A
(2)+foold im [ Lde= lim [njz)* = lim W|A|—0= 400 Di
—dr = lim x= lim [In|z|]{ = lim In|A| —0= 400 wergenz
1
A
: 1 : A
(3) _{O T3 22 doe = glil?oo 22 dzr = glil%loc [arctan x] 5
= lim arctan A — lim arctan B=7  Konvergenz
A—+o00 B——oc0

(4) Wird in einem Stromkreis mit der Selbstinduktion L und dem Widerstand R im
Moment t = 0 ein Strom der Stirke Iy ausgeschaltet, so tritt ein Ausschaltstrom

R +oo
I =1 exp(—zt) auf. Die gesamte Joulesche Wirme ergibt sich zu Q = [ I* Rdt =
0

A
o0 2R 2R
RI? ~Z ) dt = RIZ i —t)dt
0 | (=) Eﬁx’o exp(=—-1)
L 2R 1" LI 2R L
= A {GXPPT”L— 5 | oA -1 =5
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II. Uneigentliche Integrale mit unbeschrinktem Integranden

Wir unterscheiden folgende Fille:

b b b
J f)dz = [ f(z)da = [ f(z)de =

b b—e c—e1 b
Jim, [ f(@)dz Jim [ /() de Jim [ f@)det lm () da

Definition 3.26 Ist eine Stammfunktion F' von f bekannt, so gilt

/ f(z)dz = lim / f(@)dz = lim [F(z)]’,. = F(b) — lim F(a+¢),

e—+0 e——+0 e—+0
a a+e

f(x)dr = lim /f(x)da: = lim [F(z))>* = lim F(b—¢)— F(a),

e—+0 e—+40 e—+40

/ f@)de = lim 781f(a:)da: b lim /b (@) dz

e1—+0 eg—+0
a cte2
_ : c—eq : b
— tim [P+ lim [P,
= E}EI}FOF(C—al)—F(a) + F(b) — Ezh_I}I_li_OF(C—i-ég)

Die Grenziiberginge €1 — +0 und €5 — +0 sind unabhdngig voneinander. Konvergenz
und Divergenz der Integrale ist erkldrt wie in Definition 3.25.

Beispiel 3.43 (Uneigentliche Integrale mit unbeschrinktem Integranden)

(1) Seia > 0N # 1.
1

ol _
1 1 ] 1 ) Il o 1 ) 81 a
f —dz = lim —dx = lim = — lim
0 T e—+0 T =10 [ l—afy,, l1l—-a =—t+0l-qa
O+e

l—«

1
—— fir 0<a<1l Konvergenz
400 fir a>1 Divergenz

1

11
(2) ofg dz = sliquo - dz = slirfo[ln [2[)pe =0 — Elirfo In|0+¢| = 400 Divergenz
0+e
42
(3) _f4 po f 1 dr =000  Divergenz
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