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1 Differentiation

1.1 Differenzierbarkeit: Definition und erste
Eigenschaften

Die Ableitung einer Funktion ist ein besonders wichtiger Begriff der Analysis, welcher
wiederum auf dem Begriff des Grenzwertes aufbaut. Seine Bedeutung in der Mechanik
(Geschwindigkeit, Beschleunigung) kennen wir zum Teil schon aus dem Crash-Kurs.

1.1 Definition. Sei D C R, zg € D, f: D — R. f ist differenzierbar in z(, genau

dann wenn
L @) = @)

r—x0, TFETo Tr — 2o

existiert. Weiter heissen %ﬁ%) Differenzenquotienten von f bei xg und, falls

existent,

/X
T—xT0, TAT0 Tr — X9 da:( 0)

die Ableitung von f in xg, bzw. Differentialquotient.
f heisst differenzierbar (in D), wenn f in allen Punkten x € D differenzierbar ist.
In diesem Fall erhalten wir durch

ffiD—R, z— f'(z)
eine Funktion, die Ableitung von f.
Schwierig ist die Existenz der Ableitung dadurch, dass der Nenner gegen 0 geht.
1.2 Beispiel. (1) Die konstante Funktion f: R — R, f(z) = c ist differenzierbar.

J(@) = fw)) _ e—c

r — X r — X

=0 — 0 fir x — xo.

(2) Die lineare Funktion f: R — R, f(z) = ax + b ist differenzierbar.

f(@) — f(wo) _ ax+b— (azo — )
xr — o N T — o

=a= f'(x0).

3) Die Parabelfunktion f: R — R, f(z) = z? ist differenzierbar.
3) ;

) 2 _ .2 _
f(‘L) f(xg) — x xO) — (x + IO)(x :EO) — (1’+1’0) — 21‘0 = f’(l‘o) fur Tr — Xg.
x* — Xo xr — Xo (:E—UUO)
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x) = |z| ist bei 0 nicht differenzierbar, fiir g # 0 schon. Sei
damit x,, — 0

flan) = F00) _ &

W/ R-R [@

Xy = (=1 )”

= (—-1)" divergent,

T, -0 (=1L
also existiert
lim f(z) = 1(0) nicht.
x—0 €xr —
(5) f:R\{0} = R, f(z) =1 ist differenzierbar.
T 1 (1 1) 1 (a:o—a:> 1 1 .
_ Z_ )= :———>——2furx—>m0
r — X r — X €T ZTo r — X Ty Txo Zo
1.3 Satz. Fir alle zy € C gilt
i &XP(2) —exp(z0) _ exp(20).
2—20,2F20 Z— 20

Die Exponentialfunktion ist sogar komplex differenzierbar.
Beweis. Folgende zwei Fille miissen untersucht werden:
(i) Fiir zgp = 0 wurde das schon gezeigt.

(ii) Fiir allgemeine zg gilt:

exp(z) —exp(z0) exp(z — z9) — 1
o o = exp(zo) ((z—zo)o—()> — exp(zp)-

O

1.4 Korollar. Die Funktionen exp,cos,sin sind differenzierbar in R. Fiir die Ablei-
tungen gilt:
exp’ = exp, cos = —sin, sin’ = cos.

Beweis. e Der Satz ist klar fiir exp, da dies ein Spezialfall von Satz ist.
e Ableitung von cos,sin: €*® = cosz + isinz.

ei:}c _ eizo -eim _ eixg Satz ) )
= = j— _ =5 1€ = —sinxg + 7 cos xg
T — Xo 1T — 1T

Real- und Imaginérteile:

et — et®o COS T — COS X . B
Re| ——— = ———————— — —sginxg firz — xg
T — X r — X
e’ — e'®o sinx — cos g 5
Im({ —— = ——————— — —cosxzg firz— xg
T — X9 T — X0
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Arithmetik von Ableitungen:

1.5 Satz. Seien f,g : D — R in x € D differenzierbar, sei A € R. Dann sind
f+a, M\, f-ginx differenzierbar und es gilt

(i) (f+9)(z) = F(2)+4g'(x), (Af)(z)=A-f(2)
(ii) (f-9)(x) = f'(z) - g(x) + f(z) - ¢'(x) ., Produktregel®

(iii) Ist g(x) # 0, so ist g n x definiert, differenzierbar und

I (o @) 9@) ~ f(@)-g'()
(g) ()= g(x)?

Die einfachen Beweise lassen wir hier weg. Als Anwendung erhilt man z.B.

»Quotientenregel®.

1.6 Beispiel. (1) Sei fi(z) = 2*, k € Z. Dann ist
fela) = k-2t
(fiir £ < 0 nur fiir x # 0 definiert.)
(2) Definiere tan: (—%,%) — R, tanz := 222 Eg ist auch tan differenzierbar und

cosx’

1
tan’(z) = ... = o2 (1) 1+ tan? z.

1.2 Lineare Approximation und Tangenten

Nun kommen wir zu einer Charakterisierung der Differenzierbarkeit, deren Bdeutung
erst in hoheren Dimensionen wirklich klar wird.

1.7 Satz. Sei D C R, a € D\{a}, f: D — R. Aquivalent sind
(i) f ist differenzierbar in a.

(i) 3ce RIp: D — R mit lim 22) — 0 50 dass

z—a,x#a TT9

fl@)=fla) +c-(z—a)+p(z) (z€D).
—_—

affin linear

In diesem Falle ist c = f'(a). y = f(a) + F'(a) - (z — a)

, Tangente*
Jj/

Die Tangente t(x) = f(a) + f'(a) - (x — a) approximiert f an der Stelle a in ,erster
Ordnung®, d.h. der Fehler ¢(x) geht bei a schneller gegen 0 als 2z — a (linear).
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Beweis. [(zu Satz [L7))] ,,(i) = (ii)*“

f@@) = f(a) = f'(a) - (x — a)
fla) + f'(a) - (z = a) + p(x)

und
olz) _ f(a) - f(a)

Tr—a Tr—a

— f'(a) — 0 fiir * — a,
weil f differenzierbar ist.
»(il) = (1)

f@) = fla) _ fla)te (@—a)+p@) —fla) _ . o)

also ist f differenzierbar bei a mit f/(a) = c. O

1.8 Korollar. Sei f: D — R, a € D.
f st differenzierbar in a z f stetig in a.

Beweis. f(z) 28T p0) 1 p(a) (o IR AR AC IR X K T -

T{ih 0-ter Ordhung) am Punkt a, wenn
Nun noch etwas mehr zur ,linearen Wgﬁﬁﬁt%@.} =0.

4

£

f approximiert g in erster Ordnung (linear) in a, wenn

i @) —9(2)

r—a r—a

207

d.h. wenn der ,Fehler* f(z) — g(x) bei Annéherung an a schneller als linear fillt.
Allgemeiner:
f approximiert g in k-ter Ordnung im Punkt a, wenn

@ =gl
r—a (3? — a)k
Bemerkung. (a) f ist stetig im Punkt a
<= f approximiert die konstante Funktion f(a)
<= dc so, dass f die konstante Funktion ¢ approximiert.

(b) f ist differenzierbar im Punkt a
<= f approximiert die affine Funktion f(a)+ f'(a) - (z — a) in erster Ordnung
<= es gibt eine affine Funktion, die f in erster Ordnung approximiert.
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1.3 Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

1.9 Satz. Sei I C R ein Intervall, f : I — R stetig und streng monoton, J := f(I)
und g == f~1:J — I. Istx € I, f differenzierbar in x und f'(x) # 0, so ist g in
f(z) =y differenzierbar und ¢'(y) = % = m.

Fiir die Umkehrfunktion werden z und y vertauscht. Also ist der Graph von f~' =g
das Bild des Graphen von f unter der Spiegelung an der Winkelhalbierenden.

m

Sy
bt LN

pe Wty _LN’

&

T

N

N

N

1.9

Was ist fiir f'(x) =07
Beweis. (von Satz[L.9) Sei (y,,) € J\{y}, yn — ¥,

9yn) —9ly)  wp-—z

Yn — Y fxn) — f(x)’

wenn wir x,, := g(y,) definieren. Nun konvergiert

Tp — & _ f(xn)_f(l') 71_> -
f<xn>—f(x>< P ) (' ()"

O

1.10 Beispiel. In’ = %; setze f =exp: R — (0,00), g =In=exp~!: (0,00) — R.
Fiir y > 0 folgt
1 1 1

90 = Fw) ~ o) v

1.11 Satz (Kettenregel). Sei f : D — R, g: E — R mit f(D) C E. Sei f in x
differenzierbar und g in f(x) differenzierbar. Dann ist g o f in x differenzierbar mit

(go f)(z)= g (f(x) - f(z)
Y g
dussere innere

Ableitung

Beweis. Setze y := f(z), g* : E — R,

R = R R
g (77) . 7 . - _
gdy) : firn=y
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Da g in y differenzierbar ist, gilt lim ¢g*(n) = ¢*(n) = ¢'(y).
n—y

Fiir alle ist g(n) —g(y) = (n—y)g"(n)- (%)
Mit diesen Voriiberlegungen gilt

gof@ —goflx) _ 9(f(§) =9 » g"(FE)U(E) —v)

§—w §—x §—w

I

)
*
—~
[y
o)
7a2%
~
=

1.4 Hohere Ableitungen und partielle Ableitungen

Ist f : D — R differenzierbar, so definiert f’ : D — R eine Funktion, welche man
wieder auf Differenzierbarkeit untersuchen kann.

1.12 Definition. Ist f’ an der Stelle ¢ differenzierbar, so nennt man

2
(Y (o) = £ (z0) = T2 (o)

die zweite Ableitung von f in xg.
Induktiv wird die k-te Ableitung von f an der Stelle zg definiert und mit

78 o) = (##Y (o)

Es heisst f : D — R ist k-mal differenzierbar bei x, wenn die k-te Ableitung existiert
(d.h. f ist differenzierbar, f ist differenzierbar,..., f(*=1) ist differenzierbar in ).

1.13 Definition. f heisst k-mal stetig differenzierbar in D, f: D — R, wenn f
iiberall in D k-mal differenzierbar und die k-te Ableitung f*) zusiitzlich stetig ist.

Bezeichnung:
C*(D) = {f:D —R:fk—malstetig differenzierbar},
C'(D) = C(D)={f:D —R: f stetig}

Natiirlich ist C°(D) > C*(D) > C*(D) D ...
Wir wollen schon einen voreiligen Blick auf den d-dimensionalen Fall wagen:

f:RY SR, bzw. f: U — R, U c R? offen

Ist zo € R% ey = (0,0,..., 1 ,0,...) der k-te Einheitsvektor, so wird durch
k—te Stelle

gk - (*E,E) St f(:co —+ tek)
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fiir e > 0 klein genug eine Funktion g : (—¢,e) — R definiert, die partielle Funktion
in Richtung eg. Ist diese Funktion fiir ¢ = 0 differenzierbar, so ist

9 h-e. —
(%i( 0) == g4(0) = ;133}) f(zo) + hek (o)

die k-te partielle Ableitung von f, bzw. partielle Ableitung in Richtung ey.

1.14 Beispiel. H : R® — R, H(q1,q2,q3,p1,p2,p3) == 5|[p||* — ||q||>. Hier wiirde man
die partiellen Ableitungen entsprechend mit f = pi, ng = 2qx.-

(Wichtiger physikalischer Hintergrund: die Hamiltonfunktion fiir den harmonischen
Oszillator.)

1.5 Lokale Extrema, Mittelwertsatz und Satz von Rolle

Alles beginnt mit einer

1.15 Definition. Sei D CR, f: D —- R, z € D.

f hat an der Stelle = ein lokales Maximum < 36 > 0V¢ € (z—4§,2+0) : f(§) < f(z).
f hat an der Stelle z ein globales Maximum < V¢ € D : f(§) < f(x).

f hat an der Stelle x ein lokales/globales Minimum < — f hat an der Stelle z ein
lokales/globales Maximum.

Ein Extremum ist ein Maximum oder Minimum.

f hat bei z ein striktes Extremum < V¢ € D : f(§) # f(x).

1.16 Satz. In zo € (a,b) besitze f : (a,b) — R ein lokales Extremum. Ist f in xg
differenzierbar, so ist

f/(l‘o) =0.

Beachte: f/(x) = 0 ist notwendig aber nicht hinreichend. Z.B. hat f(z) = 23, f/(0) =
0 aber kein Extremum bei zg = 0!

Beweis. (von Satz[1.16): Wir betrachten 0.E.d.A. den Fall, dass f ein Minimum besitze.
Sei z, \, zg, dann ist

P =t L) IG0)

n—0o  Tp — To

>0
Ist andererseits y,, /" g, so gilt

#'(zo) = lim f(yn) = f(20) > 0.

n—oo Yn — X0

>0

Insgesamt: f'(zg) = 0. O
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1.17 Satz (Rolle, 1652-1719). Sei a,b, f : [a,b] — R stetig, f(a) = f(b) =0 in
(a,b) differenzierbar. Dann existiert £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

A4

Beweis. Nach Satz (welcher?) aus Analysis I besitzt f in [a, b] ein globales Maximum
und ein globales Minimum. Ist eine dieser Stellen z( in (a, b), so ist f'(x¢) = 0 nach dem
vorherigen Satz. Haben wir als Minimum- und Maximumstelle jeweils a,b gefunden,

so ist /' = 0. O

Als Korollar konnen wir von der Voraussetzung f(a) = f(b) = 0 absehen:

1.18 Korollar (Mittelwertsatz). Sei a < b, f : [a,b] — R stetig und in (a,b)
differenzierbar. Dann gibt es £ € (a,b) mit

Beweis. Setze

F(z) =
Gleichung der Sekante
— F(a) = F(b) = 02RO 3¢ priey — 0, also
b) — f(a
0=F() = f(e) - 1O
b) —
£(6) = f( ()),(J:(a)

1.19 Korollar. Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar in (a,b).
(a) Ist f'(x) =0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant.
(b) Ist f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b), so ist f monoton steigend.

(c) Ist f'(x) >0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton steigend.



1.5. LOKALE EXTREMA, MITTELWERTSATZ UND SATZ VON
ROLLE 11

Analoges gilt fiir f' <0 bzw. f' <0.
Beweis. (a) Sei a < < y < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es £ € (x,y) mit
F1(e) = =L o f(y) — f(z) = f1()(y —2) = 0.
(b) fly) = f(@) =)y —2) =0

(©) fly) = flz) =y —z)>0 .

1.20 Korollar. Sei f : (a,b) — R stetig differenzierbar und ist x € (a,b) mit f'(z) =0
und " (x) < O(f"(x) > 0), so besitzt f in x ein striktes lokales Mazimum (Minimum,).

Beweis.

0> f’(z) = lim —~——2 "=

f'(y)

= Je>0:0>

O<ly—zl<e)

= f(y)>0firaleye (z—e,x)A f'(y) <O fir alle y € (z,x + ¢)
= fistin (z — e, ) streng monoton steigend A f hat in x ein striktes lokales

Maximum.

O

1.21 Korollar (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g : [a,b] — R stetig,
in (a,b) differenzierbar. Dann ezistiert ein & € (a,b) mit

0

Il

=
—
o
~—

O

1.22 Korollar (Regel von de I’Hospital, 1661-1704). Secien f,g : [a,b) — R
stetig, in (a,b) differenzierbar, ¢'(xz) # 0 fir x € (a,b), f(a) = g(a) = 0. Existiert
lim (@)

m o) so existiert
xT a

lim @) = lim F'@)
P g(@) e g@)
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f: Ei; . Mit verallgemeintertem Mittelwert-

Beweis. Sei x,, \, a. Zeige nlggo 9(@n) T Z\a 9

satz wéhle € € (a, x,) mit
(f(zn) = f(a))g'(&n) = (9(zn) — g(a)) f'(&n)
—~—
=0 =0
Da mit x, \, a auch &, \, a folgt

fan) S @)
9@) ~ g&)  w g @)

O
Bemerkung. Entsprechende Aussagen gelten auch fiir li}r}) %. Die Félle a = —o00,b =

~+oo sind zugelassen.

1.23 Beispiel. (a) h\mo l-gpsz 7
€T

2 1; sin x _ 1
(’ i{% 2sinz-cosx 2>

(b) lim ®inz —?

\0 *
(1 = =1 =)
(c) lim (2 — 1) = lim (822=2) = =0

20 % sinx 20 x-sin T
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2 Integration

Wir betrachten nun das Riemann-Integral. Fiir den Mathematiker geht es zunéchst
um eine geeignete Definition. Der Hauptsatz der Integralrechnung (HDI) wird dann
als wichtigstes Hilfsmittel zum Berechnen von Integralen werden.

2.1 Das Riemann-Integral

2.1 Definition. Sei a < b. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heisst Treppenfunktion,
wenn es eine Unterteilung a = zo < 21 < ... < 2, = b gibt mit ¢ ist konstant in
(zk, Tps1) fiir alle k =0,...,n — 1. Die Menge der Treppenfunktionen wird mit T'[a, b]
bezeichnet.

Behauptung: T'[a, b] ist ein Vektorraum.

2.2 Definition. Sei ¢ € T'[a,b] mit der Unterteilung a = z9 < 21 < ... < 2, = b und
p(x) = ¢ fir © € (xg—1, ), k =1,...,n. Dann ist

b n
/(p(x)dx = ek (g — xp—1)

k=1

cy Flache des k-ten Ballcens

Bl

b
Bemerkung. [ ¢(z)dx € R entsteht als , gewichteter Flidcheninhalt zwischen Graph

und z-Achse, Flichen unter der x-Achse werden negativ gezahlt.

2.3 Lemma. Seien ¢, € T[a,b], A € R. Dann gilt

(4) /b(so + ) (z)de = /b p(x)dx +/b1/f(l’)dfv,
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) | [ @] < [lo@lda,

a a

Die ersten beiden Eigenschaften kann man dadurch zusammenfassen, dass man sagt

b
I:T[a,b >R, p— /cp(x)dw
a

ist linear.

Die Eigenschaften (iii), (iv) heissen manchmal auch Monotonie bzw. Positivitét des
Integrals.

Aus (iii) folgt natiirlich (betrachte ¢ — ¢)

p<tPp= /bap(x)dx < /bw(x)dx

Wir wollen nun versuchen I : T'[a, b] — R auf einen gréBeren Vektorraum fortzusetzen.
Bis jetzt konnen wir ja nur Treppenfunktionen integrieren und so interessante Beispiele
wie das folgende funktionieren so nicht.

1 J V1 —a2de = % Kreisfliche
i i 21

Bei der Fortsetzung sollten Linearitdt und Monotonie bestehen bleiben.
2.4 Definition. Sei f : [a,b] — R beschréinkt. Dann existieren

b
/f = sup /ap(x)dm . ¢ €Ta,bl,o < f 3 Unterintegral und

a

_ b
/f := inf /w(a:)da: : ¢ € Tla,b], f <, Oberintegral von f.

Hat man eine ,verniinftige* Fortsetzung I(f) fiir f gefunden, so ist wegen der Mono-
tonie

[r=10< [1
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Die Riemann-integrierbaren Funktionen sind die, fiir die diese Ungleichung den Wert
von I(f) schon festlegt.

2.5 Definition. Wir nennen f Riemann-integrierbar, wenn f : [a,b] — R be-

schréinkt ist und [f = [f. Der Vektorraum der Riemann-integrierbaren Funktionen

ist R[a,b].

Ziel: f : [a,b] — R stetig = f Riemann-integrierbar.

2.6 Satz. Sei I C R kompakt, f: I — R stetig. Dann ist f gleichmdjfig stetig, d.h.
Ve>030 Vwyel:|lz—yl<d=|f(x) - fly) <e.

Beweis. Angenommen die Aussage des Satzes gilt nicht, dann existiert € > 0 und
Ty Yn € I mit |z, —y,| < 2 und |f(z,) — f(yn)| > . Wihle konvergente Teilfolge
(Zn,) (I kompakt)

r:= lim z,, = lim y,,, da |z, —Yn,| < k"
k—oo ) k—o0 )

e <|f(xzn,) — f(yn,)| — 0, da f stetig = Widerspruch. O

Rlab]

Dies folgt aus
2.7 Satz. C([a,b]) C R([a,b]).

Beweis. Jedes f € C([a,b]) ist nach S.v. Maximum beschrénkt. Sei e > 0. Withle § > 0
mit [y — 2| <= |f(z) - f(y)| < 355

Méglich nach Satz

Wihle Zerlegung a = zg < 21 < ... < Zp, = b mit |25 — 21| < §. Dann folgt

. €
et e TS
=:dy =:Ck
Fiir
W(x) = dy fir z € [zp—1,2k), f(b) fir x €D
olx) = ¢ firz € xg_1,zk), f(b) firz €b
folgt ¥, p € Tla,b], ¢ < f <t und
b b
[o@in— [o@as| < Yl - en)(wn —mi)
a a k
< 5 i (z) — Tp—1)
= " (b-a)
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Also gilt

_ b b

[1-[1= [v@is- [o@in<e
Da ¢ beliebig, ist f € R[a,b]. O
Bemerkung.

f € Rla,b] < Ve>03¢,9 € Tla,b] mit
b b
o < f <1 und /Q/J(a:)dx—/cpdacge.
Riemannsches Integrabilitidtskriterium:

Bemerkung. f € Rla,b] <= Ve>03p,¢p € Tla,b), p < f<¢mit [¢— [¢<e
2.8 Satz. Sei f : [a,b] — R monoton. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f monoton steigend = f beschrénkt. Fixiere ein
n € N: Wihle Zerlegung a = 2o < ... < z,, = b mit x; — z;41 = b=a

Pl

olx) = fla—) falls ¢ € (x;-1,2;), o(b) := f(b)
(x) = f(xy) falls ¢ € (wi_1,2;), ¥(b) = f(b)
= e[y

b n
Jo—o@ar = 31 - fia) o = S () - fa)

: n n
i=1

n ist beliebig (fiir groBe n wird die rechte Seite beliebig klein).
= [£=[1=fcRay,

2.9 Satz. Sei f € Rla,b] und ¢ > 0. Dann gibt es ein § > 0, so dass fir jede
Unterteilung 0 = xo < 1 < ... < T, = b mit ,Feinheit® max?_ ,(x; — x;—1) < § und
beliebige fi € [Infrc(e,_, 2 F(T);SUDP ey, 20 F()] gilt:

O

b

/f(x)da: - Zfi(xi -z 1) <e.

a
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n

Bemerkung. Ist ;o1 < & <z, fi = f(&) = > f(&)(z; — x;-1) heift Riemann-

i=1
Summe.

Wir haben I : T'[a,b] — R (linear und monoton) auf R fortgesetzt. Jetzt kommen wir
zu Linearitdt und Monotonie

b
I:Rla,b] =R f+ /f(x)dm
2.10 Satz (Hilfssatz). Seien f,g: [a,b] — R beschrinkt. Dann gilt
(a) Fir A >0 ist f/\f(:zz)dx =\ ]f(l‘)d;t

(b) f_(f+g)§ff+fg

(c) [f==](=D.
Beweis. (a) ist klar fiir A = 0. Sei also A > 0 : Ist ¢ > f € TJa,b]. Dann ist
A=A f

/)\f(x)dm < /)\go(x)dx = )\/cp(x)dm.

Infimum iiber ¢ € T[a,b], ¢ > f:

AN
>
~
—
=
=
8
I
>
>
> =
N———
=
8
~—
QU
8

/)\f(x)dx

IN
>
| —
>
=
8
S~—
QU
8
I
\\ P
>
= :
8
S~—
IS
8

(b) Sei p,9p € T[a,b], o> f, v >g=f+g<p—1.

Jtt-9war< [erv)@is = [ e+ [

Infimum iiber ¢ € T[a,b], ¢ > f:

/(f+9)($)d96 = /f(m)dx—l—/z/}(x)dx.

Infimum iiber ¢ > g, ¥ € T'a,b] :

/(f+g)(£)dx < /_f(x)da:—i—/_g(x)dx.
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(© v<fe—f=—u
2.11 Satz. Seien f,g € Rla,b], A € R. Dann sind f + g, A\f € R|a,b], und:
b b
(a) [(f+9)(@)dx = [—abf(z)dz + [ g(x)dx.

b

b
() AN (@)de =X [ f(z)d.

a

(c) Ist f < g, so gilt [ —abf(z)dx < fg(sc)dm.

Beweis. (a) Es gilt

IA
|
P
\\
|
<
_l’_

e
N————
I
—
k&

Jr
=

< /(f+g)§/f+/g-

Da[f=[f [g=[g:alle, < sind,==
(b) folgt sofort aus dem Hilfssatz [2.10

(c) p>g=¢>fund fngf-

2.12 Korollar. Sei f € Rla,b]. Dann gilt
f*. fm,|f| € Rla,b).
Dabei ist
(@) =max{f(z),0}, f~:=(-fN)" fr—f"=f Ifl=f"+f

Es gilt
b

[ o

a

b
< / F(@)|dz < (b—a) - sup{|f(z)| : = € [a,B]}.

a

O
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f+
T

Beweis. Sei ¢ > 0. f € Rla,b]. Es existieren ¢,¢ € Tla,b], ¢ < f < ¢ mit [(¢p —
b < ft<

o) (z)dr < e. Mit ¢, € T|a,b] ist auch p*, " € T[a,b] und p* P,
0 < oyt u-p= [ - eN@idn < [ - s <
= ft e Rla,b]
= fT=f"—feRab, |fl=f"+f €Rlab]

b

[ s =4 /b F(2)\da

a
b b

- [ 1@ia = [(-pia)ds < / |F(2)ldz.

a a

b f@)] < pi=sup{f(z) : © € [a,b]}
b b

N /f(:c)d:vg/pdx:(b—a)p.

a a

2.13 Satz. Seia <b<ec, f:[a,c] — R. Dann gilt

f € R[CL, b} ~ f‘[a,b] € R[a7 b} und f|[b,c] € R[a7 b]

/c f(x)de = /b Flx)dz + / F(x)dz.
a a b

Bemerkung. Fir f : M — M', d c M ist flp : D — M', (fIp)(z) := f(x) die
Einschrinkung von f auf D.

Es gilt dann

a

a b
Beweis. Einfach. Man setzt [ f(x)dz = 0. Fiir b < a gilt [ f(z)dz = — [ f(z)de. O
a a b

2.2 Integration und Differentiation, der ,Hauptsatz*

Hier werden wir sehen, dass Integration die ,,Umkehrung* der Differentiation ist. Da-
mit werden normalerweise Integrale berechnet. Sei I C R ein Intervall.
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xT

2.14 Satz. Sei f: I — R stetig, a € I. Definiere F : I — R, F(z) := [ f(t)dt. Dann
ist F' differenzierbar und F' = f.

a

Beweis. Zu zeigen ist

(F(x+h)— F(z)) — f(z) fir h — 0:

S =

S

z+h T
wu+m_pm»—ﬂm=;(/f@ﬁ—/#ww)—ﬂm

1 z+h 1 z+h 1 z+h 1 z+h
5 [ twi-s@ =5 [ soae- g [ =g [ 0~ s
T x x x

Mittel iibers

x+h
LFern - Fe) - 5@ < gl [0 - s
<y ls {10 = @) fe =] < by =0
fir h — 0.

O

2.15 Definition. Sei f : I — R. Eine differenzierbare Funktion F': I — R mit F’ = f
heifit Stammfunktion fiir f.
Schreibweise: F' = [ f(z)dx.

Ist G : I — R eine weitere Stammfunktion, so folgt F/ = G’, also G = F+ const.

2.16 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : I — R
stetig. Dann besitzt f eine Stammfunktion und fir jede Stammfunktion G gilt:

b
/f(x)dx — G(b) - Gla) = G()[".

Beweis. Mit F(z) := [ f(t)dt folgt mit [2.14] die Existenz einer Stammfunktion.

b
Klar ist: [ f(t)dt = F(b) — F(a). = Behauptung fiir beliebige Stammfunktionen
G: G(b)—G(a)=F(b) — F(a). O
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2.17 Satz (Substitutionsregel). Sei f: I — R stetig, ¢ : [a,b] — R stetig differen-
zierbar, ¢([a,b]) C I. Dann gilt

b
/ Fe(®) - ' (B)dt

[
—
~
—
2
Y
8

yEselsbriicke®: x = p(t), de = ¢ (t)dt.

Beweis. Sei F : I — R Stammfunktion zu f. Fiir F o ¢ : [a,b] — R gilt (Foy)'(t) =
F'(p(t)) - ¢'(t). Aus dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt

b ©(b)
[ fe®ye @t = Fet) - Fo@) = [ floyda,
a v(a)
O
b b+c
2.18 Beispiel. (a) Fiir [ f(z + ¢)dz = { f(x)dz ist p(t) ==t +c, @' (t) = 1.

b
(b) Fiir Zahlen —1 < a <b<1sei [V1—x2dze. ¢(t) =sint, ¢ (t) = cost.
a

p(v) v v
/ \/1—x2dx:/\/1—Sin2t-costdt:/cos2tdt.
e(u) u u

arcsin b

b
:>/\/1—:r2dx: / cos? t dt.
a

arcsin a

2.19 Satz (Partielle Integration). Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar, g :
[a,b] — R stetig mit der Stammfunkion G. Dann gilt

/ F(@)g(x)dx = f(2)Glz) - / P (0)C ().

Merkregel: [uv' =uv — [uv.

Beweis. Nach der Produktregel und dem Hauptsatz der Integralrechnung ist dieser
Satz klar. Die Ableitung der rechten Seite liefert fg + f'G — f'G = fg. O

2.20 Beispiel. (1) Es gilt

1

/lnxdxz/ 1 ~lnxdm:x-lnx—/x-fdx:x-lnx—x:x(lna:—l)
~~ ~~ X

f
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(2) Weiterhin:

1
arctanz dr = 1-arctanxdx = x - arctanx — | v+ —— dx
14 22
1 2
= z~arctanz—§ln(1+x )
Hierbei ist arctan’ x = ljz2'
(3) Es gilt

/cosztdt = cost-sint + /sin2tdt =cost-sint + / 1 —cos?tdt

= cost-sint—i—t—/cothdt
2 1 .
= cos“tdt = §(cost~smt—|—t)

arcsin a

b
1 arcsin
ﬁ/\/lfﬁdx = §(cost~sint+t)| ’
Fira=-1,b=1 = /\/1—x2da;:g

2.3 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir beschrankte Intervalle und beschrinkte Funktionen betrachtet.

T

r

2.21 Definition. Seia € R, b > a, b € RU{oo}. Sei f : [a,b] — R auf jedem Intervall
[a,b], r < b Riemann-integrierbar. Falls

r,/'b

limjf(:v) dx—/bf(x)dm

a

b
existiert, so heifit f auf [a,b) uneigentlich R- integrierbar ([ f(z)dz ist konver-
gent).
Analog fir —oo <a<b< oo, f:(a,b] > R und fiir —oco < a < b < oo.
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oo
2.22 Beispiel. (1) Es ist [ %22° konvergent fiir s > 1 und nicht konvergent fiir
i

s <1.
Beweis: s#1:

T
dz _ st
— = [ dzxxz™?®

xS 1—s
1

v opTstl 1 oo [ fir s > 1
- - — o
1 1—s 1—s 00 fir s <1

Fiir s = 1: (Stammfunktion In)
1
(2) Es konvergiert [ 2% fiir s < 1, nicht fiir s > 1.
0

rstl 1
Rechnung wie oben:

T—00

1—s 1—s

(3) [ 9 konvergiert nicht.
0

(4) Es gilt
[eS) 0 T
1 . 1 .

r—oo | 1422
0

lim (—arctan(—r)) + lim arctanr = — (—g) + g =
2.23 Satz (Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen). Sei f : [1,00) — [0,00)

—r

monoton fallend. Dann gilt:

if(k) konvergent <= /f(w) dx konvergent.
k=1 1
N N N
Beweis. 3> (k) < [ f(@)da < 3 £(k)
k=1

= 1

NN

RS

X

N

/ f(z)dx | beschrinkt

1

k=1

oo N
Zf(k) konvergent <Z f(k)) beschrinkt <
k=1 — N

= /f(x) dz konvergent.
1
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O

o0
2.24 Beispiel. Y - =: p(s) konvergiert fiir s > 1.
n=1
Riemannsche Vermutung: p(s) kann man fortsetzen zu einer Funktion auf C\...

Vermutung: Alle Nullstellen dieser Funktion liegen auf Re z = %

b
2.25 Beispiel. (1) s e R\{1}: [a°dzx = H%xs+l‘z

Hierbei:

se€Ng: a,beR

s€Z,s<—=2: a,b>0odera,b<0
seER\Z: a,b>0.

(2) Es ist
b
ld _ Inz|® fir a,b >0
207 In(—2)P fira,b<0

Einfache Schreibweise: [ 1dz = In|z|

(3) [sinzdzr = —cosz, [coszdr=sinz.
/sinxdm = —cosz|j=—cosm—(—cos0)=+1+1=0
0
1
/ 5—dx = tanz Vorsicht mit Definitionsbereich!
cos? x

(4) [expxdr =expx

(5) Partialbruchzerlegung: f(z) = 5 auf (—oo, —1),(—1,1),(1,00).

1 1 « I6]

1—m2_(1—x)(1+x)_1—m+1+x

Nl
N

1. 1 _
2 1—22 = 1—2z + 14z

dx 1 dx dx 1
—_ = = =—(=Inll - In|1
/1—x2 2(/1—x+/1+x> 5 (ZInfl =zl +Infl 4]
1 1+
= —(In
2< lx)

2.26 Satz. Fir x > 0 ist das uneigentliche Integral

Die Zerlegung klappt fiir o = 5 =

(o}

(z) := /tmfleﬂ5 dt

0
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konvergent. T : (0,00) — R, x — /(x) heifft Gamma-Funktion. Es gilt: T'(z + 1)

x-I(x) firc >0, T'(n+1)=n!(neN)
Beweis. Fir0<t<1: 0<t*let <=1

1

1
= /t"”*le*tdt < /tr’ldt < 00
s

T

Wl
IN
)
8
o
|
Wl

Fir1<t: 0<t*let—=t""leg=5¢%
~——

—0

I

R
t*le7tdt < ¢, - /e_%dt = (—2)6_% =277 —2 7 < oo
1

t*“te~tdt  konvergent

4

Tt~y T —x

R R

x —t x —¢|R rx—1_—t
. + I'z+1)=1.
/ v et dt th e ’T x/t e tdt = T'(x )
r u v r

Induktionsschritt: T(n+1+4+1) = (n+ 1)I'(n+1) = (n+ 1)n! = (n + 1)!
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3 Konvergenz von Funktionenfolgen

Mit metrischen Rdumen haben wir den Begriffsapparat, um Konvergenz nicht nur
fir Folgen von Zahlen sondern auch fiir Folgen von Funktionen zu definieren. Das
wird dazu fithren, dass wir interessante Funktionen mit Hilfe von Grenziibergéngen
definieren kénnen.

3.1 GleichmaBige Konvergenz und Vertauschungssatze

Trick: 1 = 29 = lim 2° = lim lim ¥ = 0 ??
z—0 y—0x—0

Wir sehen, dass die Vertauschung von Grenzwerten Probleme bereiten kann. Solche
Vertauschungen kénnen auch ,versteckt* in Ableitungen, Integralen etc. auftauchen.
Ein Schliissel ist der Begriff der gleichméfligen Konvergenz.

Sei nun M eine Menge, (M',d’) ein metrischer Raum.

3.1 Definition. Seien f, : M — M', ne N, f: M — M’. Dann gilt:
fn — f punktweise : & VeeM: fo(z)— f(z)in (M',d)
& VreMVe>0 3dnoeNVn>ng:d(fu(z),
fn — f gleichmiilig: < Ve>0 In,eNVn>noVze M:d(f.(x),

(hier héngt ng nicht von x ab!!)

3.2 Beispiel. (1) M = (0,1), fn(z) := z™. Dann: f,, — 0 punktweise aber nicht
gleichméBig.

(2) M =(0,2), fu(z) =2 Dannist f, — 0 gleichmBig.
Bemerkung. Es gilt
fn — f gleichmiilig < sup d'(fn(x), f(x)) — 0 fiir n — oo.
reM
Fir M'=R,C < sup |fu(z) — f(z)| — 0 fiir n — occ.
zeEM
Nun der erste Vertauschungssatz, fiir reelle Funktionen.

3.3 Satz. Seia>b, f,:[a,b] = R, f:[a,b] = R Riemann-integrierbar. Dann gilt

b b
fn — f gleichmdfig = /fn(x) dr — /f(ar) dz.
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Beweis. einfach. O

Mit anderen Worten: ,,Unter geeigneten Voraussetzungen® gilt

b b
/( lim f,(x))dz = lim [ f,(x)dz
0
Dass man nicht ohne Voraussetzungfrf, (mjudk bl yetbamsthien) daff, zeigt das néchste
Beispiel: 1AISO' e

. . . 0 1
3.4 Belsplel. Seia = O7 b=1: j‘( lim fn(.f))dﬂf =0 75 1= lim ffn(l‘)dx
n 1 n—oo n—oo |

Graph £,

i 7 1

Nun ein leicht zu beweisender aber fundamentaler Satz.

3.5 Satz. Seien (M,d),(M’,d") metrische Riume; seien f, : M — M’ stetig fiir
neN, f:M— M. Dann:

fn — [ gleichmdfig = f stetig.

Beweis. Seie >0, x € M. Wiahle ng € N mit

sup d'(fn(y), f(y)) <

yeM 3

" (n=no) (%)

Nach Voraussetzung ist f,, stetig; also existiert 6 > 0 mit

Vye M, d(x,y) <6:  d(fn(2), fno(y)) <

Fiir d(z,y) < ¢ folgt:

(%)

Wl M

d(f(x), f(y) < d(f@), fno (@) + d(frg (2), fro (W) + ' (fus (W), £ (1))
W e e €
= 37373

Zuriick nach R :

3.6 Satz. Sei I C R ein Intervall, f, : I — R stetig differenzierbar fir alle n € N.
Seien f,g : I — R mit f,, — [ punktweise und f] — g gleichmiflig = f ist stetig
differenzierbar und f' = g.

,Unter geeigneten Voraussetzungen® ist hier:

!
lim f = <lim fn)
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Beweis. Es gilt fir xzq € I:
fule) = fuleo) = [ fit)ar

| pktw. konv. i} | Satz B3

T

f@) —  flao) = / o(t) dt

Zo

EE2 f ist Stammfunktion von g; g ist als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen
stetig O
3.7 Definition. Sei M # 0, B(M) :={f : M — C: f(M) beschréinkt}. Definiere, fiir
feB(M),
[fllar = I flloo.ns = sup [f(z)] < o0.
xeM

Bemerkung. B(M) ist ein (co-dimensionaler) Vektorraum und || - | ist eine Norm
auf B(M), d.h.

(1) [[0llar = 0 und || fl|ar > 0 fiir f € B(M)\{0}.
@) [If +9gllae < W fllax + llgllar,  (fg € B(M))
(3) [IAfllar = (Al Iflln,  (f € B(M), A €C)
Beweis. Ubung. O

3.8 Satz (Konvergenzkriterium von Weierstra}). Se: M # 0, f, € B(M) fiir

ne€Nund Y || fallar < 0o. Dannist > fn(z) fir alle x € M absolut konvergent und
n>0 n>0

fiir F(x) := ij:o fn(x) gilt

Z fr — F gleichmajig fiir n — oo.
k=0

Bemerkung. Durch doo(f,g) := ||f — gllas wird eine Metrik auf B(M) definiert.
3.9 Beispiel. M = (4,a), a >0, fu(z) = Z;

n!

n an
= [l fullar = sup *, =—
|z|<a n
Satz (3.8 liefert: Vo € (—a,a) konvergiert Z “+ = €” und die Polynome Z N
n=0

exp(x) gleichméfBig fiir € (—a,a). Durch Ableiten der linken Seite und Satz

exp’ =exp.
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Beweis. [von Satz Haben absolute Konvergenz fiir € M nach dem Majoranten-
kriterium: | f, ()| < || fullp- Fir x € M gilt

SR -F@| = | S @< S 1)
k=0 k=n+1 k=n-+1
< Z I /& (z)||ar — O fiir n — oo.
k=n-+1

3.2 Potenzreihen

Mit HIlfe von Potenzreihen werden wichtige Funktionen beschrieben. Als Beispiele
haben wir schon die Exponentialfunktion kennengelernt. Praktischerweise arbeitet man
in C.

3.10 Definition. Eine Reihe der Form
o0
Z an(z — 29)", z€ C
n=0

heifit Potenzreihe; dabei ist zp € C der Entwicklungspunkt, (a,) die Folge der
Koeffizienten, a, € C und z € C eine Variable.

Frage: Fiir welche z € C konvergiert die Reihe

Z an(z — 20)" =: f(2),

n=0

und welche Eigenschaften besitzt f 7
Idee: f ist ein Polynom vom Grad occ.

3.11 Satz. Sei Y an(z — 20)" eine Potenzreihe.
n>0

(1) Sei R:=> {|]z— 20| : > an(z — z0)"konvergent} C [0,00], der Konvergenra-
n>0
dius der Potenzreihe. Dann gilt:

a) Fir |z — zo| > R divergiert Y an(z — z0)™.
n>0

b) Fiir |z — zo| < R konvergiert Y an(z — z0)".
n>0

(2) Seien fn : Ur(z0) — C, f:U,(20) — C definiert durch

fu(z) = Zak(z —20)%, f(2) = Z%(Z —z)k.
k=0
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Dann ist f, — f punktweise und fiir bl »w¥X R=gil{z : |z — 20| < R}
B, }U—* sz — <
fn — [ gleichmdfig a(iZQ +(20) {ZZBL%ZO)'.ZO‘ sr}

Beweis. (1) Ist R = 0, so konvergiert > a,(z — 29)™ nur fiir z = zp; damit sind (a),
(b) erfullt und die Aussage von (b) auch klar.

Also sei ohne Einschrinkung R > 0: Sei > R. Nach Definition von R gibt es z; € C
mit r < |z1] (< R) so, dass Y an(z1 — 20)™ konvergiert. Wir zeigen nun die absolut

n>0
gleichméBige Konvergenz der Reihe auf B, (zp).
Setze
s = suplan| -]z — 20|" <
n
gn(2) = an(z—2)" fiir 2 € By(20) == M
Dann ist
g ()| = lan|- |z — 2|
Z— 20 " r "
= |an| |21 — 20|™ - :...<s-<)
21— %0 |21 — 20
Es ist ,
T =¢<1lund|gnlly <s-q"
|21 = 20l

eom. R.
T Y llgallar < o0

n>0
n

Satim gleichméBige Konvergenz von f,(z) = Z 9:(2) — f(2).

k=0

Da r < R beliebig, folgt die Konvergenz auf Ug(zp). Bleibt (b) von (1) zu zeigen.
Keine Konvergenz fiir |z — 29| > R ist klar, sonst Widerspruch zu Supremum. O

Bemerkung. Im Beweis von Satz [3.11}

R =sup{|z — 20| : (an(z — 20)™ )nen ist beschrinkt}

3

3.12 Beispiel. (1) > 5 -2", (2) X 1.2" (3) X n-2",
n=1

@ alen () Ho (65 a2

n=0 n=0 n=0
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3.13 Satz. Sei Y. an(z — z0)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann hat
n>0
auch die formal differgente Potenzreihe

o0
Z n-an(z—2)" "
n=1

den Konvergenzradius R.

Beweis. Sei R’ der Konvergenzradius der formal differgenten Potenzreihe = R’ < R,
denn (n - a,(z — 20)" 1), beschréinkt = (a,(z — 20)™)n beschriinkt.
Sei andererseits 0 < r < R; dann existiert ' > 7 mit

M = supla,| ()" < cc.
ra\”
>t Dlana| -7 < fanpa]- 0 1) (5)

Hlansal -0 4 1) (5)]

/8 —0

IN

=

<

T

=R >r
O

3.14 Korollar. Seien (ay), xo reell, > an(z — x0)™ =: f(z) habe Konvergenzradius
n>0

R > 0. Fir die Einschrinkung g := f|(zo—Rzo+r) gilt:

g€ Cvoo(:]co7R,:Jco+R)7 g/(x) _ Zn . an(x _ xo)”fl und

n=1
g (z0) = n!- ap.
Beweis. Es geniigt zu zeigen g € C! und ¢/(z) = .... Der Rest gilt durch Induktion.

Setzen wieder

n

fn(z) = Zak(z - xo)ka gn ‘= fn‘(mg—R,mg+R) —R.
k=0

Seir <R

EIn gn — ¢ gleichmifig auf (xg — r,xo +7)

oo

EET gn(z) = Z E-ap(x —xo)"! gleichmasig Z k- ap(z —xzo)k !
k=1

k=0

=:h(x)
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Also: g, gl—n; g auf (xog —r,zo+7)
an g?ﬁ h auf (xg —r, o + 1)

Egq g differenzierbar und g’ = h.

Beweisende, da r < R beliebig. O

3.15 Definition. Sei U C C offen, f : U — C heifit analytisch, wenn es zu jedem

zo € U eine Koeffizientenfolge (a,,) gibt, so dass > a,(z — z9)™ den Konvergenzradius
n

R > 0 besitzt und
f(z) = Zan(z — zp)" fiir |z — 20| < R.

n>0

Ist V C Roffen und f: V — R, so heifit f reell analytisch.

Bemerkung. Haben gezeigt: f reell analytisch = f € C*.
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4 Funktionen mehrerer Veranderlicher

4.1 Stetige Funktionen von R™ nach R”
Wir beginnen mit einigen Beispielen

4.1 Beispiel. (1) Die Bewegung eines Massenpunkts im Raum wird gegeben durch
eine Abbildung
r:R-R3 ¢t a(t)
~  ~~

Zeit  Ort

(2) Den Temperaturverlauf im Raum kann man beschreiben durch

T:R® =R, z+ T(x) (Temperatur bei x)

(3) Will man bei (2) eine zeitliche Veréinderung beriicksichtigen, so betrachtet man
T:RxR*—=R, (t,z) — T(tz)
~——
Zeit Ort

(4) Ein Kraftfeld im Raum ist gegeben durch
F:R* - R3 2 F(z)
Zeitlich verédnderlich:
F:RxR®—=R3 (t,z)— F(t,z).

In vielen Fillen sind Funktionen auf A C R™ gegeben. Mit der euklidischen Metrik
sind Begriffe wie Stetigkeit, Konvergenz,... definiert.

Der folgende Satz ist leicht zu zeigen, verwendet man Lemma 3.6 77?7 aus Analysis 1
und Satz 3.10 777 aus Analysis L.

4.2 Satz. Sei ACR™, f: A— R"” und fi(x), i = 1,....,n, definiert durch f(x) =
(f1(x), ..., fn(x)). Sei xg € A. Dann gilt:

[ stetig [in zg) <= Vi=1,..,n: f; stetig [in z¢]

Damit ist die Stetigkeit vektorwertiger Funktionen auf die Stetigkeit reellwertiger
Funktionen zuriickgefiihrt.

Analog kann man auf f : A — R™ Funktionen mit reellem Argument ,basteln®, die
partiellen Funktionen.
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Sei e; = (0,...,0,1,0,...,0) (die 1 an der i-ten Stelle) der i-te Einheitsvektor, i =
1,.,m, im R™. Ist f: A — R™ gegeben, = € A, so setze

fie  {teR te;+x € A} = R, fi.(t) = f(t-ei + ),

die i-te partielle Funktion.
Allgemeiner, fiir e € R™, |le]| =1:

few:{teR:t-e+x€ A} >R, fo.(t) = f(t-e+2)

Konvention: (¢t — f(x+t-e)) wird geschrieben als f(z+-e). Dabei steht ,,- “ anstelle
der Variablen.

4.3 Definition. Sind alle f; ;,7 = 1,...,m [bei 0] stetig, so heifit f [bei x¢] partiell
stetig.
Sind alle f. ., |le]] =1, [bei 0] stetig, so heifit f [bei ] richtungsstetig.

4.4 Satz. Sei f: A—R" xg€ ACR™.
—
[ stetig [in zg) #= [ richtungsstetig [in xo]
s
4= [ partiell stetig [in xo]

Zum ersten ¢= folgendes Beispiel:
4.5 Beispiel (Richtungsstetig aber nicht stetig). Sei f: R? — R,

1, falls 2y <0 oder x5 > o7
2 1
flz) = -2, falls 0 <y < gaf
2_
1-— 25”173”2 , falls 223 < o < 21

Diese Funktion ist richtungsstetig in R?, unstetig in (0,0).

Xz

Fetickweise linear auf x 7~ const.

X3
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f ist richtungsstetig in 0, denn fiir jedes e € R™, |le|| = 1 gibt es € > 0 mit f(te) =1
fiir |¢] < e.

f ist nichtstetig bei 0, denn zj = (%, ﬁ) — 0 und f(zx) =0+ 1= f(0).

4.6 Definition. Die Punkte z € A werden auch Beriihrpunkte von A genannt.
Sei ACR™, f: A—R" zg € A. Dann heifit y € R™ Grenzwert von f bei x, falls

Ve>0 3F6>0Vaxed: |z—x<d=|f(z)—y|l<e.
Wir schreiben in diesem Fall

y= lim f(z)bzw.y= lim f(x).

T—x0 r—x0,tEA
Anhand der Definitionen macht man sich leicht folgende Aquivalenz klar:

lim f(z) =y <= {V(xx) €A, xx =20 = f(z1) —y

T—xT(
f:AU{z} — R",
= | flx), fallsze A\{zo}
— ) = { y, fallsz =z
ist stetig bei xg

Merke: Selbst wenn f bei xg definiert ist, muss der Grenzwert von f bei xg nicht
existieren; namlich, wenn f bei x( nicht stetig ist.

4.7 Beispiel. (1) f:R™\{0} — R™, f(z):= 1% hat bei 0 keinen Grenzwert.

Edl

(2) Fiir f:R™\{0} — R, f(x):=exp (—ﬁ) gilt ili% f(z)=0.

Wir erinnern daran, dass stetige Funktionen auf kompakten Teilmengen des R™ gleich-
miéBig stetig sind.

Eine wichtige Klasse stetiger Funktionen sind die linearen Funktionen £(R™,R").
Es ist L € L(R™,R"), falls L(z + y) = L(z) + L(y), (z,y € R™) und L(\z) =
AL(z), (A e R,z € R™)

Zu L € L(R™,R™) gibt es bekanntlich eine Matrix

(Lig) =1, ™it Lij = (Lejles).

g eeey

j=1..m
Aquivalent dazu ist

L11 le €T m
i=1 i=1,...,n

Lnl vee an Tm

Man sieht leicht
|Lx| = {m\/ﬁ'ngajt_XILijl} |-

=:C
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Insbesondere ist
|Lz — Ly| < c- [z —yl,

L ist als Lipschitz-stetig.

4.8 Lemma. Sei L € L(R™ R™). Dann existiert

IL]| = max{|Lx|:zeR™, |z| <1}
= inf{c: |Lz| <c-|z|, (x € R™)},

und || -] : LR™,R™) — [0,00) definiert eine Norm auf L(R™,R™); Operatornorm,
Matrix-Norm.
4.2 Differentiation von Funktionen von R™ nach R"
Wir wissen:
1 —dim f ist differenzierbar <= f(z) = f(z0) + ¢ (x — zo) + ¢(z)
mit

o(z)

r — X

Sei U C R™ offen, zg € U, f: U — R™. Dann heifit f in ¢ (total) differenzierbar,
wenn es eine lieneare Abbildung L : R™ — R™ und ¢ = ¢, : U — R" gibt mit

— 0 fir z — z¢p (linear approximierbar)

f(@) = f(zo) + L~ (x — x0) + ¢(2) (*)
und

&HOfﬁrx—wco (%)

|z — x0]

Weil ¢, () = f(z) — f(xg) — L - (x — o) durch (x) festgelegt ist, ist die dquivalent zu

Es gibt L € L(R™,R™) mit
{ \g;_ilgm{f(x)_f(xo)—L'(ﬂﬁ—l‘o)}—>0fﬁrx—>xo

Die Abbildung L wird Ableitung von f in zy genannt. Sie ist eindeutig, wie der
folgende Satz zeigt. Wir schreiben

Df(xo) = df(xo) = f/(fﬂo) = L.

4.9 Satz. Sei f in zg differenzierbar und L entsprechend. Dann ist L eindeutig be-
stimmd.

Beweis. Seien Ly, Lo, 1, @2 wie in der Definition von differenzierbar gefordert, d.h.

f(x) = f(xo) + Li(x — w0) + 0i(x).
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mit
pi(z)
‘.’E + QIJ()|

Dann folgt fir M := Ly — L; € L(R™,R") :

— 0 fiir x — xg.

Mz . Mz —x0)
im— = lm ———
z—0 |SE‘ T—To |I’ — Io‘
_ hm LQ(Z‘ — 1'0) — Ll(x — Io)
T—mo |z — o]
o A o)
T—To |I — J)ol
Fiir € R™\{0} folgt
MG )
Mz = |z —= — 0 fiir n — oo.
H
= M=0
= Li1=1s

O

Sei U C R™ offen, f heifit differenzierbar, wenn f fiir alle zy in zo differenzierbar
ist.

4.10 Satz. Sei U C R™ offen. Dann gilt:
f differenzierbar [in xg] = [ stetig [in xo).
Beweis. Sei f in x( differenzierbar.

= f(z) — f(xzg) =L -(x —x0) + p(x) = 0 fiir x — x

O

Fiir konkrete Berechnungen: ,;in Koordinaten rechnen‘:
Sei

fi(z)

flx) = € R", f in ¢ differenzierbar.
Dfan) = () 1,
i=1..m

Dann gilt
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Davon die i-te Zeile:

filx) = fiwo) = Y _(lij)(wj — w0 5) + p()i-

Jj=1

Fiir x = zg + he; gilt:

fi(zo + hej) = fi(zo) = Z likh - Okj + p(he;)i
k=1

= lij-h+e(pe))i
lim fi(xo — hej) — fi(xo)

h—0 h

. Ofi
' 637]‘

= lij =: (%fz(xo) = (on)

Dabei ist die partielle Ableitung 0;f; die Ableitung der entsprechenden partiellen
Funktion. wir haben gezeigt:

4.11 Satz. Sei U C R™ offen, f: U — R™ differenzierbar in xo. Dann ezistieren die
partiellen Ableitungen

ajfz(x0)7 .7: ]-7"7m

fir alle f;, i =1,..,n in xo, und es gilt:

Df(xo) = (gj: (x )) i—1 Jacobi-Matriz, Funktionalmatriz.
J .

4.12 Definition. Eine Funktion f: U — R heifit [in zy] partiell differenzierbar,
wenn alle partiellen Ableitungen [in z] exisitieren und stetig partiell differenzier-
bar, wenn zusétzlich alle 9; f; : U — R stetig sind.

Nach Satz gilt
f differenzierbar [in x¢] = f partiell differenzierbar|in z].
g&
Dazu

4.13 Beispiel. (1) Sei f:R? — R,

—2r2 . fiir o = (21,2 0
flz) =3 Veited (o1,22) #
0 firzx =0

Offenbar ist f in R?\{0} stetig partiell differenzierbar (damit auch total diffe-
renzierbar). Fir xo = 0 = (0,0) :  f(te1) = f(te2) = 0 (t € R) = f partiell
differenzierbar in 0 mit 91 f(0) = 92 f(0) = 0. Wére f differenzierbar in 0, so
miifite Df(0) = (0 0) sein. Daraus wiirde folgen

Lty = 2 4(0) — £(0)— DF(0) ) Z00,
] ol Kyl
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im Widerspruch zu z,, = (%, %) , Ty — 0

1 flz,) 1
f(xn)_\/in also o] —5740.

(2) Sei n: R® = R, n(x) = |z| = /22 + 22 + 23. n ist partiell differenzierbar fiir
x #0:

Dn(z) = |:’%| fiir z # 0.

n ist in 0 nicht differenzierbar!

4.14 Satz. Sei U C R™ offen, f : U — R" stetig partiell differenzierbar. Dann ist f
total differenzierbar.

Beweis. Sei xg € U, L := (0; fi(x0)) . Wollen zeigen: L = D f(xo).

1=1,..,n
j=1..m
Dazu:
1
Ve>03>0:z€U, |z —mxo| <= W|{f($)—f(9€0)—lz($—wo)}| <e.
— Tg

Sei e > 0. Wihle 6 > 0 so, dass fiir alle 4, j :
€
@fl(x) — 6jfi(x0>| S m, falls |$ — .T()| S 0.

(Moglich, weil alle 9 f; setig sind!)

Sei |z — zg| < § so klein, dass Bs(zg) C U.

Setze x — zo =: Y, zj := (Y1, .-, ¥;,0,...,0), 5 =1,...,m; 2z := 0.
Fir ¢ =1, ...,n folgt

m

fil@) = filwo) = D filwo + 2;) = fulwo + 2j-1)

j=1

Rotzx
,vj
x

X2

Nach dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz existieren &; ; € (0,y;) mit

fleo+25) — flwo+2j—1) = flwo+zj—1+y;-€e)— flro+2zj-1+0-¢)

MWS
= yj - 05 fixo + zj—1 + & j - €5)

Daraus folgt

|fi(wo — 2j) = filwo — zj—1) —y; - 9 fi(zo)l <yl
|0; fi(zo + zj—1 + &i, jej) — 0 fi(wo)]
< |z —x0| - emy/n
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Damit

|f(z) = f(zo) — L(x — 550)\2

M-

o
Il
s

NE

Il
-

1

.
Il

K2

;

1
|I’*SCO|

NE

I
—

- ma/n

?

Wir betrachten zwei wichtige Spezialfille:

fi(@)
m=1: f:R—>R", f(z)= hat eine Ableitung der Form
fn(@)
fi(x)
ra= ),
fo(®)

natiirlich falls f differenzierbar in x.
m = 1: Eine Funktion von m Variablen. Ist f differenzierbar, so ist

Df(x) = (91f(x), ... Om f(x))

und
m

Df(z)-y=Y_0;j()y; = (D" (x)ly);
j=1
der Spaltenvektor:

T _ o f(x) . _
Df(a) . v f(x) = gradf(2),
Om f(x)

heifit Gradient von f an der Stelle z.

Der Gradient hat eine wichtige geometrische Bedeutung: er zeigt in die Richtung, in

der f am schnellsten wéchst.

Jix)

|fi(@) = filwo) — Zajfxxo) -y;)?
(fi(wo + 25) — fi(wo + zj—1) — 0 fi(wo) - y5)

2
€
|z — o] > = 2|z — xo|?

|f(x) = flzo) = L-(x—z0)|* < e

2
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4.15 Satz. Sei U C R™ offen, xg € U, f: U — R differenzierbar in xq.

(1) Ist ||e|]| = 1, so ist die Richtungsableitung von f in Richtung e gegeben durch
e f(wo) = (grad f(zo)le).

(2) Ist~7f(xo) # 0, so zeigt 7 f (xg) in die Richtung e in der f am schnellsten wdchst
(mit dem gréiften O.f(xo)) und

|gradf(zo)| = Oc f (x0).

Beweis. Die Richtungsableitung ist gegeben durch

Def(r0) = “L(f(ro) +te))

dt =0
— iy L @0 —he) — f(zo)
h—0 h

Wir nutzen aus, dass f differenzierbar ist und schreiben

= Jim (o) + (gradf (zo) he) + p(xo + he) — (o)}

p(zo + he)
0
=0

(grad f(zo)le) + Jim

Damit ist (1) gezeigt.
Ist grad f(zo) # 0, so gilt
————

€o

e f (o) = (grad f(zo)le) < lgrad f(zo)| - le|
=

und fiir e = 22+ (in Richtung von grad f(zo)):

lleoll

O f(x0) = <60

€0> = |eO| = |grad f(x0)|7

lleo
was die restlichen Behauptungen von (2) zeigt. O

4.16 Beispiel. (1) Fiir n(z) := |z| ist grad n = % fiir  # 0.

||

(2) Fiir g(z) = |z|? ist grad g(x) = 2z.
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Wir notieren die

Produktregel fiir Gradienten: U C R™ offen, f,g : U — R differenzierbar in
x.
— grad (fg)(z) = f(z) vg(z) +g(x) Vf(z).
A e R
€R  €Rm™ €R  €Rm™
Folgt aus der Produktregel fiir reelle Funktionen. wir betrachten nun eine weitere
spezielle Klasse von Funktionen: Vektorfelder.

4.17 Definition. Sei f : U — R™, U C R™ offen. Ist f differenzierbar, so definiert
man die Divergenz von f durch

div f(z Za filz) €R.

Mit dem ,formalen Vektor*

2}
V= Nabla
Om
konnen wir zur Abkiirzung schreiben
grad g(¥) = vg(x) (9:R" —R)
div f(@) = (V@) (f: K" —>R™)

m
= > 9;fi)
j=1
Ist U C R™ offen, f: U — R, g: U — R™ beide differenzierbar, so ist
div (fg)(x) = Y 9;(f9);(x)

j=1

= Z (f-95)(
j=

= (Vflg)+f div g
4.18 Beispiel. (1) Fiir f:R™ - R™, f(z) =z ist div f(x) =m

(2) Fir f:R™\{0} = R™, f(z) = T ist
div f(z) = div <|x1| x)
= (grad 1‘1’) + = -div z
|| |z
1 m m-—1
= (@) =
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Weiss nicht, ob hier etwas fehlt.

4.19 Lemma. Seien ¢, € T|a,b], A € R.

b

b b
(i) [l +)(@)de = [ o(x)de+ [(x)da

b b
(ii) [(Ae)(@)de =X [p(z)dx

a

b
(Insbesondere ist ¢ — [ (z)dx linear!)
b
(iii) ¢ > 0= [(z)dz >0

b
[ o(x) dx

a

b
(iv) < [ lo(@)ldz

Beweis. (i) Sei a = xg < 1 < ... < x, = b eine gemeinsame Unterteilung von ¢ und

. In (x;-1, ;) habe ¢ den Wert ¢;, ¥ den Wert d;.

i=1

b n
/(80 +)(@)de =Y (ci+di)(w; — i) docilws —wim) + Y dilwi — i)

b

= /bgo(z) der/w(:z:) dz

a

b b
Bemerkung. (ii) impliziert Monotonie: ¢ < = [¢(z)dx < [ (z)dz.
a a

O0<p—p 0 [(W=p)a)dr = [v—[¢)
Sei f: [a,b] — R beschrénkt. Fiir ¢, € T(a,b] mit ¢ < f < ¢ gilt [¢ < [,

a

{/bcp(x) dr| ¢ € Tla,b],¢ < f},,g“{/w(x)dx| b eTlab], f < w}

Insbesondere existiert das Unterintegral

/f:am{jfuﬁMweﬂm%¢Sf}
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und das Oberintegral

b

/f — inf /f(x)dwl betlabl,f <y

a

Es ist i < Tf

1 x rational
0 x irrational
= nicht Riemannintegrierbar.

4.20 Beispiel. f(x):{ isz;éTf:b—a

hier fehlt vlt. noch was?

4.3 Differentiationsregeln und Mittelwertsatze

Wir starten mit Rechenregeln, die wir in dhnlicher Form aus der eindimensionalen
Theorie kennen. Da wir es nun mit Matrizen zu tun haben, miissen wir mit der Rei-
henfolge aufpassen!

4.21 Satz. Sei U C R™ offen, x¢g € U, sind f,g : U — R"™ differenzierbar in x¢, a,b €
R, so gilt af + bg ist in xg differenzierbar,

D(af +bg)(xo) = a- D f(xo) +b- Dg(xo)
Beweis. langweilig und einfach. O

Als néchstes erwidhnen wir die Produktregel. Hier ist ein Analogon zum 1-
dimensionalen Fall nicht ohne weiteres zu formulieren. Fiir f(z),g(z) € R™ macht
f(x) - g(x) keinen Sinn!

4.22 Satz. Sei U C R™ offen, zo € U, f:U — R, g: U — R" differenzierbar in xq.
Dann ist f-g:U — R™ differenzierbar in xo und es gilt

D(fg)(wo)y = f(x0) - Dg(xo) - y +(Df(20)y)g(x0).
cR € Rn eR

Fir die partiellen Ableitungen ergibt sich also

9;(f9)(xo) = f(20)9;9(w0) + 0;f(w0)g(x0)

Beweis. Nach Voraussetzung ist

f(x) = f(xo) + Df(zo) - (v —20) + ¢s()
g(x) = g(xo) + Dg(wo) - (x — x0) + pg(x)



4.3. DIFFERENTIATIONSREGELN UND MITTELWERTSATZE 45

mit
790]0(%) — 0 und 7('09(36) — 0 fiir x — 2
|z — 20 |z — 20 '
f(@)g(x) = f(zo)g(wo) + f(z0)Dg(xo)(x — 20) + f(20)pg(x) + D f(w0)g(x0)(z — 20)
+D f(wo)(x — w0)g(x — w0) + Df(w0)py(w) + 0y(20)9(2)
= (fg)(wo) + f(x0)Dg(zo)(x — x0) + D f(x0)(x — 20)g(20) + P(T)
mit

p(x) := f(x0)pg(x) + Df (o) (x — x0) Dg(xo)(x — o) + Df(20)pg(x) + ¢ (2)9()

Es ist

1

———{Df(xo)(z — x0) - Dg(x0)(z — x0)}

|z — o]

— o a0l { Do) E= 2 Dyfan) =} 0 fur o

|z — o] |z — o]
beschrankt durch ||Df(z)||-||Dg(z0)]]
Und damit
() — 0 fiir x — xg.
|z — x0]

O

4.23 Satz (Kettenregel). Sei U C R™ offen, f : U — R" differenzierbar in
xo; V CR™ offen, f(U) CV, g:V — RP differenzierbar in f(xo). Dann ist h =go f
differenzierbar in xg, und es gilt:

Dh(zo) = Dg(f(x0)) - Df(x0) : R™ — R?
R? «— R"™ «— R™
Achtung: Reihenfolge ist beim Produkt der Matrizen sehr wichtig.
Beweis. Es ist
hz) = g(f(@)) = g(f(wo) + Df(wo)( — x0) + ()

=y

= g(f(z0)) + Dg(f(x0)) - y + ¥g4(y)
= h(zo) + Dg(f(20))(Df(z0)(x — z0) + s () + ¢4(y))
= h(zo) + Dg(f(x0)) - Df(20) -(x — o) + ()

€L(R™ RP)

mit
@(x) = Dg(f(z0))ps(x) +0g(Df(x0)(x — 20) + s (2)).
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Wir miissen zeigen, dass
o(z)

— 0 fiir x — zg.
|z — o]

Fiir den ersten Summanden folgt:

L Do(f(eo))es (@) = Dg(F(xo)) - 210 Dy(f(an)) = 0

|z — o] |z — o]
—0
Fiir den zweiten Summanden gilt
o (Df (o) (@ — 0) + 95(2) = —— e, (f(2))
\x—xo|@g x0)(z — xo) + @p(x)) = |x_x0|<pg T
{ 0 falls f(z) = f(xo)
= g (f(2)) |f(z)—f(z0)]
F@— o To—mol  somst
Fiir x — x folgt f(z) — f(xo), also
oll@)
0 firz — x *
7(e) — Fwo) 0 %)
Andererseits ist
|f(z) = f(z0)] 1
= D —_—
r— = D)o = a0) + (@)}
- |z — o] |x — x|
———
<[|D f(zo)ll —0

= Lfﬁm)' beschrinkt. Wegen (%) folgt

|z—x

1

m@g(f(x)) — 0 fiir x — o,

also ist ¢ wie gewiinscht und h differenzierbar. O

4.24 Korollar. Aus dem obigen Satz folgt fiir die partiellen Ableitungen
9jhi(x) = Zﬁkgi(f(iﬂ)) - 0j fr(x)
k=1

Wir kommen nun zum zweiten Thema, das in der Kapiteliiberschrift angekiindigt war:
Mittelwertsétze.
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4.25 Satz ((Mittelwertsatz)). Sei U C R™ offen, f : U — R differenzierbar,
z,yeU und{z+t-(y—=x):0<t <1} CU. Dann existiert v € (0,1) mit

fly) = f@) = Df(x+vly—2)(y -z
= (Vf+vly—a)ly - =)

(x +v(y — x) liegt auf der Strecke zwischen x und y.)

Beweis. Betrachte g : [0,1] — R™, g(t) :=ax+¢-(y—x) und h: [0,1] = R, h :=
f o g = h stetig auf [0, 1], differenzierbar auf (0,1) mit

1-dim MWS
=

h'(t) = Df(g(t))Dg(t) = (Vf(g(t)ly — x) Behauptung.

O

4.26 Korollar. (1) Sei U C R™ offen, f: U — R" differenzierbar und |0, f;(x)|
Mz eUl<j<ml<j<n) Dann gilt fir alle xz,y € U mit Ty
{r+tly—z): 0<t<1}CU.

|fy) = flx)] <m-vnm - |y — .

I IA

(2) Sei U C R™ offen und zusammenhdingend; sei [ : U — R™ differenzierbar und
Df(z) =0 fir alle x € U. Dann ist f konstant auf U:

(3) Unter den Voraussetzungen von (1) gibt es & € Tg mit | f(y) — f(x)| < || Df(E)]|-
ly — .

Beweis. lassen wir weg; folgt einfach aus Satz [4.25] O

4.4 Hoéhere Ableitungen und der Satz von Taylor

Sei U C R™ offen; f : U — R" heiflit zweimal stetig differenzierbar, wenn
f stetig differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen 0;f; : U — R ebenfalls
stetig differenzierbar sind. Entsprechend definiert man induktiv, dass f p-mal stetig
differenzierbar ist, wenn alle p-ten partiellen Ableitungen

ajl"'ajpfi, jla'uyjp c {1,...,m}

existieren und stetig sind. Dabei kommt es zwar zunichst auf die Reihenfolge der
Ableitungen an, nicht aber wenn Stetigkeit im Spiel ist.

4.27 Satz. Sei U C R™ offen und f : U — R™ zweimal stetig differenzierbar. Dann
gilt
0:0;fr = 0;0: fy, fird,j=1,...mik=1,...n.
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Beweis. Betrachten n = 1, d.h. lassen k weg. Durch ,,Umordnen“ der Koordinaten U C
R? offen, 0 € U, f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Zu zeigen ist 9209 f(0) =
0102£(0). Da U offen, existiert 7 > 0 mit U,.(0) C U. Die folgenden Uberlegungen sind
fiir r2 > 52 + 2 durchfiihrbar; fiir diese gilt

F(s,t) = £(5,0) = £(0,8) + £(0,0) = (f(s,t) — f(s5,0)) — (f(0,t) — £(0,0))
mit g(z) := f(z,t) — f(z,0)
= 9(s) = 9(0)
MES g(s1)(s — 0) mit 51 € (0,5).
(01f(s1,t) — 01f(51,0)) - s
(h(t) = h(0)) - s

h'(t1)-t-s
= 8281f(sl,t1) -t-s.

Def. von g¢,01 f
h(a:)::@_lf(sl,m)

MW S,t1€(0,t)

Véllig analog
f(s,8)=f(s,0)=f(0,8)+f(0,0) = (f(s,1)=f(0,2))=(f(s,0)=f(0,0)) = s:t-0102 f (52, 2)
mit so € (0,5), t € (0,t). Fiir s # 0, t # 0 folgt
0201 f (51, 11) = D102 f (52, 12).
Fiir s,¢ — 0 folgt 1(s), 52(5), 11 (t), t2(t) — 0 und damit
0,01 £(0,0) = 8,92£(0,0).
=

4.28 Korollar. Sei U C R™ offen und f : U — R™ p-mal stetig differenzierbar. Dann
kénnen in

05,05, f
die partiellen Ableitungen beliebig vertauscht werden.
Beweis. Induktion mit Satz [4.27] O
Fiir U C R™ offen und p € N sei
CP(U,R") ={f:U — R" : f p-mal stetig differenzierbar} ist ein Vektorraum.
Fir f € CP(U,R"), e N, ¢<p, j=1,..,m. Setze
Rf=0;..0; f, Nf=r
—

q—mal
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Fir (j1,...,Jq) € {1,...,m}? und ¢ € {1,...,m} bezeichne «; die Anzahl der k mit
Jk = ¢. Dann gilt
8j1...8jq = 8?1...83,me.

Fiir Multi-Indizes « = (o4, ..., au,) € NJ* sei im folgenden

la| = Zaj die Lénge von a,
j=1
al = H a;! die Fakultit von
Jj=1
% = e capm, fur o € R™,
0%f(x) = o -...-0nmf(x), fir f e CP(U,R"), |a| < p.

Damit kénnen wir den Taylorschen Satz in eine elegante mehrdimensionale Form brin-
gen.

4.29 Satz (von Taylor). Sei U C R™ offen, p € Ny, f € CP*Y(U,R), xg € U. Dann
gilt fir alle x € U, fiir die Tox C U liegt

Fa) = Y0 0% flao)a —70)" + Ryle),

Ry = Y 207 et e — a0)a — wo)°

lee|=p+1
fiir ein geeignetes v € (0,1).

Zur Verdeutlichung geben wir dieses Resultat fiir p = 0,1, 2 explizit an:
p=0:

f(x)

fzo) + (grad f(zo + v(z — zp))|z — x0)
f(zo) + Zajf(l’o +v(2 —20)) - (Tj — 20,5)

f(@) = f(zo) + (grad f(zo)lx — o)

1 m
+3 D 050kf (o +vl(x — z0))(w; — o) - (2 — T0)
J,k=1

= f(=o) + (grad f(wo)|x — o)
+%(Hf(x0 +v(x — 20))(T — 0)|T — 70)
mit Hf(-) = (9;0kf(")); j—1

m Hesse-Matrix.

.....
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(&) = (o) + (grad f(ao)lw — o) + (o) (& — )| — o) + Ry

Beweis. Wir fiihren die Aussage auf den 1-dimensionalen Fall zuriick. Setze y =
(yla 7ym) =T —2o, h(t) = 330+ty7 g: [_87 1—"_8} - R7 g(t) = f(-’L’O +ty) = th(t),
wobei € > 0 so klein ist, daf}

{ro+ty: —e<t<l+e}CU.

Dann: g ist stetig differenzierbar,

g (t) = Dg(t) = Df(h(t)) - Dh(t) Kettenregel
- Zaf ) 5 ha()
;i
= Zyjajf(wo+ty)

Ist p > 1, so ist auch ¢’ stetig differenzierbar, und es gilt

Jg't = Z% =2 0if (o + ty)

m

b
wie oben Zy] > 5i0,0; f (w0 + ty)

j=1 =1
2

formal S
T2 AN w0 | Flao+ty)
j=1

Durch Induktion, fir k < p+1,

k

g®(t Z y;0; | flao+ty)

Polynomischer Satz:
Fiir 2 = (21, .., 2m) € R™, k € N gilt:
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Wir kénnen hier zq, ..., z,, durch y101, ..., YmOm ersetzen und erhalten

k
%g(k)(t) = ;(Zyﬁj) f(zo +1ty)
I\ &

( > Wty ’"8”‘)&) oo +1y)

|| =k

S Lot fawo + ty)

||=k

Die Taylorsche Formel fiir ¢ liefert fiir ¢ € [0, 1]

o(t) = 32 g MO + Fy(t)

k=0
mit )
Ry(t) = o1 !tpg(p)(yt) mit 0 <v < 1.
Damit:

mit R,(z) = R,(1)=

4.5 Lokale Extrema differenzierbarer Funktionen

Sei U C R™ offen, f:U — R", zg € U.
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4.30 Definition. Man sagt, f hat in z( ein lokales Maximum (Minimum), wenn
ein 6 > 0 existiert mit

f(z) < f(xo) (f(x) > f(xg)) fiir alle x € U mit ||z — x| < 0.
f hat in z( ein strenges lokales Maximum (Minimum), wenn ein 6 > 0 existiert mit
fx) < f(zo) (f(z) < f(=mo)) fir alle x € U mit ||z — zo|| < 4.

4.31 Satz (Notwendige Bedingung fiir Extrema). Sei U C R™ offen, xg € U
und die Funktion f: U — R sei differenzierbar im Punkt xo. Hat f in x¢ ein lokales
Mazimum (lokales Minimum), so gilt D f(z¢) =0

(gmd f(ﬂ?o) = 07 a]f(xo) = 07 ] = 1a 3m)

Beweis. Mit f ist auch
g; 1 (=6,6) = R, g;(t) = f(xo + te;)
bei ¢t = 0 differenzierbar und hat dort ein lokales Extremum.

Analysis T
570 = g4(0) = 9, f(x0)

gilt fiir alle j = 1,...,m. O

Bevor wir zum hinreichenden Kriterium kommen, noch eine Begriffsbildung aus der
linearen Algebra:

4.32 Definition. Eine m xm-Matrix A heifit positiv definit (positiv semidefinit),
falls (Az|z) > 0 ((Az|z > 0)) fiir alle z € R™. A heifit negativ definit (negativ
semidefinit), falls (Az|z) <0 ((Az|z <0)) fir alle z € R™.

4.33 Satz. Sei U C R™ offen, f € C*(U,R),zq € U.

a) Notwendig: Hat f bei xqg ein lokales Mazimum (Minimum), so gilt D f(z¢) =0 und
die Hesse-Matriz H f(xo) ist negativ semidefinit (positiv semidefinit).

b) Hinreichend: Ist D f(xo) = 0 und H f(xo) negativ definit (positiv definit), so hat f
bei xo ein strenges lokales Maximum (strenges lokales Minimum,).

Beweis. a) Df(xo) = 0 nach
Angenommen H f(xg) ist nicht negativ semidefinit. Dann existiert y € R™, [ly|| = 1
mit

(H f(zo0)yly) > 0.

Da f 2-mal stetig differenzierbar ist, existiert § > 0 so, dass

(H f(xo)yly) >0 fiir alle z € U mit ||z — xo]| < 6.
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Satz von Taylor liefert, fiir ¢ € (0,0] :

flao)+0+ Y %aaf(xo + vty)tlolye

|| =2

f(zo +ty)

1 m
= flzo) + 3 Z t20;0; f (zo + viy)t'*ly;y;
4,5=1
1
= f(wo) + St*(H [ (o + vty) yly) > f(x0) Widerspruch!
2 —_——

€Us(z0)

b) Sei Df(xg) = 0 und Hf(xp) negativ definit = fiir alle y € R™, |ly|| = 1 :

(H f(z0)yly) < 0.
Die Einheitssphire {y € R™ : ||y|| = 1} ist kompakt, und y — (H f(xo)y|y) ist stetig,
nimmt also dort ihr Maximum an = Es existiert A > 0 mit

(Hf(zo)yly) < =A (llyll = 1)

Da alle 9,0, f(-) stetig sind, existiert ein ¢ > 0 mit

\&@f(a:) — 8l8Jf(a:0)| < ﬁ fiir HJJ — $0H <0

= (Hf(@)yly) = > 0:0;f(wo)yiy; + Y _(0:0;f () — 3:0; f (x0))yiy;
,J ]
< —A+m? < _TA

A
2m?
= Vl[z—zol| <6 Vy#0: (Hf(z)yly) <O0.
Mit Taylor fiir p = 1 gilt fiir ||z — zo|| < ¢:

f@) = Fo)+0+ Y 10" Flrn + vl — o)) (@ — 7o)
lal=2
f(zo) + %(Hf(xo +v(z —x0))(x — z0)|T — 20)
<0
f@) < (o). o

4.34 Beispiel. f:R? - R, f(z,y) =2* + y* — 4c®zy (mit ¢ > 0)
Gesucht sind lokale Extrema von f.
1.Schritt: Ableitungen bestimmen!

onf(z,y) =42° —4dcty;  f(z,y) = 4y° — 4’

AR f(z,y) =122% 95 f(x,y) = 12¢%
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0102 f(z,y) = 0201 f(w,y) = —4c°.
Lokales Extremum:
=0f=0f = 0
4o — 4ty 0=0:.f
4y3 — 4z = 0= Oof

= (2,y) € {(0,0),%(c, c)}
2.Schritt: Hesse-Matrix
(a) (z,y) = (0,0)

B 82£(0,0) 9102£(0,0) \ _ 0 —4c®\ 0 1
Hf(0,0) = ( 818;f(0,0) 1<9§f(0,0) > - ( — 42 0 ) - 402( 10 >

(= (00) )] G)) = ((2)](5)) s

— (Hf(O7 0)(;) | (5)) hat kein bestimmtes Vorzeichen fiir alle (z,y).

= H f(0,0) ist nicht semidefinit.
= kein lokales Extremum bei (0,0).
(b) (z,y) = +(¢,¢)

12¢2 —4c? 3 —11
A (e e) = ( —4 1262 ) :402( -1 3 )

~e((3 ) G)]G)) - aemm

= 2’4y’ + (2 —y)? > 0 fiir (2,9) #0

= Bei £(c, ¢) liegen strenge lokale Minima vor.
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