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4 KAPITEL 1. DIE NATURLICHEN ZAHLEN

1 Die natiirlichen Zahlen

in Vorbereitung



2 Die reellen Zahlen

2.1 Motivation und Geschichtliches

Nicht alle Langenverhéltnisse sind rational. Der ,, goldene Schnitt“ taucht im Pentagon
(dem Symbol der Pythagorier) auf.

—
= —
1 i

2.1.1 Beispiel.

(1) Verhiltnis der Diagonalenlinge zur Seitenlinge eines Quadrates (v/2)

S

(2) Verhiltnis der Diagonalenléinge zur Seitenlénge eines Fiinfeckes (14Y2)

Beweis. zu ([2)) (indirekt)

Angenommen [ = 14v5 wire eine rationale Zahl. Dann muss auch /5 = 2] —1 rational

2
sein: »
Ip,g €N, ggT(p,q)=1: \/5:5- (2.1)
Damit gilt
2
5=v5-v5=", (2.2)
q
d.h. 5 ist ein Teiler von p2. Da 5 eine Primzahl ist, muss sie auch ein Teiler von p selbst

sein, also:
50p° = 5|p = 52 |p? & IkeZ:p?=k-25. (2.3)

Mit Gleichung (2.2) erhélt man fiir ¢:
5-¢=p" = ¢*=k-5 e 5|

und analog zu (2.3]) folgt, dass auch ¢ durch 5 teilbar ist, also ist ggT (p,q) = 5.
Dies steht im Widerspruch zur Annahme ([2.1]). O

Motivation fiir reelle Zahlen

Erweitere Q so, dass Grenzwerte moglich sind.
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Entscheidende Strukturen
e Arithmetik (Koérperaxiome)
e Ordnungsstruktur

e Vollstandigkeit

2.2 Der Korper der reellen Zahlen

Wir beginnen mit den Rechenregeln fiir reelle Zahlen.

2.2.1 Definition. Eine Menge (K, +,-) fiir die die zwei Verkniipfungen

+ : KxK—K, (z,y) — x+y und
KxK—K, (x,y) — z-y

definiert sind, heifit Kérper, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

(1) Ve,y,z€e K: a2+ (y+z)=(x+y) +=z (Assoziativitit der Add.)
(2) Ve,ye K: z4+y=y+zx (Kommutativitit der Add.)
(3) 30eK: VeeK:z+0=z (Existenz der Null)
4 VeeK: F(—z)eK:z+(—x)=0 (Existenz des Negativen)
5) Ve,y,z€ K: z-(y-2)=(x-y) 2 (Assoziativitidt der Mult.)
(6) Ve,ye K: z-y=y-x (Kommutativitdt der Mult.)
(7) 31e K: VeeK:z+1l=x (Existenz der Eins)
@) VreK: F@H)eK:x+ (1) =1 (Existenz des Inversen)
9) Va,y,ze K: (z+y)-z=x-2+y- -2 (Distributivgesetz)

2.2.2 Axiom. (R,+,-) ist ein Korper.
2.2.3 Beispiel.
(1) (Q,+,-) ist ein Korper
(2) (Z,+,) ist kein Korper, da Axiom nicht erfillt ist.

(3) Fy = {0, 1} ist kleinster Korper mit:

+]0 1 -0 1
0ofo 1 0[0 0
1|{1 0 1]|0 1

Bemerkung. Sei (K,+,-) ein Korper. Dann gilt:
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(1) Die 0 ist eindeutig. (Sei (~)~ein weiteres Nullelement, d.h. 0+z=2xVe e K.
Insbesondere ist dann 0 =0+ 0 =0+ 0 =0, da die Addition kommutativ ist.)

(2) Fiir alle z € K ist 0z = 0, denn es gilt 0z = (0 + 0)z = Ox + Oz. Dann ist aber

0 =0z + (—0z) = 0z + 0z + (—0x) = Oz.

(3) Fiir x € K ist die n—te Potenz definiert durch

20 =1g und gl ="z

Diese rekursive Definition gilt fiir n € Ny. Zwischen 1x und 1y sowie Ox und
On, muss sorgfiltig unterschieden werden. Aufierdem gilt z"z™ = z"*™ (Beweis
durch einfache Induktion).

N
Fiir o # 1ist Y 2% = (@ — 1) (z — 1)~ L
k=0

(4) Ebenfalls rekursiv kann man auch das n-fache (n € Ny) von « € K definieren:
Ongz =0 und (n+1l)z=nx+x
In Fy = 0,1 ist 2z = 0 fiir alle z € Fs.

Wir kénnen alle arithmetischen Manipulationen wie gewohnt durchfithren. Streng ge-
nommen miisste dabei aber jeder Rechenschritt mit Hilfe der Korpereigenschaften
bewiesen werden.

2.3 Anordnung von R

Aus der Schule wissen wir, dass sich die reellen Zahlen der Griéfle nach ordnen lassen.
Es gibt also eine Relation < bzw. < zwischen Zahlen. In einem abstrakten Korper ist
eine solche Ordnungsrelation zweckméfig, da gewisse Elemente des Korpers als positiv
ausgezeichnet werden.

r<y & z—y<0 <& y—z positiv
Um zu einer sinnvollen Struktur zu kommen, geht man wie folgt vor:

2.3.1 Definition. Sei (K, +,-) ein Korper. K heiit angeordnet, wenn es eine Teil-
menge K+ C K mit folgenden Eigenschaften gibt:

01) Es existiert eine disjunkte Zerlegun,
( ] gung
K=Ktu{0}u{-z : z€ K"}
—_————
= —K*t

ausfiihrlich: 0 ¢ KT U (—=K*) und KT N(-K*) =10
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(02) Ve,ye KT = ax+yeKT
(03) Vo,yc KT = =x-ye KT
Dann heiBen die Elemente von K+ positiv und die von —K* negativ.

Damit wird eine Ordnungsrelation induziert:

r>y & r—yc KT ,, grofer
x>y & r—y € K"U{0} ,, groBergleich”
r <y =4 r—ye—-K" »kleiner*
x <y & r—ye€ (—KT)u{0} ,kleinergleich®

Wenn (K, +, ) angeordent ist, so muss nach (03) 1€ K+ sein, denn 1-1 = 1.
2.3.2 Axiom. (R,+,") ist ein angeordneter Korper.

2.3.3 Proposition. Sei K ein angeordneter Korper. Dann ist
J:Ng—= K, n—n-lg
eine injektive Abbildung (Beweis durch vollstindige Induktion). Durch

1:Q— K, gH(p-lK)(q-lK)_l

ist ein injektiver Homomorphismus von Korpern definiert.

Um die reellen Zahlen zu charakterisieren, benttigen wir eine weiteres Axiom, denn
auch Q ist ein angeordneter Kérper. Um die fiir die Analysis wesentliche Vollstédndigkeit
von R zu definieren, fithren wir folgende Sprechweisen ein:

2.3.4 Definition. Sei (K, +,-,<) ein angeordneter Kérper. Sei M C K und « € K.
Dann heifit kK € K

obere K>m

Schranke von M, falls Vm € M : - .
untere K< m

Existiert eine obere/untere Schranke von M, so heifit M nach oben/unten be-
schrinkt.

M heifit beschrinkt, wenn es nach oben und nach unten beschriankt ist.

Ein s € K heiit Supremum von M, wenn es die kleinste obere Schranke von M
ist. (Wenn s die kleinste ober Schranke ist, und § eine weitere obere Schranke, so ist
5> s).

Ein i € K heifit Infimum von M, wenn i die grofite untere Schranke von M ist.

Ein Korper heifit ordnungsvollsténdig, wenn jede nach oben beschriankte nichtleere
Menge M C K, M # () ein Supremum besitzt.
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2.3.5 Axiom. (R, +,, <) ist ordnungsvollstindig.

Bemerkung.

(1) Nicht alle Mengen in R sind beschriankt. Zu zeigen: Fiir jeden angeordneten
Korper K gilt: K ist weder nach oben noch nach unten beschrénkt.

(2) Nicht jeder Korper ist ordnugsvollstiandig.

2.3.6 Beispiel. In Q ist M = {x : 2% < 2} beschriinkt, besitzt aber weder
Supremum noch Infimum.

(3) Fiir a,b € R sind die Intervalle definiert durch (a < b):

(a,b) ={reR:a<z<b} infM=aqa,supM=0>
[a, b] ={zeR:a<z<b} wieoben

(a, b] ={zeR:a<z<b} wieoben

[a,b) ={reR:a<z<b} wieoben

[a, 00) ={zeR:x>a} inf M = akein Supremum
(a,00) ={reR:x>a} wiedavor

(—00,b] ={reR:2<b} kein Infimum, supM =b
(—o0,b) ={reR:x<b} wiedavor

(4) Supremum und Infimum sind eindeutig (falls sie existieren).

Durch diese drei vorangegangen Axiome ist R eindeutig (bis auf ,Isomorphie“ be-
stimmt). Das wollen wir hier nicht zeigen, ebensowenig die Existenz der reellen Zahlen.

Wir werden jetzt noch eine Eigenschaft der reellen Zahlen beweisen, die in manchen
Zugéngen als Axiom gefordert werden muss (Archimedisches Axiom).

2.3.7 Satz. Seien x,y € R, x > 0. Dann dn € N mit n-x > y. (Statt R: K
ordnungsvollstindig, n - x hatten wir rekursiv definiert).

Beweis. Ist y < 0, so ist nichts zu zeigen, denn dann ist 1 -z > 0 > y.

Nun: y > 0. Betrachte M := {n-z : n € N}. Angenommen, die Behauptung sei falsch.
Dann miisste Vn € N:n -z < y. Also wire y obere Schranke von M. Dann existiert
also s = sup(M). Da s obere Schranke von M ist, gilt:

VneN:(n+1)-z<s

=>VneN:n-x+zx<s

=VneN:n-x<s—z

= s — x ist obere Schranke. Wenn s das Supremum ist und s — x eine obere Schranke
=>s5s<s—zrz=>2x<0 O

Wir haben hier schon gesehen, dass es praktischer ist, mit Ungleichungen zu rechnen,
als mit K+ zu argumentieren. Aus den Anordnungseigenschaften (01) - (03) aus der
Definition [2.3.1] folgen unmittelbar die folgenden Rechenregeln fiir Ungleichungen, die
wir ab sofort ohne weiteres verwenden werden:
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Ungleichungsregeln:
Sei K ein angeordneter Korper und z,y, z € K, dann gilt

Jx<0s —x>0
2
3

r<y y<z==z<z (Transitivitét)
r<y=crt+z<yt+z

5) x? 2=0<zx=0

(1)
(2)
3)
(4)z>0 r<y=>rz<Yyz
(5)
(6)x>0<:>x1>0

(Mo<z<y = 0<yl<z!

Beweis. Die Beweise sind einfach. O

2.3.8 Definition. Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist definiert durch

el={ 5120
—x : x<0
Rechenregeln fiir Betrag: Sei (K, +,, <) ein angeordneter Korper. Dann gilt:
(1) Ve e Kz <lz|, —z < |z
(2) Ve e K\{0} : |z| >0
() lzyl = |yl
(4) |r+y| <|z|+|y] Dreiecksungleichung

Bemerkung (Existenzfragen).
Existiert mit (K, +, -, <) ein ordnungsvollstindiger Kérper?
Ja, wenn eine unendliche Menge existiert.
Russelsche Antinomie
M := {die Menge aller Mengen}
B:={BeM: B¢B}
BeB=B¢B B¢B=BecB Widerspruch

Ist (K, +,-, <) eindeutig ?
Sind K und K vollstéandig angeordnete Korper, so gibt es eine bijektive Abbildung

J: K- K
mit folgenden Eigenschaften
J(x+y)=J(x)+ J(y)

J(zy) = J(x)J (y)
J(KT)=K*
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2.4 Intervallschachtelung und Folgen

In diesem Abschnitt geht es um alternative Beschreibungen der Vollstéindigkeit. In
unserem Zugang ergeben sie sich als Konsequenzen der Ordnungsvollstandigkeit.

Wir erinnern an die Schreibweise (a,b), [a,b), ..., fiir Intervalle in R. Ist a < b, so
definiert man:

2.4.1 Definition. Linge eines Intervalls:  |(a,b)| = |b — al.

2.4.2 Definition. Eine Folge I,, (n € N) abgeschlossener Intervalle heiit Intervall-
schachtelung, falls

(i) Inx1 Cc I, VYneN,

(i) [In] =0 dh.VYe>0 3Inge Nsodass |[,| <e fiir alle n > ng
&
s

a, Tl b b, R
+1

2.4.3 Satz (Intervallschachtelungsprinzip). Fir jede Intervallschachtelung gibt es
genau eint €E R mitx €I, neN

() In = {z}

neN

Beweis.

e Existenz:
Sei I, = [an,bn] gegeben, a, < b, und M = {a, : n € N}. Da I, C I,
gilt a,, < b, < by. Also ist M beschrankt. Wegen der Ordnungsvollstéindigkeit
existiert © = sup(M). Aus a,, < b, folgt, dass b,, obere Schranke von M ist. Als
Eigenschaft des Supremum folgt © < b, fir alle n € N. Damit z > a, =z <
b, < x €I, firallen € N. £ = sup a, und z = inf b, existiert wegen
Ordnungsvollstandigkeit.

e Eindeutigkeit:
Es sei 2,y € N,enIn = |z —y| < |1,] fiir alle n € N. Damit folgt = = y, da
|I,| — 0.

O

Wie haben schon stillschweigend einen wichtigen Begriff vorweggenommen, den einer
Folge:

2.4.4 Definition (Folge). Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung
xz: N — X sowie z,, := z(n) das n-te Folgenglied. Oft schreibt man x := (2, )nen-

2.4.5 Beispiel. (1) Fiir a € R ist (a)peny n — a eine Folge in R : die konstante
Folge.
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(2) Durch ,, = 1 fiir n € N wird die Folge (%)HGN in Q C R definiert.
(3) Fiir ¢ € Rist (¢")nen eine Folge in R.
Wichtig: Unterscheidung zwischen (2, )nen und der Trigermenge {x, : n € N}.

2.4.6 Beispiel. (1) ((—1)")pen und {(=1)":n € N} = {-1,1}

-1 : x=1
x”_{ 1 : sonst und {1, 1}

2.4.7 Definition (Konvergenz). Sei (2, )nen eine Folge in R. (z,,) heifit konvergent
gegen x, geschrieben x,, — x fiir x — oo, falls

Ve>0 dnoeN Vn>ng : |z—z, <e

Falls dies nicht gilt, heiit (x,,) divergent.
Bemerkung. Konvergenz bedeutet, dass fast alle Folgenglieder, bis auf endlich viele, in
[z — €,z + €] liegen.
2.4.8 Beispiel. (von oben) Fiir die Folgen von eben gilt:
(1) a = a fir n — oo.

(2) L — 0 fiir n — oo.

(3) q"™ konvergiert fiir ¢ € (—1,1]

Begriindung. Es existiert ng mit nge > 1 wegen des Archimedischen Axioms. Da
O<n0<neN$%<ni0<£gilt%—>0fﬁrn—>oo.

eg=1=¢qg,=1—1
e jgl<1=4q,—0
e ¢ = —1: Sei z € R beliebig, dann gilt |z — 1| + |z + 1| > 2.

= dann gibt es kein ng, sodass z.B. fir e < |z — (—1)"| <e
da |z — (=1)"| + |& — (-1)" "] > 2

2.4.9 Proposition (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Seien (), (y,) Folgen in
R, z,y € R mit x, — x und xr,, — y, dann ist r = y.

Beweis. Sei € > 0 beliebig, dann gilt

Tp—x= dnp eN:|z—a,|<ecfirn>n

Tp —y= 3dAne €N:|y—x,| <efirn>ny

fiir ng > max(ny,ns) gilt dann

|z —yl=lr—zn+an—y| <o —zn|+ |z, —y[ < 26

also |t —y| - 0=2=y O
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Ist (x,,) konvergent, so gibt es genau ein x € R mit z,, — x und wir schreiben

z:= lim z, Limes oder Grenzwert von z,,.

n—oo

2.4.10 Definition (Teilfolge). Sei z,, eine Folge in R und sei (ny)reny eine Folge
natiirlicher Zahlen mit ny < ngy fiir alle £ € N, dann heifit (ank)keN Teilfolge von
(-Tn)nEI\L

2.4.11 Beispiel. (1) Die Teilfolgen ((1)ax)keny und ((—1)2x41)ken sind zwei Teilfol-
gen von ((—1)"),en. Es gibt unendlich viele Teilfolgen.

(2) ((3)*)ren ist Teilfolge von L mit (L), _on.

2.4.12 Satz (Satz von Bolzano—Weierstrafl). Jede beschrinkte Folge reeller Zah-
len besitzt eine konvergente Teilfolge.

Dabei heifit (z,,) in R natiirlich beschrénkt, wenn die Menge {z,, : n € N} beschrinkt
ist, d.h. wenn es a,b € R gibt mit a <z, <b (n € N).

2.4.13 Beispiel. (1) (—1") ist beschréinkt.
(2) (n) ist unbeschrénkt, besitzt also auch keine konvergente Teilfolge.

(3) (n(14+(—=1)"),n € N ist unbeschrinkt, hat aber konvergente Teilfolgen, z. B. fiir
ungerade n.

Beweis. [Satz (2.4.12) von Bolzano—Weierstrafl]

(1) Beweis mit Induktion:
Seien a,b € R eine untere bzw. obere Schranke von z,. Fiir k£ € Ny gibt es ein
Intervall I, mit
o |I|=(b—a)-27% (keNy)
o Iy1 CIr (k€N
e Fiir alle k € N hat {n € N: z,, € I;} unendlich viele Elemente.

Induktionsanfang:

Da {z, : n € N} C [a,b], kann mit Iy = [a, b] begonnen werden.
Induktionsschritt:

Sei Ij, gegeben, I, = [ag,bx], und sei ¢ = w. Dann ist {n € N : z, €

I} = {n e N:xz, € [ag,ck]}u{n € N : z, € [cx,bi]}. Also eine der beiden
letzteren Mengen ist unendlich. Sei die erstere der beiden unendlich. Dann ist
Iyv1 = (ag,cr), sonst Ixrq = (cx,b) Es folgt: |Ixyq1| = %|bk —ag| = %‘Iﬂ =
ib—a)-27% = (b—a)- 27"t = I, C I, und nach Konstruktion ist
{n € N:xz, € I}+1} unendlich. Somit Induktion erfolgreich abgeschlossen.

(2) Konstruktion von (ng) in N mit ng11 > ng (k € N) und =z, € Ij. (Das ist die
Teilfolge.)

Induktion:
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e k =1 : Da unendlich viele Folgenglieder in I; liegen, gibt es ein n; mit
Ty € Il.

e k — k+1: fir kgilt also z,,, € Iy, aulerdem ist {n € N : z,, € I}
unendlich. {n € N : x,, € I11 und n > n} ist ebenfalls unendlich. = es
gibt ngy1 > ng mit @y, € Iy

(3) Zusammensetzen:
Nach (1) wurde eine Intervallschachtelung (Ij)ren konstruiert. Nach dem Inter-
vallschachtelungsprinzip existiert x € R mit {z} = (N, oy Ix-
Behauptung: @, — . Sei dazu & > 0 gegeben, z.B. & = 107*2. Weil + — 0 und
damit 27% — 0 fiir k — oo, gibt es ein ng € Nmit (b—a)-27% < ¢, k > ng. Fiir
k> ngist o, € Iy, € Iy = v — 2y, | < |[Ii] < (b—a)-27F < ¢, also sind wir
fertig.

O

2.4.14 Definition (Cauchy-Folge). Eine Folge z,, heifit Cauchy-Folge, wenn fiir
alle ¢ > 0 ein N € N existiert, so daB fir alle n,m > N : |z, — z,| < e. D.h. die
Folgenglieder riicken beliebig dicht zusammen.

2.4.15 Proposition. (1) Jede konvergente Folge ist eine CAUCHY-Folge.

(2) Ist (z,,) eine CAUCHY-Folge und besitzt (x,) eine konvergente Teilfolge (i),
so ist die Teilfolge selbst konvergent.

Beweis. (1) Sei ¢ > 0. Dann existieren wegen der Konvergenz ein x € R und ein
NeN: |z -z, <5 (n>N). Sind n,m > N, so gilt: |z, — 2| = |z, — 2 +
(@=am)| <lan—al+lz—an| <545 =

(2) Sei (x,) eine CaucHY-Folge, und z,, — x,k — oco. Zu zeigen ist z,, — x. Dazu
sei € > 0. Dann existiert ein kg € N : |z, — 2| < 5 (k > ko), weil (z,) eine
Caucny-Folge ist, existiert ein N € N mit |z, — x| < 5 (n,m > N). Sei ng =
max{ng,, N}. Fiir n > ng ist [t —2p| = |2 —Zn, +Tn, —Tn| < |[2—2p, |+]Tn, —Tn]
§%+% <egfir k> kg,ng > N.

O
2.4.16 Satz (Vollstiindigkeit von R). Jede CAUCHY-Folge in R ist konvergent.

Beweis. Aus (z,,)nen CAUCHY-Folge folgt: () ist beschrinkt. Fiir e = 1 existiert ein
Ny mit |z, — | <1, n,m > Ny = {z, :n > N1} C [zn, — Lzn, +1].
Wiéhle @ = min{x, : n > Ni}u{xn, — 1} und b = max{z, : n > Ny} vereinigt mit

N, +1=a <z, <b,firallen € N= (Satz (2.4.12)) von Bolzano—Weierstraf}) (z,,)
besitzt konvergente Teilfolge. = (Proposition (2.4.15))) () ist konvergent. O

Zusammenfassung:
Folgende vier Gruppen von Aussagen sind dquivalent:

(1) e K ist angeordenter Korper



2.5. RECHNEN MIT FOLGEN 15

K erfiillt das Archimdesche Axiom. (zu jeder denkbaren Zahl gibt es eine
natiirliche, die noch gréfler ist)

K erfiillt das Axiom der verschachtelten Intervalle

—~
N}
N
[ ]

K ist angeordneter Kérper

e K ist ordnungsvollstandig

(3) e K ist angeordenter Korper

K erfiillt das Archimdesche Axiom. (zu jeder denkbaren Zahl gibt es eine
natiirliche, die noch gréer ist)

K ist vollstandig

(4) K = R

2.5 Rechnen mit Folgen

Hier zeigen wir, dal Konvergenz und Arithmetik der rellen Zahlen zusammenpassen.
2.5.1 Satz. Seien (z,) und (y,) Folgen in R mit x,, — x und y, — y. Dann gilt:
(1) p +yn — x+y fiirn — oo

(2) Tp Y — Ty flirn — oo
(3)

Ln

Yn,
Tlo) .

—>£fdrn2no, n — oo (Isty # 0, so gibt es ein ng € N mit y,, # 0, (n >
Y

Beweis.

(1) Seie > 0. Da x,, — z, gibt es ein n; € N mit

|t —2,] < 5 (n > ng). Wihle ng = max{ng,n1}. Dann gilt fir n > ng :
& 8) — (@ Y)| = [~ T~ il < =+~ 9] < 5+ 5 =<

(2) Nebenrechnung: |z -y —ap - yn| =T -y —y Tn+Y Tn — Tn - yn| = |yl —z,) +
(Y = Yn)| <Nyl - |z — 20l + 20l |y — ynl
Sei € > 0. Da (x,,) konvergiert, gibt es ein M mit |z,| < M (n € N) Aulerdem

g

gibt es ein n; € N mit |z — 2] - |y| < § (n > n1) Wegen y,, — y gibt es ein
ng € Nmit [y —yn|- M < 5 (n > ng). Fir ng := max{ny,nz} und n > ng:
|z -y — xpn - yn| = ... (Nebenrechnung) ... < |y| - |z — zn| + |zn| - |y — yn] <

s+tMly—yal<5+5=¢

(3) Fiir e — % > 0 existiert ein ng € N mit |y, — y| > € (n > ng). Behauptung: Fiir
(n > ng) ist y, # 0, denn:

|yl
Iyn|=|y—(yn—y)|Zlyl—lyn—y|27>0 (1)
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e 1. Fall: &, =1 fiir alle n € N. Sei € > 0. Da y,, — y existiert ein n; mit

lyl

vl < Wz )
Wihle ny = max{ni,no}. Fiir n > ng: \yi - %\ = Igi“ < (nach (1)) 2-

|y‘y‘y"| < (nach (2)) e.

e Allgemeiner Fall: Im 1. Fall wurde gezeigt, dass

. Nun ist 2= =
Yn
Ty = = (mauchx-l:g
Yn vy

s|-

2.5.2 Beispiel. (1) Mit z,, — 2,k € Ny = 2F — 2F

(2) ceR,a, mx=czyp—cx
(3) 72 —0

(4) 1+ —e

(5)

5) ¥/n—1
6) 1-3+i-3+1t—-2+...-5In(2)

2.5.3 Satz. Seien (z,), (yn) konvergente Folgen in R mit x, < y, fir alle n € N.
Dann st

r:= lim z, < hm Yn ‘=Y.
n—oo
Beweis. Angenommen nicht, dann ist € := m;” > 0 Also existiert ein ng € N mit

|z — x| < § fiilr n > ng. AuBerdem existiert ein ny € N mit |y — y,| < § fir n > ny.
Firn = max{no,nl} Un < (K)y+5 <2—5 <y = Yn < 2y, Dasist ein Wlderspruch.

O
s . . fallend .
2.5.4 Definition. Eine Folge (z,) heiit monoton . , wenn fiir alle n € N
steigend
Tn+1 S Ty
Tn+1 Z Tn '

2.5.5 Satz. Jede beschrdinkte monotone Folge (z,,) € R ist konvergent.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei (x,,) monoton steigend (anderer Fall analog). = (Satz
(2.4.12) von Bolzano-Weierstrafl) (x,,) besitzt eine konvergente Teilfolge (x,, ). Sei x :=

lim (x,, ). Wegen des vorherigen Satzes ist x,, < z, denn fiir k # n gilt: z,, < (2,,)

(= x, <z) = (Satz) z, = klim Tp <x= klim (Zny,)-
— 00 — 00
Sei € > 0 und ko € N so groB, daB |x — x,, | <e (k # ko)
Wiahle ng = ng,, dann gilt fiir n # ng: z — e < Ty, = Tnyg < Tp ST < T+E=
|z —xn] <& (n#no) O
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Ist z, < y, und geht x,, gegen x und ¥, gegen y, so folgt daraus nicht, dafl x < y.
2.5.6 Beispiel. z, =0 und y,, = %
Fiir eine beschrinkte, monoton steigende Folge () ist

lim x, = sup{z,,n € N}
n—oo

bzw.
lim z, = inf{z,,n € N}
n—oo
Warum?
Sei z = lim x, = (nach Voraussetzung), also obere Schranke von {z, : n € N}.

n—0oo
Angenommen, dies ist nicht das Supremum {z,, : n € N}. Dann existiert ein 2’ < z

und z’ sei obere Schranke von z,,. Daraus folgt x,, < 2’ (n € N). Nach Grenziibergang
folgt dann: x < x’ , ein Widerspruch!

Bemerkung. Sei M # (), M C R nach oben beschriankt. Dann ist sup(M) = S genau
dann, wenn

(1) S ist obere Schranke von M.
(2) Fiir alle e > 0: (S — ¢, 5] vereinigt mit M # (.

Insbesondere gibt es eine Folge (z,) € M, mit z,, — S; dabei kann (z,) monoton

steigend gewéhlt werden.

Begrindung. (1) Sei S = sup(M) =. Sei ¢ > 0, dann ist S — e < S, damit ist
S — € keine obere Schranke. Also existiert ein x € M: x > S — ¢ = M und
(s —g,00) = M und (s — ¢, S] # (). Damit = gezeigt.

(2) Seien umgekehrt und erfiillt. Dann ist zu zeigen, dafl S = sup(M ). Offen-
bar ist S eine obere Schranke (nach (). Ist es auch die kleinste obere Schranke?
Dazu sei ¢ obere Schranke von M. Mit folgt: S—e<o(e >0 — S<g

Zur Existenz von x,, : Fiir n € N existiert x,, € M und (S — %,S] = T, — ¢,

fiir n — oo. Monotone Folge induktiv definieren: (2,41 € M und [z,,S] und
[S - %7 S}

Jetzt eine Folgerung aus dem archimedischen Prinzip (2.3.7): Inhalt: Beziiglich Kon-
vergenz ist R nicht viel grofler als Q.

2.5.7 Satz. Fir alle xz, y € R, x <y gibt es eine rationale Zahl, die zwischen x und
y liegt. ¢ € Q, x < q < y. Insbesondere ist Q dicht in R, d.h. fir allex € R und e >0
beliebig: Q und (z — e,z +¢€) # 0.

Beweis. Day—ax > 0, existiert nach dem archimedischen Prinzip ein m € N: m(y—z) >
1. Setze nun M = {k € Z : k < my} = {k € Z : £ < y} = M nach oben
beschrénkt. Also existiert ein n := sup(M) = n € M, also > <y (1) AuBderdem
folgt ™ >z (2) (denn mit n < mz und (y—z)m > 1= n+1 < mr+m(y—x) = my
= n+1 € M, da aber n = sup(M), folgt ein Widerspruch!) Aus (1) und (2) folgt:
r<n/m<ydh ¢=27€Qund (z,y) O
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Bemerkung. Fine Menge X heifit abzidhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung a :
N — X gibt, oder iiberabz&hlbar, falls nicht.
Nach Cantor ist

(1) Q ist abzéhlbar.
(2) R ist iiberabzihlbar.
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3 Metrische Raume

3.1 Definition und Beispiele

In diesem Abschnitt wird eine Struktur vorgestellt, mit deren Hilfe sich Konvergenz
gut definieren l&8t. Desweiteren wird der Begriff der Stetigkeit eingefiihrt.

3.1.1 Definition. Sei M # 0 eine Menge und d : M x M — [0,00) eine Abbildung
mit folgenden Eigenschaften:

(M1) Symmetrie: Fiir alle z,y € M gilt: d(z,y) = d(y,x)
(M2) Fir z # yist d(z,y) >0, d(z,z) =0
(M3) Dreiecksungleichung: Fiir z,y,z € M gilt: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

Dann heifit d Metrik (d ~ distance) auf M und (M, d) heifit Metrischer Raum. Oft
wird d nicht extra erwdhnt.

3.1.2 Beispiel. (1) Fiir M # 0 ist die diskrete Metrik dg;sgret durch

0 wennx =
daiskret(T,Y) 1= { 1 sonst !

definiert. = dg;skret ist eine recht langweilige Metrik.

(2) Auf R ist durch d(z,y) := |z — y| die iibliche (euklidische) Metrik definiert.
(3) Auf C wird mit d(z,w) = |z — w| = /(2 —w)(z — w) die euklidische Metrik

definiert.

(4) Sein € N. Auf R" = {(z1,22,...,z,) : ¥; € R} wird fiir p € [1, 00) durch

n 1/p
dp(@,y) = (Z |z — yip>
i=1

die [P-Metrik definiert. Fiir p = 2 ist dy die iibliche euklidische Metrik. Fiir p = oo
ist

doc(xvy) = Slup |:Cz - yz|
die Supremumsmetrik. Dass es sich hierbei jeweils um Metriken handelt, werden
wir fiir p # 1 und p # oo spéter sehen. Im Fall p = 2 ergibt sich die euklidische
Metrik (aus dem Crash-Kurs bekannt).
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Begriindung. Fir p = 1: Symmetrie: |z; — y;| = |ys — zi], x =y

1/p
= dy(z,y) = (Zo) —0.
Noch zu zeigen: di(x, z) < di(x,y) + di(y, z): Dazu:

Sl ail =Y la—vi + i —
i=1 i=1

Z(|zl — il + lyi — x:]) (nach Dreiecksungleichung)
i=1

= Z |2 — wil + Z lyi — il = d(y, ) + d(y, z)
i=1 =1

dy(z, z)

IN

Fehlt noch die Begriindung der Dreiecksungleichung fiir do,: mit x,y,z € R™ und
t=1,...,n

lwi —zil = |z —yi +yi— 2l <o —yil + v — 2] < doo(2,y) + doo(y, 2)
= mzax|-rz_zz| :doo(may> Sdoo(xvy)+doo(yvz)
In metrischen Rdumen kann man einen verniinftigen Konvergenzbegriff einfiihren:

3.1.3 Definition. Sei (M,d) ein metrischer Raum, (x,,) eine Folge in M, z € M. Wir
sagen (x,) konvergiert gegen z in (M, d) beziiglich der Metrik d, falls:

Ye>0 Ing € N:d(zy,z) <e (n > ng)

Offensichtlich stimmt das mit Definition (2.4.7)) iiberein.

Weiter definieren wir die Kugel im metrischen Raum (M,d) fir x € M,r > 0,
durch:

B.(z) = {yeM:d(z,y) <r} abgeschlossene d-Kugel
Ur(z) = {yeM:dzy) <r} offene d-Kugel

Damit gilt: z,, — = < Fiir jeden Radius ¢ > 0 existiert ein ng € N mit x,, € B.(x) fiir
alle n > ny

3.1.4 Beispiel. Verschiedene Kugeln in verschiedenen Metriken:

(1) diskrete Metrik: By(x) = M, Ui(x) = {z} = B,(z) fir 0 < r < 1. Was heifit
das fir Konvergenz? x,, — x in (M,dy) , wenn ein ng existiert mit d(x,,z) <
1/2 fiir n > ng, d.h. x,, = z fir n > ng

(2) R mit iiblicher Metrik:

B.(zx)=[x—¢e,x+¢] und U.(x)=(r—e,x+¢)
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(3) Kugeln in C mit iiblicher Metrik: iibliche Kugeln.
(4) Einheitskugeln B;(0) in (R?,d,) fiir p=1,2 und oco:
e p = 1: Bezliglich dj:
Bi(0) = {y € R? 1 di(y,0) < 1} = {y € R : [y — 0] + [y> — 0] < 1}

e p = 2: B1(0) bez. euklidischer Metrik ist {y € R? : |y1|? + |y2]* < 1}, also
eine “gewohnliche” Kugel.

e p = oo: Beziiglich d :
B1(0) = {y € R* : max{[y1 ], [yo]} <1} = {y € R?: |y1| < 1 und [yo| < 1}

3.1.5 Proposition (dquivalent zu ([2.4.9)). Sei (M,d) ein metrischer Raum sowie
(zn,) eine Folge in M. Weiter seien x,y € M und x,, — © und x, — y fir n — oo.
Dann ist x = y.

Beweis. Seien z,y, (x,) wie im Satz gefordert und sei ¢ > 0. Dann existiert ny € N
mit .
d(z,2,) < 3 fiir n > ny.
Auflerdem existiert ny € N mit
€
d(y,zn) < 3 fiir n > no.

Dann gilt fiir n > nq + no:

d(a:,y) < d(l‘vxn) + d(xna y) <s+5=¢

| ™

Weil € > 0 beliebig war, folgt d(z,y) = 0 und also z = y. O

3.1.6 Lemma (auch Definition). FEs seien dy und dy zwei Metriken auf M. Wir
nennen dy und dy dquivalent, wenn es c1,co € R gibt mit:

dl(xvy) §01d2($7y) SCZdl(fE,y) (xvyEM)

In diesem Fall konvergiert eine Folge(x,)nen genau dann beziglich di, wenn sie be-
ztiglich do konvergiert.

3.1.7 Beispiel. (1) AufR" sind alle Metriken d,, dquivalent und damit ist die Kon-
vergenz beziiglich d,, dquivalent zur Konvergenz beziiglich d; letztere ist dqui-
valent zur Konvergenz der Koordinatenfolgen.

(2) Die iibliche und die diskrete Metrik sind nicht dquivalent auf R.
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Beweis. (zu (3.1.6)). Sei z,, — x beziiglich d; und sei € > 0. Dann existiert ng € N
mit -
d(z,z,) < —1 fiir n > nyg
C2
Fiir dieses ng und n > ng ist nach Definition der Aquivalenz:

C2 Cy C1
dy < —=dy < —-—¢e=¢
C1 C1 C2

Also konvergiert x, beziiglich do. Analog zeigt man, dass aus der Konvergenz von x,,
beziiglich dy stets die Konvergenz beziiglich d; folgt. O

3.1.8 Lemma. AufR"™ betrachte die Metriken d,, p € [1,00] mit

1
dp((xlax%'-wwn)?(ylay%"'ayn)) = <Z ‘yi _xip> .
i=1

(1) Fir alle p,q € [1,00] sind d, und dg dquivalent.

(2) Sei (x1) Folge in R™ mit x, = (zt,23,...,27) firk € N.

Dann gilt:
zp — x in (R, dp) &z, — x; in R Vi=1,...,n.
Beweis.
(1) Wir zeigen, dass fiir alle p d,, dquivalent zu do ist. Fiir = (2!,...,2") und

y=(y',...,y") gilt

dp(z,y) = <Z|yi—mi|p>

i=1
< (Z(max lyi — wi)”)
= n%doo(x, y)

Also ist doo < dp(z,y).

(2) Wegen (1) ist es belanglos, welche Metrik d,, verwendet wird. Sei nun z — z in
R"™ und sei € > 0. Dann existiert ng € N mit

doo(zp,2) < € fiir n > ng.
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Fiir dieses ng und beliebige i € {1,...,n} muss gelten (k > ng):

.....

Also folgt zi — ' fiir k — oc.

Umgekehrt setzen wir voraus, dass fiir alle ¢ € {1,...,n} die Folgen zi — z'
konvergieren. Dann gibt es fiir € > 0 jeweils n; € N, sodass

VE>n;: |ai —a2f<e

Sei weiter ng = max;—1,.. nn;. Fir k > ng ist dann |zt — 2| <e (i=1,...,n).
Also ist auch deo(zg, ) = max;=1 . n |2} — 2’| <e.

O

Bild fiir die dp-Kugeln mit r =1 um 0 :

.

<

d,, — Eugel

Damit koénnen wir Konvergenz im R™ auf Konvergenz in R zuriickfithren. Schreiben
wir
x = (x1,...,2,) € R, soist z; die i-te Koordinate;

definiere
LN
pri i R™ =R, (@1, .0y @iy oory Tp) > T4

Damit kénnen wir Lemma (3.1.8]) wie folgt umformulieren:
Sei (zy) eine Folge in (R",d,), 1 < p < co. Dann gilt:

zp — o in (R, dp) <« pri(zy) — pri(z) fir k — oo
pri( lim zg) = lim pr;(xg)
k—oo k—>ooH,_/

v R
eRrR €

3.2 Offene Mengen, Umgebungen und Stetigkeit
3.2.1 Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum.

(1) Seiz € M. Eine Menge U C M heiit Umgebung von x, wenn es ein r > 0 gibt
mit Up(z) ={ye M : d(z,y) <r} CU.
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(2) Eine Menge U C M heiit offen, wenn U fiir jedes = € U eine Umgebung von x
ist, d.h. wenn Vo € U 3r, > 0: U (x)CU.

(3) Eine Menge A C M heiflt abgeschlossen, wenn A¢ = M\ A offen ist.

3.2.2 Beispiel. (1) M, sind offen und abgeschlossen in jedem metrischen Raum
(M, d).

(2) Upy(zo) ={y € M : d(zg,y) < 7o} ist offen in jedem metrischen Raum.
(3) B.(xz) ={y € M :d(z,y) <r} ist abgeschlossen in jedem metrischen Raum.
(4) In R ist [a,b) mit b > a weder offen noch abgeschlossen. Fiir 2 € (a, b) existieren

VR —

b

Umgebungen, nicht jedoch fiir a!

(5) In Cist H = {z € C: Re{z} < 0} abgeschlossen und G = {z € C: Re{z} > 0}
offen.

Begriindung.

(1) Fiir z € M ist Bi(xz) C M, also ist M offen. = M = () ist abgeschlossen. Da es
kein z € ) gibt, ist () offen.

(2) Sei @ € Uy, (20). Dann liegt fiir 7 = 1 (ro — d(,2¢)) die Kugel B, (x) in Uy, (o).
Es ist ndmlich fir y € B,.(x):

d(zo,y) < d(xo,z)+d(z,y) < d(zg,z)+ %(ro —d(z,0))

= Lot La@o, ey < trot Lro =
- QTO 9 Zo,T 27’0 QTO*TO

(3) Um zu zeigen, dass B,,(zo) abgeschlossen ist, miissen wir zeigen, dass U :=
By, (20)¢ offen ist. U = {z € M : d(z,x¢) > ro}. fiir 2 € U, r = 3(d(z, o) — 19)
ist By(z) C U. Denn: fir y € B,(z) gilt:

d(l‘o, .ﬁ) < d(£07 y) + d(l‘, y)

d(zg,x) 10
—_— >
5 g "

= d(‘TOvy) Z d($07l’) - d(‘To,y) Z d(SC(),I’) —-—r=

(4) Betrachte [a,b) C R, a < b. Beziiglich der Metrik in R ist B, (z) = [ — r,z + 7],
B,(a) ¢ [a,b), denn a — r & [a,b) = [a, b) ist nicht offen.
[a,b) ist nicht abgeschlossen: [a,b)¢ = (—o0, a) U [b, 00), und fiir > 0 geniigend
klein ist b — r € (—00,a) U [b, 00), also enthiilt [a, b)¢ keine r-Kugel um b.

(5) H ist abgeschlossen und G offen: einfach
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Bemerkung. Sei (M,d) ein metrischer Raum.
(1) Fiir r > 0 und z € M sind B, (z) und U,(z) Umgebungen von z.
(2) Fiir alle z € M,r > 0 ist U, (z) offen.

(3) z, — = & Fiir jede Umgebung U von x gibt es ein n, € Nmit Vn > n, : z, € U
Begriindung. ,=* Sei x,, — x und U eine Umgebung von x, d.h. es gibt ein € > 0
mit Be(x) C V. Da x,, — x, 3ng € N mit d(x,z,) < ¢ fiir n > ng. Wir konnen
n, = ng wihlen, denn fiir n > n, = ng ist «,, € B:(x) CV
»<" Kugeln B.(x) sind Umgebungen, n. := np_(y)-.

3.2.3 Definition. Seien (M;,dy), (Ma,ds) metrische Rdume, f : M7 — M eine Ab-
bildung und xy € M;. Dann heifit f stetig an der Stelle x(, wenn fiir alle € > 0 ein
§ > 0 existiert mit f(Bs(zo)) C Be(f(z0))

SVe>0 36>0: dzyag)<d =d(f(x),f(xg)) <e

U
@f@

3.2.4 Satz. Seien (Mi,dy), (Ma,ds) metrische Raume, f: My — My und xo € M;.
Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig in xo € M.

(2) Aus x, — wmo fir eine Folge (xy)in My folgt f(xn) — f(xo) in M. f ist
folgenstetig®.

3.2.5 Beispiel. (1) Die Identitét id : M — M, id(z) = z ist in jedem metrischen
Raum tiberall stetig.

(2) Sei M = R mit iiblicher Metrik. Dann ist f : R — R, f(z) = z? eine stetige
Funktion.

(3) Konstante Funktionen sind stetig.

(4) Die Koordinatenabbildungen pr; : R™ — R, (1, 22,...,2,) — x; sind stetig von
(R™,d,), p beliebig, nach R mit iiblicher Metrik.

Begriindung. zu
Sei xy € M beliebig und 0 < ¢ < e. Dann ist id(Us(zo)) = Us(zo) C Ue(id(x0)).
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Begriindung. zu

Sei g € R, € > 0. Wenn f(z) stetig bei z( ist, muss es zu jedem € ein § > 0 geben, so
dass gilt: f(zo +6) = 23 + 2200 + 6% < 22 + €. Dies ist z.B. erfiillt, wenn |2z(d| < 5
und 6% < 5

Man wiéhle sich ein § < min{ﬁ, \/g} Damit gilt fiir alle » € R mit |h| < ¢
|2hao| < 5 und h? < §, bzw.

—e < 2hzo+h?<e
2 —e<(vo+h)i<alte
F(Us(wo)) = f ( (w0 — 8, w0 +6) ) C (a§ — &, af +¢) = Ue(f(0))

Begriindung. zu

Bei konstanten Funktionen ist die Definition der Stetigkeit fiir beliebige 6 > 0 erfiillt.
Begriindung. zu

Die Funktion pr; 1st folgenstetig (Lemma [3.1.8) und damit It. Satz [3.2.4] stetig.

Beweis. (zu Satz Sei (z,) eine konvergent Folge in (Mj,d;) mit x, — xo.
=: Vor: f(x) ist stetig bei xg
Beh:  f(z) ist folgenstetig bei zo: f(x,) — f(xo)
Sei € > 0. Wir miissen ein ng € N finden mit f(z,) € U(f(z0)) (n > ng). Wegen
der Stetigkeit von f an der Stelle 9 39 > 0 mit f(Us(xo )) C Uc(f(20)).
Da z,, — z9, 3dns € N:z, € Us(zg) (n > ns) und fiir ng := ns gilt dann:

fzn) € f(Us(20)) C Uc(f(20))  (n = n0),
d.h. f(z,) — f(zo) bzw. f ist folgenstetig bei xg.

<: Vor:  f(z) ist nicht stetig bei xo:
3650 V6> 0: f(Us(no)) ¢ U-(f(x0))
Beh:  f(z) ist nicht folgenstetig bei xq:
I(xy) in (M, di) : xy — xo und f(zy,) 7/ f(xo) in (Ma, da)
Da f nicht stetig in zo, 3 > 0 fiir § = £ > 0, n € N beliebig, so dass f(U ( 0)) &
Ue(f(20)), d-h. Fxy € Us(wo) mit f(zn) & Uz(f(x0)). Die so definierte Folge ()
erfiillt:

dq(zo, zn) < % — 0, also z,, — xg
d2(f(x0), f(zn)) > € >0, also f(zn) # f(zo)
Damit ist auch f nicht folgenstetig in z. O

3.2.6 Proposition. Seien (M, di) und (Ma, da) metrische Rdaume, f : My — My
eine Abbildung und xg € M;. Dann sind dquivalent:

(1) f stetig bei g

(2) Fiir jede Umgebung U von f(zo) ist f~H(U) = {x € My : f(z) € U} eine
Umgebung von x.
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3.2.7 Beispiel. Sei

. (o0 fir x ¢ Q
g.R_)R;g(m){Inax{;:xq’pez7q€N} fur%EQ'

Dann ist g stetig in allen Punkten g € R\Q und unstetig in allen Punkten xg € Q.

3.2.8 Proposition. Seien (M, d) ein metrischer Raum und die Abbildungen f,g :
M — R stetig in xg € M. Dann sind auch (f + g) und (f - g) stetig in xo.

Begrindung. Folgt aus den Rechenregeln fiir Folgen (Satz [2.5.1)) und Satz
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4 Reihen

Reihen sind Folgen der Form
ap, ap +az, ay +az+az, ..., ap+az+---,

wobei (a,,) eine Zahlenfolge ist. Das heifit, durch addieren der Glieder einer Folge reeller
Zahlen erh#lt man eine ,Reihe”. Die Frage der Konvergenz kann hier ohne Kenntnis
des Grenzwertes durch verschiedene Konvergenzkriterien entschieden werden.

Viele wichtige Zahlen und Funktionen kénnen durch Reihen beschrieben werden.

4.1 Reihen: Definition und einige Eigenschaften

Es ist
1 1 1 1 1
wobei '="und ’- - -’ noch naher erléuter’lc werden Ilniissen:
Definiert man s, = > % =14+1+ 3 +ot+= € Q, kann ’- -+ durch die Folge
k=0 n.

endliche Summe
($n)nen beschrieben werden. Wenn (s,,) einen Grenzwert besitzt, gilt auch e = lim s,,.

n—oo

4.1.1 Definition. Sei ng € Ny und (ag)x>n, €ine Folge reeller Zahlen. Wir nennen

n
Sy 1= E A = Qpy + ... + ay

]i):no

die n-te Partialsumme der Folge (ay)g>n,- Die Folge (sn)n>n, (auch > ap oder

> ay) wird als Reihe der Folge (aj) bezeichnet.
k>ng
FEine Reihe heifit konvergent, wenn ein s € R existiert mit s,, — s fiir n — oco. Es

heifit s die Summe der Reihe Y a, und wird mit
o
s = Z Qg
k:’no
bezeichnet.

Mit dieser Definition ist insbesondere erklért, wann eine Reihe konvergent heifit, ndm-
lich definitionsgemif}, wenn die Folge der Partialsummen (d.h. die Reihe) konvergiert.
Da man Reihen oft zum Definieren von Zahlen verwendet, ist es wichtig, etwas iiber
die Konvergenz sagen zu kénnen ohne den Grenzwert der Reihe zu kennen.
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4.1.2 Beispiel. (1) Fiir ap =a Vk € Ny ist die Folge (s,) mit

Sn :Zak =(n+1a
k=0

nicht konvergent, wenn a # 0.
(2) Fiir a, = (-1)¥ Vk €Ny, mng=0ist die Folge (s,) mit

1 1 fiir n gerade
_ _1\k _ = —_1\") — g
on = ];)( "= 2(1 +(=0") { 0 fiir n ungerade

nicht konvergent.

(3) Fir ap, = m VkeN, no=1Iist die Folge (s,) konvergent mit
— 1
2w ="
Uy

Begriindung. (Partialbruchzerlegung):

- 1 " /1 1 1 1 1 1 1
= I;k(lﬁ—l)_;(k_lﬁ—l>_l_2+2_3+m+n
11
1 n+1
ist konvergent und s, =  — 25 — 1fiirn — oo

(4) harmonische Reihe
Fiiray = + Vk €N, ny=1ist die Folge (s,) mit

k
n
Sn=_
k=1

| =

nicht konvergent.

Begriindung (indirekt). Angenommen die harmonische Reihe wire konvergent
mit dem Grenzwert g € R. Teilt man die Glieder der Reihe in Briiche mit geraden

und ungeraden Nennern auf, erhélt man:

> 1 1 Il < 1
kzzl :9:2%+;2k—1:52%+22k—1

k=1

| =

bzw.




30 KAPITEL 4. REITHEN

was im Widerspruch steht zu

El
[N
N
—
[\]
N =

(5) geometrische Reihe
Fiir ap = ¢ VEkEN, ng=0, ¢¢€R istdie Folge (s,) mit

k+1

- -1
sn:kz_oqk:qq—l fir ¢g#1.

Fiir |¢] < 1 ist (s,) konvergent mit s, — 1%(1, in allen anderen Féllen ist (s;)
nicht konvergent.

4.1.3 Definition. (1) Wir nennen

n o0
lim s, = lim E ap =: g ag
n—oo n—oo

k=ng k=ng

die Summe der Reihe Y ay, falls die Reihe konvergiert.
k>ngo

(2) Eine Reihe ) a, heifit absolut konvergent, wenn Y |a,| konvergiert.
k>ngo k>ng

Bemerkung. Die Reihe Y 1(—1)" konvergiert, ist aber nicht absolut konvergent, da

n

> 12 (=1)"| divergiert (harmonische Reihe).
4.1.4 Lemma. Seien (ar)g>n, und (by)g>n, Folgen in R.

(1) > ay konvergent < Iny >ng: Y, ax konvergent
k>ng k>n1

< Vng >ng: Y, ai konvergent
k:znl

(2) Gilt fir k > ny > ng : |ag| < by und konvergiert > by, so konvergiert Y. ay
kZTLl ano
absolut. Die Folge (by) wird Majorante von (ai) genannt (Majorantenkriteri-
um,).

(3) Ist by >0 fiir alle k > ng, so gilt

Z b, konvergent <— (Z bk> beschrdankt.
neN

k}Z’I’LO k?:no

(4) Gilt ap, <by, Yk >ngundsind >, ax, Y. by konvergent, so gilt:
k>ngo k>ngo

ZakSZbk

k=7l0 k=’l’LU
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Insbesondere gilt fiir absolut konvergente Reihen Y. ay die verallgemeinerte

kzno
Dreiecksungleichung:
oo oo
[ D2l < D7 ol
k:’no ]{3:77,0
Begriindung. zu
n n
Die Partialsummen s, = Y af und §, = > aj unterscheiden sich durch eine
k=ng k=n1
Konstante:
ni—1
Sp — Sy = Z ap =const. Vn>nq.
k):’I’L(]
Es ist also §, = s, + ¢ und damit konvergiert (§,) genau dann, wenn (s,)
konvergiert.
2
n
Sei s, = > ar und o, = Y. by. Da (0,) konvergiert, ist (o,) eine
k:’no k:n1

CaucHyfolge (Proposition [2.4.15): Ve > 0 3IN € N: |o, —op| < e (n >
m > N). Damit gilt:

n

D, a

k=m+1

n

< Y lal

k=m+1

n m
doa= )

k:no k?:’rlo

|5n - Sml =

n
S be=low—oml<c (0 |a <by).
k=m+1

IN

d.h. auch (s,,) ist eine CAuCHYfolge und somit konvergent (Vollsténdigkeit von

R, Proposition |2.4.15]).
zZu

Folgt aus den “Rechenregeln” fiir Grenzwerte (Satz (2.5.1))): Unter der Voraus-
setzung by > 0 gilt, dass

n n+1
Sp = § b < Sn41 = § br..
k}:’ﬂo k:no

Die Partialsummen sind also monoton.

(sn) beschrinkt + monoton. Daraus folgt wegen der Vollstéandigkeit die Konver-
genz von ($,) = (s,) beschrinkt.

4.1.5 Lemma. FEs seien Y ax und Y by konvergente Reihen sowie A € R. Dann gilt:
k k

o0

(1) > (ag + br) ist konvergent mit Slar +bg) =>ar+ > by
k k k k
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(2) Z)\ak:)\z:ak.
k k
Beweis. Folgt sofort, wenn man die Rechenregeln fiir Folgen auf Partialsummen an-
wendet. O
4.2 Konvergenzkriterien

Die Vollstandigkeit von R liefert
4.2.1 Satz (Cauchy-Kriterium). Sei (a,) Folge in R. Dann gilt:

Zan konvergiert & Ve > 0 dANeN VN<m<n:

n
n
> a
k=m

< ¢

Beweis. Klar, denn es gilt

‘Sn - 5m71| =

n
D> a
k=m

O
4.2.2 Definition (Notation). Die Konvergenz von ) b, wird abkiirzend auch als
k
>~ by, < 0o geschrieben.
k

4.2.3 Satz (Majoranten bzw. Minoranten-Kriterium). Sei (a,) Folge in R sowie
(bn) in [0,00) und |a,| < by,. Dann gilt:

oo oo
Zbk<oo = Zak<oo
k k

Analog folgt fiir an, > by, und > by, divergent, dass auch Y a,, divergiert.
n n

4.2.4 Beispiel. Die Summe # ist konvergent, weil > konvergent ist und
n n

2
n(n+1)
4.2.5 Satz (Reihen mit positiven Gliedern). Sei (by,) Folge in [0, 00). Dann sind

Konvergenz und Beschrinktheit von b, dquivalent.
n

n
Beweis. Wegen by, > 0 ist s, := >_ by, monoton wachsend. Aus Monotonie und Be-

k
schrénktheit folgt sofort die Konvergenz.
Andersherum folgt aus der Konvergenz natiirlich sofort die Beschrianktheit. O
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4.2.6 Satz (Leibniz-Kriterium). Ist (a,) eine positive Nullfolge in R, so ist
S (—1)*ay konvergent.

k
. . oS (71)k+1
4.2.7 Beispiel. (1) Betrachte: ) ‘5= =7
(2) Betrachte: (7}1);“ =—1In2
k=1

(_;)kx’“ fiir |z| < 1. Dann gilt:

118

Beweis. Setze f(x) =

k=1
d (—1)k k — k_k—1 — k 1
d:ckz::l k . ;( ) 1;)( z) 1+x

Das letzte Gleichheitszeichen kann dabei wegen der vorliegenden geometrischen

Reihe gesetzt werden. Durch Integration erhélt man f(z) = —In(1 + ) und also
f(1) = —In 2. Allerdings wurden hier Integration und Differentiation ausgenutzt,
die noch gar nicht eingefiihrt sind. O

Aus dem Majorantenkriterium folgt das Quotientenkriterium:

4.2.8 Satz (Quotientenkriterium). Sei (a,) Folge in R. Wenn es ein 0 < 0 < 1
und N € N gibt mit a,, # 0 und

anJrl

an

<0 ¥Yn>N,

so konvergiert . a,, absolut.
n

Beweis. Fiir dieses N definiere die Folge
by = lan|0"N wobein > N

Mit Induktion folgt dann |a,| < |by].
Induktionsanfang (n = N): |a,| < |a,| ist wahr.
Induktionsschritt:

|an+1| < |an|9 < bne = bn+1

wobei Voraussetzung aus dem Satz, Induktionsvoraussetzung sowie die Definition von

b, benutzt wurden. Da also die geometrische Reihe " by, eine Majorante fiir ) |ay,|
k n
ist, muss Y a,, absolut konvergieren. O
n

4.2.9 Beispiel (Exponentialreihe). Fiir alle z € R konvergiert

n

exp(z) == Z J;T‘

n>0
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absolut. Dazu wende man das Quotientenkriterium an:

n+1
2

An+41
Qn

wenn |z| <

x || 1
= < —
n+1 n+17 2

Wihle N € N so, dass |z| < % Fiir dieses N und 6 = % ist die Bedingung aus dem
Quotientenkriterium erfiillt.

4.2.10 Definition. Wir nennen

— 1
e= Z 1= exp(1) die Eulersche Zahl und ist € R \ Q
n=0

4.2.11 Beispiel. Fiir a,, = % ist

n
= <1
n+1

Anp+41
Qn

Dennoch folgt daraus nicht, dass > a, konvergiert, denn es gibt eben kein festes

_n_

n
0 < 6 <1, mit dem die Bedingung aus dem Quotientenkriterium erfiillt ist, weil — Y

gegen 1 konvergiert.

4.2.12 Satz (Wurzel-Kriterium). Sei (a,) Folge in R. Es gebe 0 < 6 < 1 und
N € N mit
m <46 wenn n > N.

Dann konvergiert . a,, absolut.
n

Beweis. Nach Voraussetzung ist eine geometrische Reihe Majorante fiir > |a,| und

n
somit absolut konvergent, denn es gilt

Z|an| < ZG”

O
4.3 Die realen Zahlen: Dezimalbriiche
4.3.1 Definition. Ein Dezimalbruch *+aga; ...a;,a;41 ... ist eine Reihe der Form

2=+ ap10"%  mit a,€{0,1,...,9}
k=0

4.3.2 Beispiel. (1) 42=4-10'+2-10°

(2) 0,9 = 19—0’;010*'@ =S =1

10
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4.3.3 Proposition. Jeder Dezimalbruch konvergiert und stellt eine reelle Zahl dar.

Beweis. Man wende Majorantenkriterium und eine geometrische Reihe an. O

4.3.4 Satz. Seix € R, x > 0 und (b,) Folge in (0, oo) mit b, — 0 und by > x. Dann

[e.e]
gibt es eine Folge (a,) in Ng mit a,, by, < by_1 fiir n € N und es existiert x = Y an by

n=1
Bild:
0 b3 b2 b1 x bo

(Hier wiire ay = 1, 1 = by, ag =0, x9 = 1, ag = 1, 3 = by + b3 usw.)

Beweis. Wir definieren a, und z, rekursiv durch a; := max{k : kb; < 2} < o©
nach dem Archimedischen Prinzip sowie x1 = a1b;. Sind a1 ...a, und x; ...x, schon
gewihlt, definiere a1 = max{z, + kb,+1 < x} sowie Tpi1 := Ty + Gpt1bpt1. Es
folgt 1 < a9 <...<z, <z und z, + b, > x. Damit ist z,, <z < x,, + b,. Also gilt
| — zn| < by, und wegen b, — 0 folgt x,, — . O

4.3.5 Korollar. Jede reelle Zahl ist als Dezimalbruch darstellbar, d.h. fir alle x €
R, >0 gibt es | € N sowie (a)ken, mit

oo
T=agp...a;,a141 .- :E aklol_k
k=0

Beweis. Es gibt [ € N mit z < 10'. Definiere b,, := 10'~". Dann folgt nach dem letzten
(oo}

Satz die Existenz einer Folge (a,) in Ng mit « = > und apb, < b,—1. Da 271 =
n=1 n

=10, ist a,, < 10. Damit a,, € {0,1,...,9}. Also ist  Dezimalbruch. O

10l7(n71)
10t=n

Bemerkung. Die Basis 10 hat keine ausgezeichnete Rolle. Stattdessen kénnen beliebige

b > 1 zugelassen werden und jede Zahl besitzt eine eindeutige b-adische Darstellung.

Von besonderer Bedeutung sind b = 2 (Dualzahlen). Dabei sind die Ziffern stets €
{0,...,b—1}

4.3.6 Beispiel (Dualzahlen).

10,00110=1-2"+0-2°40-27 +0-272+1-273 +

11 3
1-27440-27%=24 -4 — =2
* T3 16 T 16

Abgesehen von b = 2 spielen noch b = 8 (Oktalzahlen) sowie b = 16 (Hexadezimalzah-
len) eine besondere Rolle.
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4.4 Manipulation von Reihen

Zunichst stellt sich die Frage:
Darf man Summanden einer Reihe vertauschen (Kommutativitét)?
Manchmal, aber nur manchmal!

Gegenbeispiel: Wir betrachten die Reihe

1 1 1 1 1 1
L-ltg-g+g-g+ - g+-=0

Nun benétigen wir folgende Definition:

4.4.1 Definition. Ist }_ a, eine Reihe und 7 : Ng — Ny bijektiv, so heifit > a,(,)
n>0 n>0

eine Umordnung von 3 a,.

Weiter im Beispiel: Nach der Umordnung erhalten wir

gttt )14 (s g )
2 3 7k E+1 k+27 n) 2 7

mit k € N so daf} > 2 mit n € Nsodal > 1

Die so umgeordnete Reihe ist divergent (unendlich groffer Summenwert).

o0
4.4.2 Satz. Sei Zan absolut konvergent mit Z an = a. Dann ist jede Umordnung

dieser Reihe ebenfalls absolut konvergent mit der selben Summe.

4.4.3 Satz. (Riemannscher Umordnungssatz). Ist Y a, konvergent, aber nicht absolut
konvergent, so gibt es zu jeder Zahl s € R eine Umordnung

o0
Z aT(n) mit Z aT(”) =S.
n>0 n=0
Des weiteren gibt es divergente Umordnungen.

Beweis. (Idee). Wir setzen

ot = { a, falls a, >0 a, falls a, <0

n 10 fals a,<0 und - a,, = { 0 falls a, >0.

Anschlieflend argumentiert man wie folgt:

> ay, ist konvergent

> a, nicht absolut konvergent und >~ ab divergent (+00)
=
> a; divergent (—oo).



4.5. DIE EXPONENTIALFUNKTION 37

Wir wenden uns nun einer etwas anderen Fragestellung zu. Sei a;; € R fiir 4, j € No.

Gilt dann folgendes?
DD e =D ay

i=0 j=0 j=0i=0
Auch hier kann man diese Frage nur manchmal mit ja beantworten.

4.4.4 Satz. Seia;; € R firi,j € No. Es existiere eine Konstante M > 0 mit der
m

Eigenschaft, dafs Z la; ;| < M fir alle m € N. Dann folgt:
i,j=0

(1) Ist 7 : Ng — Ny x Ny injektiv, so ist die Reihe Z ar(n) absolut konvergent.

n>ng

Insbesondere sind sowohl die Zeilenreihen Zam- fiir jedes j als auch die Spal-

. =0
tenreihen Z a; ; fiir jedes v absolut konvergent.
j=0

(2) Die beiden Reihen Z Zai’j und Z ( ai,j> sind absolut konvergent.
0

i>0 \j=0 720 \i=

Ferner gilt

9] [e'S) 9] ) 9] k

D\ | =2\ D) =2 (D) -

i=0 \j=0 j=0 \i=0 k=0 \i=0
Diagonalsumme

4.4.5 Korollar. (Cauchy-Produkt). Sind die beiden Reihen Zai und ij absolut
i>0 §>0
konvergent, dann gilt

i=0 \ j=0

Das mittlere Produkt heiffit Cauchy-Produkt.

Beweis. Wahle a; ; = a;b; und wende Aussage b) des letzten Satzes an. O]

4.5 Die Exponentialfunktion

Die Definitionen und Kriterien fiir Reihen iibertragen sich ohne Schwierigkeiten auf

n
komplexe Reihen. Sei dazu (c,,) eine Folge in C. Dann heifit Y c¢x n-te Partialsumme
k=n0
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und

)

k)ZTL() k?:’n()

wird als Reihe der Folge (ci) bezeichnet.
Konvergenz und absolute Konvergenz sind wie fiir reelle Reihen definiert. Komplexe
Folgen konvergieren genau dann, wenn Real- und Imaginérteil konvergieren.

Re{cn} =i an, Im{c,}=:b,

Z ¢ konvergiert <= Z ax konvergiert A Z by, konvergiert

kzno kzno kzn()
mit
00 0o 00
E CL = E ap +1 E b
k}:’ﬂg k}:’no k}:’ﬂg
und

[e'S) [e'S)
E ck | = E Ck -
k=ng k=ng

4.5.1 Definition. Die komplexe Exponentialfunktion wird definiert durch

o0 n

exp: C— C, exp(z) (=¢€°) = Z :

n=0

nl’

Absolute Konvergenz fiir beliebige z € C (wie im Reellen) folgt aus dem Quotienten-
kriterium.

4.5.2 Satz.

(1) Die Ezponentialfunktion exp : C — C ist stetig.

N+1 . N1
<2 iy fir o < A3

N n
exp(z) = >0 T

n=0

(2) Es gilt:

(3) Die Ezponentialfunktion erfillt die Funktionalgleichung

exp(z + Z) = exp(z) -exp(z) Vz,z e C.

Bemerkung. Aus der linearen Algebra ist bekannt:

Produktzeichen: [[_, a;=am - amns1-...-a, (und H;"::; a; ==1)

Durch (}) := Hle ”7“ = "("_11):2'_'":'(7k_k+1) werden die Binomialkoeffizienten
definiert.

Lemma:

(1) Esgilt () = 0 falls k > n und (}) = =% -
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(2) () ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

(3) Fir 1 <k <mngilt: ()= (7)) + ("))
Hiermit erhélt man wieder mit einer einfachen Induktion den folgenden Satz:
4.5.3 Satz (Binomischer Lehrsatz). Fiir z, Z € C und n € Ny ist
(z+2)" = z": <Z) ZRgnk
k=0
Beweis. Vollstandige Induktion O

Beweis. (Satz iiber die Exponentialfunktion)
Stetigkeit
a) bei zg = 0: Fehlerabschétzung fiir N =0 (exp(0) = 1):
|exp(z) — 1] <2- 2|
Um die Stetigkeit zu zeigen, wihle man ¢ = § fiir ein € > 0:
[z—=0]<d = Jexp(z)—exp(0)]|<2-|z|<2=¢
—

Also ist exp stetig.

b) Seinun zy € C beliebig. Ist (z,) Folge in C mit z,, — zp, so muss exp(z,) —
exp(zo) gezeigt werden. Das gilt aber, da

exp zp, = exp(zn, — 20 + 20) = exp(zn, — 20) exp(z0) — exp(2o),
weil exp(zn, — 29) — 0, denn exp ist nach (a) stetig in 0.
Fehlerabschitzung: Fiir |2] < 1+ % sowie n > N ist

Zn+1

CEz L N L PR L 1
2 n+l - N+1—2

nl

Durch Induktion erhilt man

on 1 Zn—l |Z‘N+1 N
<z < N fiipn > N+ 1
al| =2 (n—l)!’ SN = N
Daraus folgt:
N N o0 N o0 |Z|N+1 N1
_ Z = ol _1Zl 9N+41-n
exp(2) 2_: nl Z nl Z (N + 1)
n=0 n=N+1 n=N+1
|Z|N+1 e |Z|N+1 e |Z|N+1

— N+1—n — 2=n —9
(N +1)! nZEN:H (N +1)! nz::o (N +1)!
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(3) Funktionalgleichung : Durch “Ausrechnen”:
exp(z) -exp(Z) = (Z z') Z il
! = !

k—1 3l

0
[e'e] k 5 3
= Z <Z =) . l') (Cauchy-Produkt (4.4.5))
k=0 \1=0 o

- i l(z + g)k nach Binomischem
- Lehrsatz (4.5.3))

O

Weitere Eigenschaften der Exponentialfunktion halten wir in folgendem Korollar fest:
4.5.4 Korollar.

(1) Yz € C:exp(z) #

(2) Ve € R:exp(z) >

(3) Vn €Z:exp(n)=e"

0
0

(4) exp : R — R ist streng monoton

(5) exp(z) = exp(2), z € C
(6) |exp(it)| =1,t € R

Beweis.

(1) 1 =-exp(0) = exp(z — z) = exp(z) exp(—=2)
= exp(z) # 0, exp(—z) = ex;(z)

o)
(2) xeR, >0 : exp(z) = T=1l4 ) 5>

Fiir x < 0ist exp(x) = ﬁ >0
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(4) Sei y >z = exp(y) = exp(x + (y — x)) = exp(x) exp(y — x) > exp(x)

o0
n

S=EX =2 =)
0 n=0 n=0

(18
(18
2|

(5) exp(z) =

n

(6) Fir t € R ist 1 = exp(it — it) = exp(it)exp(—it) = exp(it)exp(it) =
exp(it)exp(it) = | exp(it)|?

O
eit
o Frage: Was macht e”, wenn t die reellen Zahlen durchliuft?
Antwort: e 1duft gegen den Uhrzeigersinn mit
|Geschwindigkeit| = 1.
4.5.5 Satz. Fir tZ0 erhdlt man exp(it) = €%, indem man wvon 1 aus
startend M99 Uhrzeigersinn auf dem Einheitskreis die Bogenlinge |t| abtrigt.
Bewets.

(a) z+ iz ist Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn.

z +— —iz ist Drehung um
90° im Uhrzeigersinn. Fiir
z=x+1yist iz = —y+iz.

(b) Fir 0 < s < 1 liegt e't+9) auf dem Viertelkreis, der e gegen den Uhrzeigersinn
folgt ¢’(**) falls s € (0,1). Sei dazu € = a 4+ ib.

is _ = (is)" 2k _ (_1\k 2k+1 _ (_1\k:
e =" s (= (=08 T = (=1)%)

k!
k=0
B io: (i8)2k N io: (Z'S)Qk-i-l
o ! !
£ (2k)! = 2k + 1)
7 i (_1)k82k +ii (_1)k82k+1
£ (2h)! £ (2h+ 1)
82 84 56 . 82 84 86
:(1—54'1_&4-...)4—28(1—54‘5_ﬁ—‘r...)

=e¥=qa+4+ib mit a>0,b>0 fir 0<s<l1

elstt) = giseit — (a +ib)e’ = ae' +ibe™, |a]* +b* =1

e’ bewegt sich gegen den Uhrzeigersinn.
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Ly L
3 .
Ly Linge des Bogens von 1 bis e® (mit Umliufen
gerechnet) ist |¢], fiir ¢ > 0.
Ly Berechne: L,(t) = Linge des Polygonzuges
2t ; nt
(Le*n, ... ,etn)

Idee: lim L,(t) ist die gesamte Bogenlinge.
n—oo

Ln(t) = |ei% P |

fZ\e Tt ikt

_Z‘ezﬂtezﬂt i t‘

- Z et (et — 1)
k=0

n—1
kg L i1
= E ‘elntHelnt—l‘:n|eznt_1|
k=0
-1
e'n —1
= |t z — [¢]
n
O
.. 0+n_ 0
4.5.6 Lemma. Fir z, — 0, z, ¢ =1
n—0 n
schreiben ldsst.
Beweis.
oo n oo
z z
e -1= Z P Z nl
n=0 n n=1
e* —1 2, -t
= Z I
z —~ nl
e? — 1 & Zn—l & Zn—l & Zn—2
= —1= E +1—-1= E =
z n! n! n!
n=2 n=2 n=2
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e-l g

St oo
<z IeXp(|Z|)

Fiir z,, — 0 folgt also:

efn —1

Zn

= 1‘ < |znlexp(|lzn]) — 0

4.5.7 Definition. 7 := % ist der Umfang des Einheitskreises.
4.5.8 Satz.

(1) €™ = —1,e*™ =1
(2) Jedes z € C mit |2| = 1 hat die Form z = €' mitt € R (t € [0,27) eindeutig).

(3) Ist = € C\{0}, so folgt |2| =: r > 0 und |2| = 1. Damit 2 = €* mit p € R
und jedes z € C ldsst sich schreiben als z = re’® mit r = |z| und ¢ =: arg(z)
(Argument von z ). Dies liefert die geometrische Interpretation der Multiplikation
komplexer Zahlen als Winkeladdition:

2% = |2||5|ee® = |z]|z|e! P TP
4.5.9 Korollar. Fiir ¢ € R ist e!(?+2k7) = ¢k ¢ 7. Mit anderen Worten t s e’
ist 2w — periodisch bzw. die komplexe e-Funktion ist periodisch mit Periode 2mi.

4.5.10 Definition (Winkelfunktionen). Wir definieren die Winkelfunktionen
cos p = Re e’ sowie sinp = Ime'.

DaRe z=1(2+42),Im 2z = 5-(z — %) folgen

cosp = 2(e'? +e7%)

e'? =cosp+ising Eulersche Formeln

sing = - (e — e'%)
Benutze i?f = (—1)*, i?**! = j(—1)¥ um die Parameterdarstellung von cos und sin zu
erhalten:

_ oo ., (i)
ip
e Z +Z 2k+ o
k=0 0
(L 1)k 2k o 2k+1
S M Y
O = AN C

eRrR €R



44

KAPITEL 4. REITHEN

= Cos

sin

[eS)
k=0
00
k=0

k, 2k
¥

(,
(_

2% + 1)!

1)
(2k)!
1)

(

)
k@2k+1
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5 Stetige reelle Funktionen

Wir betrachten auf R stets die iibliche Metrik d(z,y) = | — y|. Aus Kapitel 3 wissen
wir, was Stetigkeit bedeutet.

5.1 Grenzwerte von Funktionen
Wir beginnen mit
5.1.1 Beispiel. (1) f : (0,00) — R, f(z) = 1 : lir%f(x) = 00 sowie
xTr—
lim f(z) =0

(2) g:(0,00) =R, g(x)=¢€¢*: limg(z)=1 lim g(x) =00

z—0 T — 00

(3) h:(0,00) = R, h(z)=sin(1): lim h(z) existiert nicht; lim h(z) =0

E r—00
Bei diesen Definitionen macht das co Schwierigkeiten, dazu:
5.1.2 Definition.

(1) Sei (z,) Folge in R, wir sagen z, ist bestimmt divergent gegen +oo, in

Zeichen lim (x,) = oo oder x,, — oo fiir n — oo, wenn
n—oo

VR>0 dngeN: z,>R Vn>ng

Entsprechend heiit z,, bestimmt divergent gegen —oo, falls lim (—z,) =

n—oo
+00.
Notation: lim (z,) = —o0
n—oo
— 1
Beispiel: — =400

(2) Sei D C R, dann heit D = {x € R: 3 (x,,) in D mit x,, — =} Abschluss von
D.
(Beispiel: (0,1) =1[0,1] )

(3) Sei DCR, f:D—R, 29 € DU {+oo}. Wir sagen f(z) — yo fiir x — z9 wenn
V(x)in D mit z, — zo; f(z) = yo (yo € RU{xoo})
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Damit gilt fiir Beispiel (5.1.1]).
(1)

(2)

lim g(z) =1, g(z) — 400 fiir =z — oo

(3) ill)% h(x) existiert nicht, da verschiedene Teilfolgen in (0,00) unterschiedliche
Grenzwerte besitzen.
5.1.3 Proposition. Sei f: D — R und D C R.
(1) Ist xg € D, so gilt: lim f(z) =yo < yo € R und f(xg) = yo und f ist stetig
bet xq o
(2) Ist vo € DNR: zlin; f(x)=yo €R
& Es existiert Fortsthung g:D — R von f und g stetig bei xo mit g(zo) = yo.
Bewets.

(1) 7=" Wegen konstanter Folge (z¢) ist yo € R und f(z0) = yo.
Folgenstetigkeit = (metr. Rdume) Stetigkeit

"< f stetig bei zp = f folgenstetig bei zg

(2) 7= folgt aus 1.

f(z) fir ze€D
7 <" definiere g(z) = ¢ Yo fir zo
42 fir o€ D\(DU{z0})

fiir f(x) — yo folgt (z — zo):
YV (z,) in D mit , — 20 : g(zn) — g(z0) = Yo
= g folgenstetig = (metr. Raum) g stetig bei zg

O
5.1.4 Proposition.
(1) Fiir (zy,) in (0,00): x, — 00 < wi -0
(2) VkeN:
lim % = 0 bew. (5.1)
z—o0 e
lim m = o0 (5.2)
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Beweis. Gleichung (5.1) und Gleichung (5.2) sind dquivalent.

x ko i k41 0 j
e 1 T T z’
oy " E s + T + g r
x b\ = il (k+ 1)! Ptk
ko ik o ik
x x x x
— § ST E — > fir x>0
| | | |
— il (k+1)! Pl (k+1)!
x . . e
und —— — oo fiir z — oo damitist auch lim — = oo
(k+ 1) z—o0 Tk
(Normale Rechenregel fiir bestimmt divergente Folgen.) O

5.2 Der Zwischenwertsatz

5.2.1 Satz (Zwischenwertsatz). Sei I C R ein Intervall und f : I — R setig. Dann
st f(I) ein Intervall.

Aquivalentes Korollar:

5.2.2 Korollar. Seia < b € R, f : [a,b] — R stetig, f(a) < f(b). Dann gibt es
V¢ € [f(a), f(D)] ein x € [a,b] mit f(x) = & (Dies folgt sofort aus dem Satz und
umgekehrt)

Beweis. Sei

y— = inf f(I) e RU{—o0}
y+ = supf(I) € RU{+oo}

Wir zeigen (y—,y+) C f(I) C [y—,y+] "R = f(I) ist Intervall.

Wihle y € (y—,yy) fiir y— < y4 (somit trivial) und (x_,zy) C I C [z—,z4].

A = {zel: f(z) <y}
Ay = {zel: fx) >y}

Damit gilt: A_ NA, =0 und A_UA, = I. Weil f stetig ist, ist A_ offen und A_ # 0
(somit wire inf(I) = y_ =y)

analog ist A # 0, A, ist offen
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei AL N{{ €R: &> x} £ 0
Behauptung: f(Z) =y

Da T = inf(44 N (z,00)) gibt es (x,) in Ay N (x,00) mit £, — T und A4 N (x,00)
offen.

(1) = f(@) = lim f(@) >y mit f(7) >y, dax, € Ay
(2) - % € A_ ist fiir n groB genug und damit
f@) = lim (fz-3)) <y

n—00

Aus 1. und 2. folgt f(Z) =y O

w\»-A

5.2.3 Beispiel. V a >0, n € N gibt es genau ein W* mit (W*)*k =a, WF =

Begriindung. Betrachte f(z) = z* auf [0,00), f(0) = 0 und
f(z) = oo fire — 00 = f([0,00)) = [0, 0) nach dem Zwischenwertsatz. D.h.V a >
gibt es ein z mit #¥ = a. Da f streng monoton auf [0, o) ist = eindeutig.

Eigentlich steht hinter dem Zwischenwertsatz (5.2.1]) ein allgemeines Prinzip (stetige
Bilder zusammenhéngender Mengen sind zusammenhéngend) und konkrete Aussagen
iiber R: (zusammenhiingende Mengen in R sind Intervalle).

5.2.4 Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum

(1) M heiit zusammenhingend, wenn jede Zerlegung von M in offene, disjunkte
Mengen trivial ist, d.h. [U,V offen, UNV =0 und UUV = M < U = () oder
V=10

(2) X C M heifit zusammenhéngend, wenn (X, d) zusammenhéngen.

nicht zusammenhéngend \ zusammenhéngend

5.2.5 Beispiel. (1) [0,1) U (2, 3] nicht zusammenhéngend in R.

(2) Alle Intervalle sind zusammenhiingend.
Der folgende Satz ist einfach zu beweisen, aber wichtig:

5.2.6 Satz. Secien (My,dy), (Ms,ds) metrische Riume, f : My — Msy stetig, X C M,
zusammenhdngend = f(X) C My ist zusammenhingend.

Das néichste Resultat ist natiirlich wieder eine Konsequenz aus der Ordnungsvollstén-
digkeit der reellen Zahlen:

5.2.7 Satz. M C R ist genau dann zusammenhdngend, wenn M ein Intervall ist.
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5.3 Kompaktheit

Kompaktheit ist ein fundamentaler Begriff. Sehr viele Existenzsiitze (z.B. Existenz von
Losungen gewisser Differentialgleichungen) griinden sich auf Kompaktheit in geeigne-
ten Rdumen.

5.3.1 Definition. Sei (M, d) metrischer Raum, K C M.

(1) Eine offene Uberdeckung von K ist eine Familie (U;);c; offener Mengen, wobei
I beliebige Indexmenge, mit

UU[DK,

lel
dh.Vee K3lel: zeU.

(2) K heiBt kompakt, wenn fiir jede offene Uberdeckung (Up)ier von K eine endliche
Teiliiberdeckung existiert, d.h. wenn es fiir jede offene Uberdeckung (U;);c; von
K endlich viele Iy, 15, ..., 1, € I gibt mit

Ul1 UUl2 U... UUZ,L O K.

5.3.2 Beispiele. (Kompakte Mengen in R)
5.3.3 Beispiele. (Nichtkompakte Mengen
5.3.4 Definition. Total beschrankt

5.3.5 Lemma. Total beschraenkt

5.3.6 Lemma. Sei (M,d) metrischer Raum, H C M.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) H ist total beschrinkt.

(2) Jede Folge (xp)nen mit x, € H(n € N) besitzt eine Teilfolge, die Cauchyfolge
15t.

5.3.7 Satz. Sei (M,d) metrischer Raum, K C M.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) K ist kompakt.
(2) K ist total beschrinkt und vollstindig.

(3) K ist folgenkompakt, d.h. jede Folge (x)nen mit , € K(n € N) besitzt eine in
K konvergente Teilfolge () jen:

V(zn) € K3 Teilfolge (xn,)jen wvon (v,) mit x,, —x, x€ K, j— o0

Unter Verwendung des Satzes (2.4.12)) von Bolzano-Weierstrafl folgt:
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5.3.8 Satz. Sei K C R. Dann sind dquivalent:
(1) K ist kompakt.
(2) K ist abgeschlossen und beschrinkt.
Beweis. (Wir verwenden Folgenkompaktheit):

(1) = (2) Sei K kompakt. Zu zeigen: K ist abgeschlossen. (Erinnerung: d.h. K¢
ist offen. < Fiir jede konvergente Folge (x,) mit (z,) in K ist lim x, € K).
Sei also (x,) eine Folge in K und lim z,, = z. Da K kompakt = 3 (z,;) mit

n—oo

lim z,; =y € K. Da 2, — x, muss auch z,; — v = 2 =y € K. K ist

n—oo

beschrinkt, sonst gibe es (z,,) in K mit |z,| > n. Diese Folge besitzt garantiert
keine konvergente Teilfolge. (Jede Teilfolge ist unbeschrinkt).

(2) = (1) Zeige: K ist folgenkompakt. Sei (z,,) eine Folge in K; da K beschrénkt
ist, ist (z,,) beschriankt. = (Satz (2.4.12)) von Bolzano-Weierstrafis) 3 eine kon-
vergente Teilfolge (z,, )ren. Da K abgeschlossen ist, ist klirn Zn, € K.

O

5.3.9 Beispiel. M # () mit der diskreten Metrik

] 0 wemnz=y
d(z,y) { 1  sonst

= {z} = Uy () ist offen. Damit gilt: U C M ist kompakt < U ist endlich. (=
(Up)zek, Uz = {z}). & K abgeschlossen und beschrinkt.
In M sind alle Mengen abgeschlossen und beschréinkt.

5.3.10 Satz. Seien (Mi,dy), (Msy,ds) metrische Riume, f : My — My stetig und
K C My kompakt. Dann ist auch f(K) kompakt. “Das stetige Bild kompakter Mengen
ist kompakt.”

Beweis. Wieder iiber Folgenkompaktheit:

Sei (yy) eine Folge in f(K). Wihle z,, € K mit y, = f(z,). Da K kompakt ist, gibt

es eine konvergente Teilfolge () mit klim Tpk = x € K. Mit der Stetigkeit von f
—00

folgt f(znk) =: yn — f(z) € f(K). Damit: f(K) folgenkompakt. O

5.3.11 Korollar. Sei (M,d) ein metrischer Raum, f : M — R stetigyg K C M
kompakt. Dann ist f auf K beschrinkt und nimmt sein Maximum und Minimum an.
D.h. es gibt xax € K, Tpmin € K mit

f(@max) = sup{f(z):z € K} =max{f(z):z€ K} sowie
f(@min) = inf{f(z):2z € K} =min{f(z): 2 € K}



5.4. UMKEHRFUNKTIONEN, STETIGKEIT UND ALLGEMEINE
POTENZEN 51

Beweis. Nur fiir das Maximum:

f(K) ist nach eine kompakte Teilmenge von R, also beschriankt. Sei s :=
sup f(K): da s das Supremum ist, existiert (s,) in f(K) mit s, — s, da s, € f(K)
gibt es x,, € K mit f(x,) = s,.

Da K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (x,)) mit 7,11_{20 Tnr =2 € K. =

(f stetig) f(znk) = Snk — f(z) = s. Damit ist « das gesuchte T ax. O

5.3.12 Beispiel.

(1) f:(0,1) = R, f(z) = L ist stetig, f(0,1) = (1,00) nicht beschréinkt. Minimum
wird nicht angenommen.

(2) g:(0,1) = R, g(x) = z ist stetig, g((0,1)) = (0,1) beschréinkt, aber nimmt auf
(0,1) weder Supremum noch Infimum an.

5.3.13 Korollar. Sei I C R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall und f : I — R.
Dann ist f(I) ein abgeschlossenes, beschrinktes Intervall.

5.4 Umkehrfunktionen, Stetigkeit und allgemeine
Potenzen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Inverse streng monoton stetiger Funk-
tionen wieder stetig ist.

Ist f : A — B bijektiv, so gibt es fiir jedes b € B genau ein a € A mit f(a) = b.
Wir schreiben a = f~1(b) und f~!: B — A heifit Umkehrabbildung oder Inverse
von f.

In R erhélt man Injektivitét (stetiger) Funktionen durch Monotonie:

5.4.1 Definition. Fir D C R, f : D — R gilt: f heiit monoton steigend genau
fallend
dann, wenn

L @2 @)

SVLIED, T i i)

gilt. Eine Funktion heifit streng monoton fallend bzw. steigend, wenn sie monoton

>
fallend bzw. steigend ist und injektiv ist (d.h. Vo, 2 € D, I >z : f(Z) < f(z)).
f ist monoton, genau dann wenn f monoton steigend oder monoton fallend ist.
f ist streng monoton, genau dann wenn f streng monoton fallend oder steigend ist.

5.4.2 Satz. Sei I C R ein Intervall, f : I — R stetig und streng monoton. Dann ist
f injektiv, f(I) =: J C R ist ein Intervall, und f=1 : J — R ist streng monoton und
stetig.

Beweis.
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(1) ohne Einschrédnkung: f ist streng monoton steigend.
f ist injektiv, da streng monoton; f(I) = J ist nach dem Zwischenwertsatz (5.2.1))
zusammenhéngend und also ein Intervall: f: I — J ist also bijektiv. Wir zeigen
nun: f~1: J — I ist streng monoton steigend: Fiir y < § werde f~1(y) > f~1(7)
angenommen. Durch Anwendung von f erhélt man:

y=Fff""w) > FUN@) =13

(2) Bleibt zu zeigen: f~! ist stetig. Wihle dazu yo € J, € > 0. Gesucht wird ein
0 > 0 mit

1F M y) — frwo) <e falls |y —yo|l <6

e 1 liegt nicht im Rand von I, d.h. 3& > 0 mit [z¢ — £,20 + &] C I.
Ohne Einschrinkung: € < e. Setze y1 = f(x0—&), y2 = f(zo+&) = (f streng
monoton) y; < yo < yo. Damit gibt es § > 0 mit y1 < yo—0 < yo+0 < y1.
Dieses § tut’s!

S (o — 8,90 +6)) € f~H(y1,y2)) = (x0 — &, 0 + &) C (x0 — £, 30 + €)
e 1z ist linker Randpunkt: (zg, 2z + €) ... weiter wie vorher

e 1z ist rechter Randpunkt: wie 2.
O

5.4.3 Definition (Folgerung). Die Exponentialfunktion exp: R — R ist streng mo-
noton steigend und stetig mit Wertebereich exp(R) = (0,00). Die Umkehrfunktion
exp ! =: In : (0,00) — R ist streng monoton steigend und stetig. Sie erfiillt die
Funktionalgleichung

In(z-y)=Inz+Iny

Beweis. Strenge Monotonie, Stetigkeit und exp(R) C (0,00) wurden schon gezeigt.
Fiir £ — oo geht exp(z) — oo. Fiir £ — —o0 ist

B 1 inf(exp(R)) =0
exp(w) = exp(—z) 0 - { sup(exp(R)) = oo.
Nach dem Zwischenwertsatz (5.2.1)) ist dann exp(R) = (0, 00). O

5.4.4 Definition. Sei k € N, f : [0,00) — R, f(z) = 2% ist streng monoton. Die
stetige Umkehrfunktion ist die k-te Wurzel, f~*(y) = /¥.

5.4.5 Definition (Allgemeine Potenzen). Seia > 0,2 € R

a” :=exp,(z) := exp(x - lna)

Rechenregeln dazu: Fiir a,b > 0,z,y € R:
(1) In(a®) =z -Ina
@) (@) = a
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(3) a*-b* = (a-b)*
Begriindung. (a®)? = exp(z -Ina)? = exp(lnbd-y) = exp(y - = - Ina) = exp((x -
—_——
b
y) -Ina) :=a®¥

(4) L =a"

a

Wichtige Grenzwerte:
(1) z* - exp(—x) — 0 fiir z — oo

(2) %Hooﬁiras—wbo,k:>0
Begriindung.
2 exp(k-Ilnz) exp(k - Inx)
Inz Inz Y Tk g
denn fiir x — oo strebt k- Inz — oo

— 0

(3) Fir allea > 0: 2% =exp(a-Inz) — oo fir z — oo
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6 Differentiation

6.1 Differenzierbarkeit: Definition und erste
Eigenschaften

Die Ableitung einer Funktion ist ein besonders wichtiger Begriff der Analysis, welcher
wiederum auf dem Begriff des Grenzwertes aufbaut. Seine Bedeutung in der Mechanik
(Geschwindigkeit, Beschleunigung) hat auch die historische Entwicklung entscheidend
mitgepragt.

6.1.1 Definition. Sei D C R, zg € D, f: D — R. f ist differenzierbar in =z,

genau dann wenn
L f@) = fw)
T—x0, TATo r — X

existiert. Weiter heissen %ﬁém’o) Differenzenquotienten von f bei xg und, falls

existent,
1@ = f0)

T—x0, THETQ T — X9

= ['(@) = - (x0)

die Ableitung von f in x(, bzw. Differentialquotient.
f heisst differenzierbar (in D), wenn f in allen Punkten x € D differenzierbar ist.
In diesem Fall erhalten wir durch

fiD—R z— f()
eine Funktion, die Ableitung von f.
Schwierig ist die Existenz der Ableitung dadurch, dass der Nenner gegen 0 geht.
6.1.2 Beispiel. (1) Die konstante Funktion f : R — R, f(z) = cist differenzierbar.
f@) = flay) _ c—c

r — X r — X

=0 — 0 fiir x — xg.

(2) Die lineare Funktion f: R — R, f(z) = ax + b ist differenzierbar.
f@) = flae) _ az+b— (azg—b)

T — X Tr — X

=a = f'(zo).

(3) Die Parabelfunktion f: R — R, f(x) = 22 ist differenzierbar.

fx) = flwo) _ 2?2 —a5) _ (x+30)(x — 70)

= = (2+x0) — 229 = f'(x0) filr z — 0.
T — 2o T — T (x — x0)
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(4) f : R = R, f(z) = |z| ist bei 0 nicht differenzierbar, fiir zy # 0 schon. Sei

Xy = (=)™ - %, damit z,, — 0
f(zn) = f(0) . :
= = (—1)" divergent,
Zp —0 (=1L
also existiert
lim M nicht
z—0 x—0 '
(5) f:R\{0} = R, f(x)= 1 ist differenzierbar.
i_41 1 11 1 [azo—ua 1 1.
0 _— — — — | = :———>——2furx—>acg
r — X r — X €T i) r — X Lo o n)
6.1.3 Satz. Fir alle zy € C gilt
C exp(z) — explz0)
1 = .
Zﬂz})lzgl#zo zZ— 20 exp(ZO)

Die Ezxponentialfunktion ist sogar komplex differenzierbar.
Beweis. Folgende zwei Fille miissen untersucht werden:
(i) Fiir 2o = 0 wurde das schon gezeigt.

(ii) Fiir allgemeine zg gilt:

exp(z) —exp(z0) exp(z — z9) — 1
p— % = exp(z0) ((ZZO)OO) — exp(20).

O

6.1.4 Korollar. Die Funktionen exp, cos,sin sind differenzierbar in R. Fir die Ablei-
tungen gilt:
exp’ = exp, cos = —sin, sin’ = cos.

Beweis. e Der Satz ist klar fiir exp, da dies ein Spezialfall von Satz ist.

%

e Ableitung von cos,sin: €*¥ = cosx + isinx.

e —etr e — e Qatz 613 . i, . .
= = 71— - — e "% = —sinxg + 1 Cos Ty
T — X9 1T — 120

Real- und Imaginérteile:

e — e'ro COS T — COS X . .
Re| ——— = ————————— — —sginxg firz — xg
T — X T — X
e’ — et®o sinx — cos xg .
Im{ — = ———————— — —cosxg firz— xg
T — X0 T — X0
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Arithmetik von Ableitungen:

6.1.5 Satz. Seien f,g : D — R in z € D differenzierbar, sei A € R. Dann sind
f+ag, M\, f-ginx differenzierbar und es gilt

(i) (f+9)(x)=f(z)+g (), Af)(z)=Af(2)
(i) (f-9)'(x) = f'(z)-g(x) + f(z)-g'(x) ,Produktregel”
(iii) Ist g(x) # 0, so ist 5 n x definiert, differenzierbar und

(f)’ (2) = f'(x) - g(x) — f(x) - g'(x)

g g(x)?

»Quotientenregel®.

Die einfachen Beweise lassen wir hier weg. Als Anwendung erhélt man z.B.
6.1.6 Beispiel. (1) Sei fi(x) = 2*, k € Z. Dann ist
fola) = k-2t
(fiir £ < 0 nur fiir x # 0 definiert.)

(2) Definicre tan : (—%,%) — R, tanz := 222 Es ist auch tan differenzierbar und

1
tan’(z) = ... = cos(z) =1+ tan?z.

6.2 Lineare Approximation und Tangenten

Nun kommen wir zu einer Charakterisierung der Differenzierbarkeit, deren Bdeutung
erst in hoheren Dimensionen wirklich klar wird.

6.2.1 Satz. Sei D C R, a € D\{a}, f: D — R. Aquivalent sind
(i) f ist differenzierbar in a.

(ii)) 3ceRIp: D —Rmit lim 22 =0 50 dass

z—a,x#a T9

f(x)=fla) +c-(z—a)+p(z) (zeD).
%’_/

affin linear

In diesem Falle ist c = f'(a). y = f(a) 4+ F'(a) - (z — a)

,» Langente”
) =4
-

Die Tangente t(z) = f(a) + f'(a) - (x — a) approximiert f an der Stelle a in ,erster
Ordnung®, d.h. der Fehler ¢(z) geht bei a schneller gegen 0 als « — a (linear).
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Beweis. [(zu Satz[6.2.1))] ,,(i) = (i)
p(x) = f(x)—f(a)=f'(a) (z—a)

= f(z) = fla)+f'(a) (z—a)+(z)
und

SD(‘T) _ f({E) - f(a) _ f’(a) 0 fiir 7 — a,

T—a T—a
weil f differenzierbar ist.
»(i) = (1)

f2) = fla) _ fla)+e (@—a)+e@) - fla) _ . #@) e
T —a x—a x—a

also ist f differenzierbar bei a mit f'(a) = c. O
6.2.2 Korollar. Sei f: D - R, a € D.
f st differenzierbar in a Z f stetig in a.
Beweis. f(z) Satzlazd O

fla) + f’(ah(w 4 Eele) = fla) iz - a.
nte-gagen, approximiert g

(in%0-ter Ordrifing) am Punkt a, wenn
Nun noch etwas mehr zur ,linearen mg@ngt%@} =0.

7

,,,,,,,,, sl

=

f approximiert ¢ in erster Ordnung (linear) in a, wenn

i £ (%) —9(@)

Tr—a xr—a

207

d.h. wenn der ,Fehler” f(z) — g(x) bei Anndherung an a schneller als linear fillt.

Allgemeiner:
f approximiert g in k-ter Ordnung im Punkt a, wenn
lim £~ 9(2) g(f) =0,

r—a T — a)

Bemerkung. (a) f ist stetig im Punkt a
<= f approximiert die konstante Funktion f(a)
<= dc so, dass f die konstante Funktion ¢ approximiert.

(b) f ist differenzierbar im Punkt a

<= f approximiert die affine Funktion f(a)+ f'(a) - (z — a) in erster Ordnung

<= es gibt eine affine Funktion, die f in erster Ordnung approximiert.
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6.3 Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

6.3.1 Satz. Sei I C R ein Intervall, f : I — R stetig und streng monoton, J := f(I)
und g = f~1:J — I. Ist x € I, f differenzierbar in x und f'(x) # 0, so ist g in
f(z) =: y differenzierbar und ¢'(y) = % = m.

Fiir die Umkehrfunktion werden z und y vertauscht. Also ist der Graph von f~' =g
das Bild des Graphen von f unter der Spiegelung an der Winkelhalbierenden.

i KT‘?\;\"

Was ist fir f'(z) = 0?
Beweis. (von Satz[6.3.1)) Sei (yn) C J\{y}, yn — ¥,

9(yn) — 9(v) Tp—T

Yn — Y f(@n) — f(z)’

wenn wir @, := g(y,) definieren. Nun konvergiert

f(xn> _f(l’) Tp — &

)1 — ()
O

6.3.2 Beispiel. In' = %; setze f =exp: R — (0,00), g =In =exp~!: (0,00) — R.
Fiir y > 0 folgt
) 1 1 1
f'l9()  exp(n(y)) vy
6.3.3 Satz (Kettenregel). Sei f : D - R, g: E — R mit f(D) C E. Sei f in x
differenzierbar und g in f(x) differenzierbar. Dann ist g o f in x differenzierbar mit

(g0 f)(z)= g'(f(z)) - ['(2)
—_——

aussere innere
Ableitung

Beweis. Setze y := f(z), g* : E — R,

g(m)—g(y) - fiir
gm={ oy o frnFy
gy : firn=y



6.4. HOHERE ABLEITUNGEN UND PARTIELLE ABLEITUNGEN 59

Da g in y differenzierbar ist, gilt lim ¢g*(n) = ¢*(n) = ¢'(y).
n—y

Fiir alle n ist g(n) —g(y) = (n—y)g"(n). (%)
Mit diesen Voriiberlegungen gilt

gof(§) —goflx)  g(f&)—9) » g (f()f(E) —y)
¢E—x E—x (-

I

)
*
—~
~
o)
72"
~
=

6.4 Hohere Ableitungen und partielle Ableitungen

Ist f : D — R differenzierbar, so definiert f’ : D — R eine Funktion, welche man
wieder auf Differenzierbarkeit untersuchen kann.

6.4.1 Definition. Ist f’ an der Stelle 2 differenzierbar, so nennt man

L &f
" dx?

(f) (o) =: " (wo) =: ——5(w0)

die zweite Ableitung von f in zg.
Induktiv wird die k-te Ableitung von f an der Stelle zy definiert und mit

78 (o) = (£51) (o)

Es heisst f : D — R ist k-mal differenzierbar bei xg, wenn die k-te Ableitung existiert
(d.h. f ist differenzierbar, f ist differenzierbar,..., f(*=1 ist differenzierbar in ).

6.4.2 Definition. f heisst k-mal stetig differenzierbar in D, f: D — R, wenn f
iiberall in D k-mal differenzierbar und die k-te Ableitung f*) zusiitzlich stetig ist.

Bezeichnung:
C*(D) = {f:D —R:fk—malstetig differenzierbar},
C%D) = C(D)={f:D—R: f stetig}

Natiirlich ist C°(D) > C*(D) > C*(D) D ...
Wir wollen schon einen voreiligen Blick auf den d-dimensionalen Fall wagen:

f:RY SR, bzw. f: U — R, U c R? offen

Ist 7o € RY e = (0,0,..., 1 ,0,...) der k-te Einheitsvektor, so wird durch
k—te Stelle

gk : (—e,e) Dt — flxg + teg)
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fiir € > 0 klein genug eine Funktion gy : (—¢,¢) — R definiert, die partielle Funktion
in Richtung eg. Ist diese Funktion fiir ¢ = 0 differenzierbar, so ist

9 h-en—
57;;(170) = g1 (0) = ;llii% J(xo) + hek f (o)

die k-te partielle Ableitung von f, bzw. partielle Ableitung in Richtung ej.

6.4.3 Beispiel. H : RS — R, H(q1, 42,93, p1,p2,p3) == ||p||>—||¢||>. Hier wiirde man
die partiellen Ableitungen entsprechend mit g—f = p;, STZ = 2q.

(Wichtiger physikalischer Hintergrund: die Hamiltonfunktion fiir den harmonischen
Oszillator.)

6.5 Lokale Extrema, Mittelwertsatz und Satz von Rolle

Alles beginnt mit einer

6.5.1 Definition. Sei DCR, f: D —- R, z € D.

f hat an der Stelle z ein lokales Maximum < 30 > 0V¢ € (z—4§,2+90) : (&) < f(x).
f hat an der Stelle z ein globales Maximum < V¢ € D : f(§) < f(x).

f hat an der Stelle x ein lokales/globales Minimum < — f hat an der Stelle z ein
lokales/globales Maximum.

Ein Extremum ist ein Maximum oder Minimum.

f hat bei z ein striktes Extremum < V¢ € D : f(§) # f(x).

6.5.2 Satz. In z¢ € (a,b) besitze f : (a,b) — R ein lokales Extremum. Ist f in xg
differenzierbar, so ist

f/((ﬂ(]) = 0

Beachte: f/(x) = 0 ist notwendig aber nicht hinreichend. Z.B. hat f(z) = 23, f/(0) =
0 aber kein Extremum bei zg = 0!

Beweis. (von Satz [6.5.2)): Wir betrachten 0.E.d.A. den Fall, dass f ein Minimum be-
sitze. Sei x,, \, g, dann ist

n—o0o (L‘n — Q’,‘O

>0
Ist andererseits y,, " g, so gilt

fl(fo) — lim f(yn) — f(x0) >0.
n—so Y, — T

>0

Insgesamt: f'(xq) = 0. O
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6.5.3 Satz (Rolle, 1652-1719). Sei a,b, f : [a,b] — R stetig, f(a) = f(b) = 0 in
(a,b) differenzierbar. Dann existiert £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

A4

Beweis. Nach Satz (welcher?) aus Analysis I besitzt f in [a, ] ein globales Maximum
und ein globales Minimum. Ist eine dieser Stellen zg in (a, b), so ist f’(x¢) = 0 nach dem
vorherigen Satz. Haben wir als Minimum- und Maximumstelle jeweils a,b gefunden,

so ist /' = 0. O

Als Korollar konnen wir von der Voraussetzung f(a) = f(b) = 0 absehen:

6.5.4 Korollar (Mittelwertsatz). Sei a < b, f : [a,b] — R stetig und in (a,b)
differenzierbar. Dann gibt es € € (a,b) mit

fla) = f(b)
a—b

f1©) =

Beweis. Setze

F(z) =
Gleichung der Sekante
— F(a) = F(b) = 0 =B 3¢ priey — 0, also
b) — f(a
0=F() = f(e - 1O

6.5.5 Korollar. Sei f: [a,b] — R stetig, differenzierbar in (a,b).
(a) Ist f'(x) =0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant.
(b) Ist f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b), so ist f monoton steigend.

(c) Ist f'(x) >0 fiir alle x € (a,b), so ist f streng monoton steigend.
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Analoges gilt fir f' <0 bzw. f' <0.

Beweis. (a) Sei a < z < y < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es £ € (x,y) mit
(&) = LU=LD o f(y) — f(2) = f/(€)(y — 2) = 0.

(b) fly) = flx) = F(E)y—2) =0

(©) fy) = fz) = (E)y—2)>0 .

6.5.6 Korollar. Sei f : (a,b) — R stetig differenzierbar und ist * € (a,b) mit
fi(x) =0 und f"(x) < 0(f"(x) > 0), so besitzt f in x ein striktes lokales Mazimum
(Minimum,).

Beweis.

f'(y)

= Je>0:0>—= (0<|y—z|<e)
y—x

= f(y)>0firalley e (z—e,2)A f'(y) <O fiir alle y € (z,x +¢)
= fistin (z — &, ) streng monoton steigend A f hat in x ein striktes lokales

Maximum.

O

6.5.7 Korollar (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f, g : [a,b] — R stetig,
in (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein £ € (a,b) mit

Beweis. Betrachte F : [a,b] — R,

F(x) = (f(0) = f(2))(9(x) — g(a)) = (f(z) = f(a))(g(b) — g(a))
= F(a) = F(b) = 0. Satz von Rolle: 3¢ € (a,b) :
0 = F(§
= (f(b) = f(a))g'(§) = F'(E)(g(b) — g(a))
O

6.5.8 Korollar (Regel von de I’'Hospital, 1661-1704). Seien f,g : [a,b) — R
stetig, in (a,b) differenzierbar, ¢'(x) # 0 fir x € (a,b), f(a) = g(a) = 0. Ezistiert
lim f'(z)

7(z) 50 existiert
z\,a

fl) . (@)

lim = lim .
wNa g(z)  aNa g'(z)
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Beweis. Sei z,, \, a. Zeige lim g g)) = lim £ :(w). Mit verallgemeintertem Mittelwert-
n—oo n

satz wéhle € € (a, z,) mit
(f(zn) = f(a))g'(&n) = (9(zn) — g(a)) f'(&n)
~—
=0 =0
Da mit x,, \, a auch &, \, a folgt

flea) _Fl6) @)
g(xn) g/(gn) zN\a g/($>

O

Bemerkung. Entsprechende Aussagen gelten auch fiir li}n H2) Die Falle a = —00,b =

b 9(x)
~+oo sind zugelassen.

6.5.9 Beispiel. i l=cosz _o
eispie (a) wl\r% sinZ x

2 1; sin x 1
(' }3{% 2sinx-cos 2)

(b) lim sinz —?

\0 ¥
(1 = =1 =)
(¢) lim (1 — L) = lim (S2i=2) = =0

N0 % sinx 20 x-sin x
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7 Integration

Wir betrachten nun das Riemann-Integral. Fiir den Mathematiker geht es zunéchst
um eine geeignete Definition. Der Hauptsatz der Integralrechnung (HDI) wird dann
als wichtigstes Hilfsmittel zum Berechnen von Integralen werden.

7.1 Das Riemann-Integral

7.1.1 Definition. Sei a < b. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heisst Treppenfunktion,
wenn es eine Unterteilung ¢ = zo < 21 < ... < 2, = b gibt mit ¢ ist konstant in
(zk, Tp41) fiir alle k =0,...,n — 1. Die Menge der Treppenfunktionen wird mit T'[a, b]
bezeichnet.

Behauptung: T'[a, b] ist ein Vektorraum.

7.1.2 Definition. Sei ¢ € T'[a,b] mit der Unterteilung a = 29 < 21 < ... < zp = b
und ¢(z) = ¢ fir ¢ € (vg—1,2x), £k =1,...,n. Dann ist

b n
/(p(;l:)dx = ek (g — xp—1)

k=1

¢y Flache des k-ten Ballcens

Bl

b
Bemerkung. [ ¢(z)dx € R entsteht als , gewichteter Flidcheninhalt zwischen Graph

und z-Achse, Flichen unter der z-Achse werden negativ gezahlt.

7.1.3 Lemma. Seien p,v € T[a,b],\ € R. Dann gilt

(4) /b(sDJriﬁ)(ﬂf)d:v = /b@(l’)dl”r /bw(l’)dfv,
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(i) /b(w)(x)div =A /bv?(:v)d%

(#i1) 0>0= /cp(w)dm >0,

a
b b

) | @@z < [lo@lds,

a a

Die ersten beiden Eigenschaften kann man dadurch zusammenfassen, dass man sagt

b
I:T[a,b] >R, p— /cp(x)dm
a

ist linear.

Die Eigenschaften (iii), (iv) heissen manchmal auch Monotonie bzw. Positivitét des
Integrals.

Aus (iii) folgt natiirlich (betrachte ¢ — ¢)

p <= /bap(x)dx < /bw(w)dx

Wir wollen nun versuchen I : T'[a, b] — R auf einen groBeren Vektorraum fortzusetzen.
Bis jetzt konnen wir ja nur Treppenfunktionen integrieren und so interessante Beispiele
wie das folgende funktionieren so nicht.

1 J V1 —a2de = % Kreisfliche
i i 21

Bei der Fortsetzung sollten Linearitéit und Monotonie bestehen bleiben.

7.1.4 Definition. Sei f : [a,b] — R beschrénkt. Dann existieren

b
/f = sup /ap(x)da: : ¢ €Ta,bl,o < f 7 Unterintegral und

a

_ b
/f := inf /¢($)da: : ¢ € Tla,b], f <, Oberintegral von f.

Hat man eine ,verniinftige* Fortsetzung I(f) fiir f gefunden, so ist wegen der Mono-
tonie

[r=10< [



66 KAPITEL 7. INTEGRATION

Die Riemann-integrierbaren Funktionen sind die, fiir die diese Ungleichung den Wert
von I(f) schon festlegt.

7.1.5 Definition. Wir nennen f Riemann-integrierbar, wenn f : [a,b] — R be-
schréinkt ist und [f = [f. Der Vektorraum der Riemann-integrierbaren Funktionen
ist Rla,b]. B

Ziel: f : [a,b] — R stetig = f Riemann-integrierbar.
7.1.6 Satz. Sei I C R kompakt, f : I — R stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig, d.h.
Ve>03d Vayel:|lz—yl <d=|f(x)— fly)| <e.

Beweis. Angenommen die Aussage des Satzes gilt nicht, dann existiert € > 0 und
Ty Yn € I mit |z, —y,| < 2 und |f(z,) — f(yn)| > . Wihle konvergente Teilfolge
(zn,) (I kompakt)

r:= lim z,, = lim y,,, da |z, —Yn,| < k"

e <|f(xzn,) — f(yn,)| — 0, da f stetig = Widerspruch. O

Rlab]

Dies folgt aus

7.1.7 Satz. C([a,b]) C R([a,b]).

Beweis. Jedes f € C([a,b]) ist nach S.v. Maximum beschrénkt. Sei e > 0. Wiihle § > 0
mit [y — x| <0 = [f(z) - f(y)] < 55

Moglich nach Satz
Wihle Zerlegung a = g < 21 < ... < &, = b mit |2 — 21| < §. Dann folgt

g

max r)—  min z)| < .
|z€[xk—1’zk] /(@) CEG[Ik—l,CEk]f( )= b—a

=:dy, =:Ck
Fiir
Y(x
o(x
folgt ¥, € Tla,b], ¢ < f < ¢ und

~—

= dy fiir x € [xg_1,2), f(b) fiir x €D
= ¢ fiir x € [wp_1,28), f(b) fiir x €

~

b b
[o@in - [o@as| < Yl - en)(on —mu)
a a k
< Zbi (xg — TK—1)
k
= (-0
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Also gilt

_ b b

[1-[1= [v@is- [owin <=
Da ¢ beliebig, ist f € R[a,b]. O
Bemerkung.

f € Rla,b] < Ve>03¢,9 € T[a,b] mit
b b
o < f <1 und /Q/J(x)dx—/cpdmga.
Riemannsches Integrabilititskriterium:

Bemerkung. f € Rla,b] <= Ve >03p,¢p € Tla,b), p < f<¢mit [¢p— [¢<e
7.1.8 Satz. Sei f : [a,b] — R monoton. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f monoton steigend = f beschrénkt. Fixiere ein
a

n € N: Wihle Zerlegung a = 2o < ... < z, = b mit x; — z;41 = b=a

n

olx) = fla;—q) falls ¢ € (x;-1,2;), o(b) := f(b)
v(z) = f(xy) falls ¢ € (wi_1,2;), ¥(b) := f(b)
= p<[f<vy

b n
Jo-o@ar = 3 () - fia) ot = S () - fan)

n n

n ist beliebig (fiir grole n wird die rechte Seite beliebig klein).

:>/f—/f:>f€R[a,b].

O

7.1.9 Satz. Sei f € Rla,b] und ¢ > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass fir jede
Unterteilung 0 = xo < 21 < ... < T, = b mit ,Feinheit® max? ,(x; — x;—1) < § und
beliebige fi € [Infrc(e,_, v F(T),SUP ey, 20 F()] gilt:

b

/f(x)da: - Zfi(xi —xi_1)| <e.

a
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n

Bemerkung. Ist ;o1 < & < x;, fi = f(&) = > f(&)(z; — x;-1) heift Riemann-

=1
Summe.

Wir haben I : T'la,b] — R (linear und monoton) auf R fortgesetzt. Jetzt kommen wir
zu Linearitdt und Monotonie

b
I:Rfa,b] >R [~ /f(x)dm
7.1.10 Satz (Hilfssatz). Seien f,g: [a,b] — R beschrinkt. Dann gilt
(a) Fir A >0 ist f/\f(x)dx =\ ]f(ﬂj)d:ﬂ

(b) f(f+g)§ff+fg

(c) [£==](=D.
Beweis. (a) ist klar fiir A = 0. Sei also A > 0 : Ist ¢ > f € TJa,b]. Dann ist
A=A f

//\f(x)dx < /)\go(x)dx = )\/cp(x)dm.
Infimum iiber ¢ € T[a,b], ¢ > f:

//\f(:v)dx

A
>
~
—
=
=
8
I
>
>
> =
N———
=
8
~—
U
8

. (>
< )vl/)\f(x)d:v:/)\f(a:)dx.

(b) Sei g, ) € T[a,b], o> f, v >g=f+g<p—1.

[ =@ < [ )@= [ oo+ [

Infimum iiber ¢ € T[a,b], ¢ > f:

/(f‘f'g)(fﬂ)dw = /f(:v)dm—i—/w(ac)dx.

Infimum iiber ¢ > g, ¥ € T'a,b| :

/(f—i—g)(x)dxé /_f(x)dx—i—/_g(x)da:.
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() < fe—f=—1
7.1.11 Satz. Seien f,g € R[a,b], A € R. Dann sind f + g, \f € R|a,b], und:

b b
(a) [(f+9)(@)dx = [ —abf(z)dz + [ g(x)dx.

b

b
() [Af)(@)dz = X- [ f(2)de.

a

(c) Ist f < g, so gilt [ —abf(z)dx < ;g(x)dx.

a

Beweis. (a) Es gilt

—
&h
+
—
e}
IA I
| |
/N
\\ \\
| —
= =
+ +
NP |
| —
— 4
Q ~
+
&

N

< /(f+g)§/f+/g.

Da[f=[f [g=[g:alle, < sind,=*
(b) folgt sofort aus dem Hilfssatz[7.1.10

(¢) p>g=¢>fund fngf-

7.1.12 Korollar. Sei f € Rla,b]. Dann gilt
f*, fm.|f] € Rla,b).
Dabei ist
(@) =max{f(z),0}, f~:=(-fN)" fr—f"=f fl=f"+f

Es gilt
b

[ s

a

b
< / F@)|dz < (b~ a) - sup{|f(z)]| : = € [a,B]}.

a
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f+
T

Beweis. Sei ¢ > 0. f € Rla,b]. Es existieren ¢,¢ € Tla,b], ¢ < f < ¢ mit [(¢p —
< ft<

©)(z)dr < e. Mit ¢, € T|a,b] ist auch p*, " € T[a,b] und o™ Y.
0 < Vet svops [Who oM@ < [w- P <e
= f* € Rla,b]
= fT=f"—feRab, |fl=f"+f €Rlab]

b

[ s =4 /b F(2)lda

a
b b

- [ 1@z = [(-pia)de < / |F(@)ldz.

a a

Polf@)] < pi=sup{f(2) : @ € [a, 0]}
b b

= /f(x)dxg/pdx:(b—a)p.

a a

7.1.13 Satz. Seia <b<c, f:la,c] = R. Dann gilt

f € R[CL, b} ~ f‘[a,b] € R[a7 b] und f|[b,c] € R[(L b]

/c f(x)de = /b F(x)dz + / F(x)dz.
a a b

Bemerkung. Fir f : M — M', d Cc M ist flp : D — M', (fIp)(z) := f(x) die
Einschrankung von f auf D.

Es gilt dann

a

a b
Beweis. Einfach. Man setzt [ f(x)dz = 0. Fiir b < a gilt [ f(z)dz = — [ f(x)de. O
a a b

7.2 Integration und Differentiation, der , Hauptsatz*

Hier werden wir sehen, dass Integration die ,,Umkehrung® der Differentiation ist. Da-
mit werden normalerweise Integrale berechnet. Sei I C R ein Intervall.



7.2. INTEGRATION UND DIFFERENTIATION, DER ,,HAUPTSATZ%

xT

7.2.1 Satz. Sei f: I — R stetig, a € I. Definiere F : I — R, F(z) := [ f(t)dt. Dann

a

ist F' differenzierbar und F' = f.

Beweis. Zu zeigen ist

(F(x+h)—F(z)) — f(z) fir h — 0:

S =

x+h x

(Flash) = F@) -~ f@) =5 | [ s~ [ £t ] - 1ia)

S

1 z+h 1 z+h 1 z+h 1 z+h
5 [ twi i@ =5 [ soae- g [ =g [ 0= @
T x x x

Mittel iibers

x+h
LFern - Fe) - 5@ < gl [0 - s
< Il su{17(0) = F@)] e =] < 1]} =0
fiir h — 0.

O

7.2.2 Definition. Sei f : I — R. Eine differenzierbare Funktion F' : I — R mit
F’ = f heifit Stammfunktion fiir f.
Schreibweise: F' = [ f(z)dx.

Ist G : I — R eine weitere Stammfunktion, so folgt F/ = G’, also G = F+ const.

7.2.3 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : I — R
stetig. Dann besitzt f eine Stammfunktion und fiir jede Stammfunktion G gilt:

b
/f(x)dx — G(b) — Gla) = G()[".

Beweis. Mit F(z) := [ f(t)dt folgt mit [7.2.1] die Existenz einer Stammfunktion.

b
Klar ist: [ f(t)dt = F(b) — F(a). = Behauptung fiir beliebige Stammfunktionen
G: G(b)—G(a) = F(b) — F(a). O
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7.2.4 Satz (Substitutionsregel). Sei f : I — R stetig, ¢ : [a,b] — R stetig diffe-
renzierbar, ¢([a,b]) C I. Dann gilt

b
/ Fp(®) - ¢ (t)dt

I
—
~
=
Y
8

yEselsbriicke®: x = p(t), de = ¢ (t)dt.

Beweis. Sei F : I — R Stammfunktion zu f. Fiir F o ¢ : [a,b] — R gilt (Foy)'(t) =
F'(p(t)) - ¢'(t). Aus dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt

b ©(b)
[ fe®ye = Fet) - Fo@) = [ f(oyda,
a v(a)
O
b b+c
7.2.5 Beispiel. (a) Fiir [ f(z + ¢)dz = 4f_ flx)dz ist p(t) ==t +c, ¢'(t) = 1.

b
(b) Fiir Zahlen —1 < a <b<1sei [V1—xz2dx. ¢(t) =sint, ¢ (t) = cost.
a

p(v) v v
/ \/1—x2dx=/\/1—sin2t~costdt:/cosztdt.
e(u) u u

arcsin b

b
:>/\/1—:r2dx: / cos? t dt.
a

arcsin a

7.2.6 Satz (Partielle Integration). Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar, g :
[a,b] — R stetig mit der Stammfunkion G. Dann gilt

/ F(@)g(x)dx = f(2)Glz) — / F(0)C ().

Merkregel: [uv' =uv — [uv.

Beweis. Nach der Produktregel und dem Hauptsatz der Integralrechnung ist dieser
Satz klar. Die Ableitung der rechten Seite liefert fg + f'G — f'G = fg. O

7.2.7 Beispiel. (1) Es gilt

1

/lnxdmz/ 1 ~1nxdm=x-1na:—/m-fdxza:-lnx—x:x(lna:—l)
~~ ~~ X

f
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(2) Weiterhin:

1
arctanz dr = 1-arctanxdx = x - arctanx — [ - ——— dx
| 14+ 22
1 2
= x~arctan:z:—§ln(1+x )
Hierbei ist arctan’ x = 1jz2'
(3) Es gilt

/cos2tdt = cost-sint + /sin2tdt =cost-sint + / 1 —cos?tdt

= cost-sint+t—/6082tdt
2 1 .
= cos“tdt = §(cost~smt—|—t)

arcsin a

b
1 arcsin
ﬁ/\/lfﬁdaz = i(cost~sint+t)| ’
Fira=-1,b=1 = /\/1—x2da;:g

7.3 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir beschrinkte Intervalle und beschriankte Funktionen betrachtet.

;
7

r

OO

7.3.1 Definition. Sei a € R, b > a, b € RU {o0}. Sei f : [a,b] — R auf jedem
Intervall [a,b], r < b Riemann-integrierbar. Falls

T b

tiy [ f(a)dz = [ fla)da
b

existiert, so heifit f auf [a,b) uneigentlich R- integrierbar ([ f(z)dz ist konver-

gent).

Analog fir —oo <a<b< oo, f:(a,b] > R und fiir —oco < a < b < 0.
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oo
7.3.2 Beispiel. (1) Es ist [ %22° konvergent fiir s > 1 und nicht konvergent fiir
1

s <1.

Beweis: s#1:

T
dz _ st
— = [ dzx %=

xs 1—s

v opTstl | fir s > 1
- _
1 1—s 1—s 00 fir s <1

1

Fiir s = 1: (Stammfunktion In)

1
(2) Es konvergiert JZ—I fiir s < 1, nicht fiir s > 1.

T_S+1 1 r—00
Rechnung wie oben: — - ..
1-s 1-s
(3) [ % konvergiert nicht.
0
(4) Es gilt
00 0 T
1 . 1 . 1
[t = [ e i [
— 0 —r 0
. . T ™
= lim (—arctan(—7)) + lim arctanr = — (—§> + 5=T7

7.3.3 Satz (Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen). Sei f : [1,00) — [0, 00)
monoton fallend. Dann gilt:

Zf(k:) konvergent <= /f(x) dx konvergent.
k=1 1

N
Beweis. Y f(k) <
k=2

fla)ds < 3 78

N

=

NN

beschrankt

o0 N N
Zf(k) konvergent <Z f(k:)) beschrinkt < /f(x) dx
k=1 N

1

= /f(x) dz konvergent.
1
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o0
7.3.4 Beispiel. Y - =: p(s) konvergiert fiir s > 1.
n=1
Riemannsche Vermutung: p(s) kann man fortsetzen zu einer Funktion auf C\...

Vermutung: Alle Nullstellen dieser Funktion liegen auf Re z = %

7.3.5 Beispiel. (1) s R\{1}: [z%dz= SJrnggs+1|l;

Hierbei:

se€Ng: a,beR

s€Z,s<—=2: a,b>0odera,b<0
seER\Z: a,b>0.

(2) Es ist
b
ld _ Inz|® fir a,b >0
207 In(—2)P  fira,b<0

Einfache Schreibweise: [ 1dz = In|z|

(3) [sinzdr = —cosz, [coszdr=sinz.
/sinxdm = —cosz|j=—cosm—(—cos0)=+1+1=0
0
1
/ 5—dr = tanz Vorsicht mit Definitionsbereich!
cos? x

(4) [expxdr =expx
(5) Partialbruchzerlegung: f(z) = = auf (—oo, —1),(—1,1), (1, 00).

1—x2
- 1 o« n I]
1—-22 (1-2)(1+2) 1-2 14z
Die Zerlegung klappt fﬁrazﬁz%: 1_1032 = éz—i—j_m

dx 1 dx dx 1
—_— = = _— =—(=Inll - In|1
/1—x2 2(/1—x+/1+x> 5 (ZInfl =zl +Infl 4]
1 1+
= —|(In
2( 1x>

7.3.6 Satz. Fir x > 0 ist das uneigentliche Integral

(z) := /tmfleftdt
0
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konvergent. T : (0,00) — R,  — /(x) heifft Gamma-Funktion. Es gilt: T'(z + 1) =
x-D(x) firc >0, T'(n+1)=n!(neN)

Beweis. Fir0<t<1: 0<t*let <=1

1

1
= /t“le*tdt < /tm’ldt < 00
s

T

Wl
IN
o
8
o
|
Wl

Fir1<t: 0<t*let=¢"lg=5 03
——

—0

R R
= /tw_le_tdt <y /e_%dt = (—2)6_% ? =272 —2 7 < oo
1 1
o0
= /tm_le_tdt konvergent
1
R R
7 et dt =7 et|" trle~tdt = T(z+1) = 1.
/ e e ’T +x e (x+1)
T u v T

Induktionsschritt: T(n+1+4+1) = (n+ 1)I'(n+1) = (n+ 1)n! = (n + 1)! O
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