TECHNIS@HE UNIVERSITAT
HEMNITZ

Skript zur Vorlesung

ANALYSIS 11

Prof. Stollmann

SS 2004

FAKULTAT FUR MATHEMATIK



2 Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

[8__Konvergenz von Funktionenfolgen| 3

[T GleichmaBige Konvergenz und Vertauschungssatze] . . . . . .. ... .. 3
8.2 Potenzreihenl . . . . . . . . . .. e 7
8.3 Taylor’'sche Formel| . . . . .. .. ... ..o 0000 10
O Funktionen mehrerer Veranderlicher 13
9.1  Stetige Funktionen von R™ nach R™ . . . ... .. ... ... ... ... 13
9.2 Differentiation von Funktionen von R™ nach R™ . . ... ... ... .. 17
9.3 Differentiationsregeln und Mittelwertsatze] . . . . . . . .. ... ... .. 23
9.4 Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor| . . . . . . ... ... ... 26

9.5 [Lokale Extrema differenzierbarer Funktionen 30



8 Konvergenz von Funktionenfolgen

Mit metrischen Rdumen haben wir den Begriffsapparat, um Konvergenz nicht nur
fir Folgen von Zahlen sondern auch fiir Folgen von Funktionen zu definieren. Das
wird dazu fithren, dass wir interessante Funktionen mit Hilfe von Grenziibergéingen
definieren kénnen.

8.1 GleichmaBige Konvergenz und Vertauschungssitze

Fauler Trick: 1 = 2% = lim 2° = lim lim ¥ = 0 ??

x—0 y—0zx—0
Wir sehen, dass die Vertauschung von Grenzwerten Probleme bereiten kann. Solche
Vertauschungen kénnen auch ,versteckt* in Ableitungen, Integralen etc. auftauchen.
Ein Schliissel ist der Begriff der gleichméfligen Konvergenz.

Sei nun M eine Menge, (Y, dy) ein metrischer Raum.
8.1.1 Definition. Seien f, : M — Y, ne€ N, f: M — Y. Dann gilt:

fn — f punktweise : & VezeM: f,(z)— f(z)in (Y,dy)
& Yz eMVe>0 3Ing € NVn>ng:dy(fu(z), f <
fn — f gleichmidfig : < Ve>0 IngeNVn>nogVee M :dy(fn(z), f(x)) <

(hier hiingt ny nicht von z abl!)

8.1.2 Beispiel. (1) M = (0,1), f,(z):= 2™ Dann: f, — 0 punktweise aber nicht
gleichméfig.
(Nicht gleichdflig, sonst gébe es ng € N : Vo € d(z™,0) < % im Widerspruch zu
lim z"™ = 1.)
rx—1
(2) M =(0,2), fu(z) =2 Dannist f, — 0 gleichmaBig.
Bemerkung. Es gilt

fn — [ gleichméBig < sup dy(fn(x), f(z)) — 0 fir n — oo.
reM

FirY =R,C &  sup |fu(x) — f(z)| — 0 fir n — oc.
zeM

Nun der erste Vertauschungssatz fiir reelle Funktionen.
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8.1.3 Satz. Seia <b, f,:[a,b] = R, f:][a,b] = R Riemann-integrierbar. Dann gilt

b b
fn— f gleichmdfig = /fn(x) dr — /f(x) dz.

Beweis.

/bf(x) dw—/bfn(x) dx| < /blf(ﬂf)—fn(ﬂﬁ)l dx

Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 ein ng € Nmit |f(z) — fn(2)] < e (z € [a,b], n >

no)
Damit fiir n > ng:

b b b

[ @)= [ futa) ds| < [15@) - @) do < e

a a a

Mit anderen Worten: ,,Unter geeigneten Voraussetzungen“ gilt

b b

[ uede = i [ (o) ds

a a

Dass man nicht ohne Voraussetzungen [ und lim vertauschen darf, zeigt das néchste
Beispiel:

8.1.4 Beispiel. Seia=0,b=1:
0

[ fu(z)dz =1, lim f,(z)=0.

1 n—oo

Also:

0

1
{(nlingo folz))de =0+#1= nlirrgogfn(x)dx

nil

Graph /)

= | =t
= | ko
iy
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Nun ein leicht zu beweisender, aber fundamentaler Satz.

8.1.5 Satz. Seien (M,d),(Y,dy) metrische Rdiume; seien f, : M — Y stetig fir
neN, f: M —Y. Dann:

fn— [ gleichmdifsig = f stetig.

Beweis. Seie >0, x € M. Wihle ng € N mit: Vn > ng

sup dy (fu(y), f(y)) <

sup 5 (=m0 (%)

Nach Voraussetzung ist f,, stetig; also existiert 6 > 0 mit

Vye M,d(x,y) <6 dy(fag(2), fno(y)) < (%)

Wl ™

Fiir d(z,y) < 6 folgt:

dY(f(l'),f(y)) < dY(f(x)vfno(i))+dY(fno(x)vfno(y)) +dY(fn0(y)7f(y))
(*)é**) E+§+£:€
- 3 3 3

Zuriick nach R :

8.1.6 Satz. Sei I C R ein Intervall, f,, : I — R stetig differenzierbar fir alle n € N.
Seien f,g : I — R mit f,, — [ punktweise und f] — g gleichmiflig = f ist stetig
differenzierbar und ' = g.

,Unter geeigneten Voraussetzungen® ist hier:
!/
lim f, = ( lim fn)
n—oo n—oo

Beweis. Es gilt fiir zg € I, n — 00 :
I R FACL
zo

| pktw. konv. | | Satz 8.1.3]

T

ﬂw-—ﬂmszw

Zo

2o/ f ist Stammfunktion von g; g ist als gleichmé&fBiger Grenzwert stetiger Funktionen
stetig. O
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8.1.7 Definition. Sei M # 0 -
Be(M) == {f : M — C : f(M) beschrinkt} Br(M) = {f : M — R :
f(M) beschrénkt} Definiere, fiir f € B(M),

1fllso = Ifllae = 1fllso,ns = sup |f(z)] < oo.
rzeM

Bemerkung. B(M) ist ein (oco-dimensionaler) Vektorraum und || - |7 ist eine Norm
auf B(M), d.h.

(1) [[0llar = 0 und [[f[|ar > 0 fiir f € B(M)\{0}.
@) I +gllar < W fllar + llgllar,  (f; 9 € B(M))
(3) IAfllae = Al [ fllar, (f € B(M), A€ C)
Beweis. Ubung. O

8.1.8 Satz (Konvergenzkriterium von Weierstra83). Sei M # 0, f, € B(M) fiir

n € N und Z | frllar < 00. Dann ist >, fn(x) fir alle x € M absolut konvergent und
n>0

fir F(a) == 3" fu(c) gilt

n=0

n

Z fr — F gleichmajig fiir n — oo.
k=0

Bemerkung. Durch deo(f,g) := || f — g||ar wird eine Metrik auf B(M) definiert.
8.1.9 Beispiel. M = (—a,a), a >0, fo(z) = Z;

n!

a
= Wl = sup || = &
|z|<a n: n
&)
Satz [8.1.8 liefert: Vo € (—a,a) konvergiert Z - = e” und die Polynome Z
=0

exp(x) gleichméfig fiir x € (—a,a). Durch Ablelten der linken Seite und Satz
exp’ = exp.

Beweis. [von Satz [8.1.8] Haben absolute Konvergenz fiir + € M nach dem Majoran-
tenkriterium: | fy, (z)| < || fnllar- Fir z € M gilt

S -F@)| = | f@) < S @)
k=0 k=n+1 k=n-+1
< Z I f&(z)||ar — O fiir n — oo.
k=n-+1
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8.2 Potenzreihen

Mit Hilfe von Potenzreihen werden wichtige Funktionen beschrieben. Als Beispiele
haben wir schon die Exponentialfunktion kennengelernt. Praktischerweise arbeitet man

in C.
8.2.1 Definition. Eine Reihe der Form

e}
Z an(z — 29)", z€ C
n=0

heifit Potenzreihe; dabei ist zp € C der Entwicklungspunkt, (a,) die Folge der
Koeffizienten, a, € C und z € C eine Variable.

Frage: Fiir welche z € C konvergiert die Reihe
S an(z — z0)" = £(2),
n=0

und welche Eigenschaften besitzt f 7
Idee: f ist ein Polynom vom Grad co.

8.2.2 Satz. Sei Y. an(z — 29)"™ eine Potenzreihe.
n>0

(1) Sei R :=sup{|z—z0|: . an(z— 20)™ konvergent} C [0, ], der Konvergenz-
n>0
radius der Potenzreihe. Dann gilt:

a) Fir |z — zo| > R divergiert Y an(z — z0)™.
n>0

b) Fir |z — zp| < R konvergiert Y an(z — z9)".
n>0

(2) Seien fn : Ur(z0) — C, f:U,(2z0) — C definiert durch
fn(z) = Zak(z —20)%, f(2) = Zak(z —z)k.
k=0 k=0

Dann ist fp, — [ punktweise auf Ur(zo) und fir jedes r < R konvergiert f, — f
gleichmiflig auf B, (zp).

=

=
w

<
|

{z:]z — 20| < R}
B.(z9) = {z:|z—2 <}
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Beweis. (1) Ist R = 0, so konvergiert > a,(z — 29)™ nur fiir z = zp; damit sind (a),
(b) erfiillt und die Aussage von (b) auch klar.
Also sei ohne Einschrinkung R > 0: Sei r > R. Nach Definition von R gibt es z; € C
mit r < |21 — 20| (< R) so, dass Y an(z1 — 20)" konvergiert.

n>0
Wir zeigen nun die absolut gleichmifBiige Konvergenz der Reihe auf B,.(zp).
Setze

s = suplan|-|z1 — 2[" < oo
n
gn(2) = ap(z— 20)" fiir z € By(z0) == M
Dann ist
6a(2)] = lanl |2 — 2ol"
Z—ZO n r n
= Janl - Jo1 — 2ol s ()
21— 20 |21 — 2ol
Es ist ,
——— =g < lund ||gn|lpr <s-¢"
|21 = 20

geom. R.
=Y galln < o0
n>0

Sat@ gleichméfige Konvergenz von f,(z) = Z gx(2) — f(2).

k=0

Da r < R beliebig, folgt die Konvergenz auf Ug(zp). Bleibt (b) von (1) zu zeigen.
Keine Konvergenz fiir |z — 29| > R ist klar, sonst Widerspruch zu Supremum. O

Bemerkung. Im Beweis von Satz [8:2.2}
R = sup{|z — 20| : |an||(z — 20]")nen ist beschrankt}

o0

8.2.3 Beispiel. (1) > -5 - 2" konv. fiir [2] < 1
n=1
@5

(3) 3> n- 2" Konv.-Radius 1, div. fiir |z| =1

n=1

- 2™ Konv.-Radius 1, div. fiir z = 1, konv. bei z = —1

3|~

(4) > n!- 2™ Konv.-Radius 0

n=0

(5) L. 2" Konv.-Radius oo

nmn

(6) > 27" . 427" Konv.-Radius 42
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8.2.4 Satz. Sei Y an(z — z0)™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann
n>0
hat auch die formal differenzierte Potenzreihe

o0
Z n-an(z — 20)" "
n=1

den Konvergenzradius R.

Beweis. Sei R’ der Konvergenzradius der formal diff. Potenzreihe = R’ < R, denn
(n-an(z — 20)" 1), beschrinkt = (a,(z — 20)"), beschrinkt.
Sei andererseits 0 < r < R; dann existiert ' > r mit

M = supla,|- ()" < .
AT
= et Dl |7 < ] 0 1) (5)

1 n r\"
< Llowal 01 (2)

—0

S

<

=R >r
O

8.2.5 Korollar. Seien (a,), xo reell, > an(z —x0)™ =: f(z) habe Konvergenzradius
n>0

R > 0. Fir die Einschrinkung g = f|($O__R@O+R) gilt:

g€ CoXmmmt ), gl (a) = 3 (n+1) - anya(w = z0)" und

n=0
g™ (x0) = n! - ay.

Beweis. Es geniigt zu zeigen g € C! und ¢/(z) = .... Der Rest gilt durch Induktion.
Setzen wieder

fn(z) = Z‘Uc(z - ZO)ka n ‘= fn|(x0—R,x0+R)
k=0

Seir < R
E22 gn — ¢ gleichmifig auf (vg — r,x0 + 1)
SAIE2S gl (2) = nE:l(k +1) - ap(z — 20)" gleichmasig i(k +1) - ag(z — x0)"
k=0 k=0
—h(z)
Also: In Jn g auf (xg — 1,20 + 1)

an g?n h auf (zo — 7,20 + 1)
h

ELd g differenzierbar und ¢’ =
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Beweisende, da r < R beliebig. O
8.2.6 Definition. Sei U C C offen, f : U — C heifit analytisch, wenn es zu jedem
20 € U eine Koeffizientenfolge (a,) gibt, so dass > a,(z — 29)"™ den Konvergenzradius

n
R > 0 besitzt und

f(z) = Zan(z — 20)" fiir |z — 20| < R.
n>0

Ist V. C R offen und f: V — R, so heifit f reell analytisch.

Bemerkung. Haben gezeigt: f reell analytisch = f € C*°.

8.3 Taylor’sche Formel

Approximation von beliebigen differenzierbaren Funktionen durch Polynome, Mittel-
wertsatz, HDI

8.3.1 Satz. Sei I C R offenes Intervall, n € N und xg € I.
(a) Dann gilt fir x € I:

(x — z0)"

n—1
@)= FO o) =7 + Bnlwo,2)
k=0 )

F(2) = f(wo) + f'(wo)(@ — a0) + L

mit

(b) Es gibt eine Stelle & zwischen xg und x mit

R, ) = E 00" g g
ah. (n—1) (n)
f(.’L') = f(l‘o) 4+ ...+ f(n(ll)"[))(l' _ xo)n—l + f n|(€ (IL‘ _ LL'())”

Beweis.  (a) vollstindige Induktion
n = 1: Behauptung:

ﬂ@=f®w+/f@dt

gilt nach HDI
(In (b) gerade der Mittelwertsatz)
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n—n+1:

Ru(ana) = [ =D 1)

Zo

(fc—t)

== )y +/(5”;7!t)nf(n+1)(t) dt

0
Zo

_ %f(n)(xoyrl%n“(xow)

) (
Z f xo)k +Rn(x0,x)

(x — xo)

S " (20) + Rpga (2o, @)

n )y
f(x)zzf ( O)(x*ffo)kJarH(fo,x)

k!
k=0

(b) Hilfbehauptung: Sei u > 0 (bzw. u < 0), u € C([a,b]), v € C([a,d]). Dann gibt es

ein £ € [a, b] mit
b b
/u(t)v(t) dt — (/u(t) dt) o(8)

a a

Damit folgt Behauptung aus (b).

Ry (w0, 7) = / (ggn_t)f)!lf(”)(t) dt = (’/ (fn_t)ln)!ldt) FME) = (f”*n# ()

Zo 0

Beweis der Hilfaussage:
u >0

Q\:’-
2
—~
=
<
—~
=
IS
=
IN
@\&
I~
—~
=
B
o
»
<
IS
I

b b b
min v(t)/u(t) dt < /u(t)v(t) dt < max v(t)/u(t) dt
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o.E. [u(t)dt #0
=

= 3 £ mit

Bemerkung. Das Taylorpolynom n-ter Ordnung mit von f in x,

) (g
Pa) =3 T (0
k=0 )

ist das eindeutig bestimmte Polynom n-ter Ordnung mit: P, (z¢) = f(zo), P.(x0) =
F'(@0), - Pi" (w0) = £ (o)
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9 Funktionen mehrerer Veranderlicher

9.1 Stetige Funktionen von R” nach R"
Wir beginnen mit einigen Beispielen

9.1.1 Beispiel. (1) Die Bewegung eines Massenpunkts im Raum wird gegeben
durch eine Abbildung
r:R—RY ¢t )
~ ~~

Zeit  Ort

(2) Den Temperaturverlauf im Raum kann man beschreiben durch

T:R® =R, z+ T(x) (Temperatur bei x)

(3) Will man bei (2) eine zeitliche Veréinderung beriicksichtigen, so betrachtet man
T:RxR*—=R, (tz) — T(tz)
~——
Zeit Ort

(4) Ein Kraftfeld im Raum ist gegeben durch
F:R* - R3 2 F(z)
Zeitlich verédnderlich:
F:RxR®—=R3 (t,z)— F(t,z).

In vielen Fillen sind Funktionen auf A C R™ gegeben. Mit der euklidischen Metrik
sind Begriffe wie Stetigkeit, Konvergenz,... definiert.

Der folgende Satz ist leicht zu zeigen, verwendet man Lemma 3.1.8. aus Analysis I und
Satz 3.2.4 aus Analysis L.

9.1.2 Satz. Sei ACR™, f: A — R" und f;(x), i = 1,...,n, definiert durch f(x) =
(f1(x), ..., fn(x)). Sei xg € A. Dann gilt:

[ stetig [in zg) <= Vi=1,..,n: f; stetig [in x¢]

Damit ist die Stetigkeit vektorwertiger Funktionen auf die Stetigkeit reellwertiger
Funktionen zuriickgefiihrt.

Analog kann man auf f : A — R™ Funktionen mit reellem Argument ,basteln®, die
partiellen Funktionen.
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Sei e; = (0,...,0,1,0,...,0) (die 1 an der i-ten Stelle) der i-te Einheitsvektor, i =
1,.,m, im R™. Ist f: A — R™ gegeben, = € A, so setze

fie  {teR te;+x € A} = R, fi.(t) = f(t-ei + ),

die i-te partielle Funktion.
Allgemeiner, fiir e € R™, |le]| =1:

few:{teR:t-e+x€ A} >R, fo.(t) = f(t-e+2)

Konvention: (¢t — f(x+t-e)) wird geschrieben als f(z+-e). Dabei steht ,,- “ anstelle
der Variablen.

9.1.3 Definition. Sind alle f; ,,i = 1,...,m [bei 0] stetig, so heiBit f [bei z¢] partiell
stetig.
Sind alle f. ., |le]] =1, [bei 0] stetig, so heifit f [bei zo] richtungsstetig.

9.1.4 Satz. Sei f: A—R" z9g€ ACR™.
—
[ stetig [in zg) #= [ richtungsstetig [in xo]
s
4= [ partiell stetig [in xo]

Zum ersten ¢= folgendes Beispiel:
9.1.5 Beispiel (Richtungsstetig, aber nicht stetig). Sei f: R? — R,

1, falls 2y <0 oder zg > o7
2 1
flz) = — %2, falls 0 <y < gaf
2_
1-— 25”173”2 , falls 223 < 2o < 21

Diese Funktion ist richtungsstetig in R?, unstetig in (0,0).

Xz

Fetickweise linear auf x 7~ const.

X3
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f ist richtungsstetig in 0, denn fiir jedes e € R?, |le|]| = 1 gibt es ¢ > 0 mit f(te) =1
fiir |¢] < e.
f ist nicht stetig bei 0, denn a3 = (%7 2—,162) — 0und f(zx) =0+ 1= f(0).

9.1.6 Definition. Die Punkte » € A werden auch Beriihrpunkte von A genannt.
Sei ACR™, f: A—R" xy € A. Dann heiit y € R* Grenzwert von f bei x, falls

Ve>0 F6>0Voed: |z—mx<d=|f(z)—y|<e.
Wir schreiben in diesem Fall

y= lim f(z)bzw.y= lim f(x).

T—x0 r—x0,tEA
Anhand der Definitionen macht man sich leicht folgende Aquivalenz klar:

lim f(z) =y <= {V(zx) €A, a2 — 3o = f(2K) >y

f:AU{z} — R",
— o) = { f(z), fallsxz e A\{zo}

o y, falls z =z
ist stetig bei xg

Merke: Selbst wenn f bei xg definiert ist, muss der Grenzwert von f bei xg nicht
existieren; namlich, wenn f bei x( nicht stetig ist.

9.1.7 Beispiel. (1) f:R™\{0} - R™, f(z) := Mat hat bei 0 keinen Grenzwert.

(2) Fiir f:R™\{0} — R, f(x):=exp (—ﬁ) gilt ili% flx)=0.

Wir erinnern daran, dass stetige Funktionen auf kompakten Teilmengen des R™
gleichméflig stetig sind.

Eine wichtige Klasse stetiger Funktionen sind die linearen Funktionen £(R™,R").
Es ist L € L(R™,R"), falls L(z + y) = L(z) + L(y), (z,y € R™) und L(\z) =
AL(z), (A e R,z € R™)

Zu L € L(R™,R™) gibt es bekanntlich eine Matrix

(L”) i=1 n mit Lij = (L€j|61').

j=1.,m
Aquivalent dazu ist
L11 le T m
Lx = = Z Lijxj
Lpi oo Lppm LTm, Jj=1
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Man sieht leicht
|Lx| = {m\/ﬁﬂ}é}XILnl} |-

=:c

Insbesondere ist
|Lz — Ly| < c- [z —yl,

L ist als Lipschitz-stetig.
9.1.8 Lemma. Sei L € L(R™,R"™). Dann existiert

IL|| = max{|Lz|:2zeR™, |z|] <1}
= inf{c:|Lz| <c-|z|, (x € R™)},

und || -] : LR™,R™) — [0,00) definiert eine Norm auf L(R™,R™); Operatornorm,
Matrix-Norm.

9.1.9 Definition. Sei V ein Vektorraum iiber K € {R,C}. Eine Abbildung |.||: V
— [0,00), v+ ||v]| heift Norm auf V, wenn:

e (N1) ||0]] =0 und |v|| # 0 fiir v # 0
o (N2) [|Ao] = [A]-lv]l
o (N3) Jlu+ ol < flull + (o]

9.1.10 Definition. Sei V ein VR iiber R; eine Abbildung (.|.) : V xV — R, (u,v) —
(u|v) heifit Skalarprodukt, wenn:

e (.|.) bilinear ist, d.h.

~ (u+ vlw) = (ulw) + (v]w)
~ (ulw) = Aufw)
~ (ufo +w) = (ulo) + (ulw)
~ (uAw) = Aufw)
o (ujw) = (wlu)
o positiv definit: (u,u) > 0 fiir u # 0,

e Ist (.].) ein Skalarprodukt auf V, so wird durch |jv|| = (v|v)2 fiir v € V ecine
Norm definiert.
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9.2 Differentiation von Funktionen von R™ nach R"
Wir wissen:
1 —dim f ist differenzierbar <= f(z) = f(zo) + ¢ (x — x0) + ¢(z)
mit
p(z)
|x — x|

Sei U C R™ offen, zg € U, f: U — R™. Dann heifit f in 2y (total) differenzierbar,
wenn es eine lineare Abbildung L : R™ — R" und ¢ = ¢,, : U — R” gibt mit

— 0 fiir  — xyp (linear approximierbar)

f(x) = f(xo) + L - (z — x0) + () (%)
und

MHOﬁirzﬂxo (k)

|z — o]

Weil ¢, () = f(z) — f(xg) — L- (x — o) durch (x) festgelegt ist, ist die dquivalent zu

Es gibt L € L(R™,R™) mit
s U (@) = f(zo) = L+ (x — w0)} — 0 fiir & — o

Die Abbildung L wird Ableitung von f in zy genannt. Sie ist eindeutig, wie der
folgende Satz zeigt. Wir schreiben

Df(xg) := df (xo) := f'(x0) := L.

9.2.1 Satz. Sei f in xo differenzierbar und L entsprechend. Dann ist L eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Seien L1, Lo, @1, p2 wie in der Definition von differenzierbar gefordert, d.h.

f(@) = f(wo) + Li(x — m0) + pi(2).

mit
M — 0 fiir x — xp.
|z — o]

Dann folgt fiir M := Ly — L1 € L(R™,R") :

. Mz . Mz —x0)
lim — = lm ———
z—0 |$‘ T—Xo |JL‘ - CL’O‘
—  lim Lo(x — o) — Li(x — x9)
T—To |z — x0]

i 910 —e2@)
T—Tg |:I; — gyol

=0
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Fiir z € R™\{0} folgt

MJU:|33|]W’£T) — 0 fiir n — oo.
= M=0
= L1 =1Ls

O

Sei U C R™ offen, f heifit differenzierbar, wenn f in allen ¢y € U differenzierbar ist.

9.2.2 Satz. Sei U C R™ offen. Dann gilt:
f differenzierbar [in xo] = f stetig [in xo].
Beweis. Sei f in x( differenzierbar.

= f(z) = f(wo) = L- (x = w0) + (x) = 0 fiir & — o

O

Fiir konkrete Berechnungen: ,jin Koordinaten rechnen*:
Sei

fi(x)

flx) = e R", f in ¢ differenzierbar.
Df(wo) =) j—1, . n
i=1..m

Dann gilt

f(@) = f(xo) = (lij)(x = xo) + ().

Davon die i-te Zeile:

fi(z) = fi(wo) = Z(lij)(xj — o,;) + ¢(2);-
j=1
Fiir x = zg + he; gilt:
fi(xo + he;) — fi(zo) = Z Likh - 0rj + p(hej)i
k=1
= lij-h+@(he;)i
=1l; = lim filwo — hej) — filwo)
h—0 h

afi
= 8]fz(ac0) = 8xf] (.’EQ)

Dabei ist die partielle Ableitung 0, f; die Ableitung der entsprechenden partiellen
Funktion.
Wir haben gezeigt:
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9.2.3 Satz. Se: U C R™ offen, f: U — R" differenzierbar in xg. Dann ezistieren die
partiellen Ableitungen

ajfi(‘rO)a ]: 17"7m7

fir alle f;, i =1,..,n in xo, und es gilt:

ofi
Df(zo) = (8;:[ (x0)> i—1.. . Jacobi-Matriz, Funktionalmatriz.
j :

9.2.4 Definition. Eine Funktion f : U — R™ heifit [in z(] partiell differenzierbar,
wenn alle partiellen Ableitungen [in x| exisitieren und stetig partiell differenzier-
bar, wenn zusétzlich alle 0; f; auf U existieren und stetig sind.

Nach Satz [0.2.3] gilt

f differenzierbar [in xo] = f partiell differenzierbar|in zo)].

=

Dazu

9.2.5 Beispiel. (1) Sei f:R? = R,

—Hrz . fiir x = (21,2 0
f(z) = Va+ad (w1,02) #
0 firz=0

Offenbar ist f in R2\{0} stetig partiell differenzierbar (damit auch total diffe-
renzierbar). Fir xg = 0 = (0,0) :  f(te1) = f(te2) = 0 (t € R) = f partiell
differenzierbar in 0 mit 91 f(0) = 92f(0) = 0. Wére f differenzierbar in 0, so
miisste D f(0) = (0 0) sein. Daraus wiirde folgen

Lfa) =

||

{f(z) — f(0) — Df(0) -z} =20,
~— =

=0 =0

e

im Widerspruch zu z,, = (5, %) , Ty — 0

flzn) = \/; - also f|(ml;j) = % +4 0.

(2) Sei n: R® — R, n(z) = |z| = \/2? + 23 + 22. n ist partiell differenzierbar fiir
x #0:

Dn(zx) = % fiir  # 0.

n ist in O nicht differenzierbar!

9.2.6 Satz. Sei U C R™ offen, f: U — R"™ stetig partiell differenzierbar. Dann ist f
total differenzierbar.
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Beweis. Sei zg € U, L := (9} fi(z0)) . Wollen zeigen: L = D f(x).

i=1,..,n
j=1..m
Dazu:

7 =g (@) = f(@o) = Lz = o)} < &

Sei & > 0. Wihle 0 > 0 so, dass fiir alle 4, j :
10 fi(x) = 0; fi(zo)| <

(Moglich, weil alle 0; f; stetig sind!)

Sei |z — o] < § so klein, dass Bs(zg) C U.

Setze x — xo =: Y, 25 := (Y1,..,¥;,0,...,0), 5 =1,...,m; 2z := 0.
Fir ¢ =1, ...,n folgt

falls |x — xo] < 0.

f

fi(x) — fi(zo) Zfz (zo +Z] — fi(zo +Zj71)

Kotz =x

s xg+2;
Nach dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz existieren &; ; € (0,y;) mit
filwo +25) = filwo+ 2zj-1) = filwo+zj—1+y;-¢) — filzo+2j-1+0-¢;)
MW yj - 05 fi(ro+ zj—1 + &5 - e5)
Daraus folgt

|filzo + 2) = filwo + zj-1) —y; - 0; filzo)| < |y;l-
10; fi(xo + zj—1 + &i, jej) — 0; fi(o)|
< |z —x0| -emy/n
Damit
f(x) = f(z0) = Lz —wo)|* = > |fi(x) — filxo) Za fi(wo) - y5/?

i=1

NE

(fi(wo + 2j) = fi(wo + 2j—1) — 0 fi(xo) - y5)

IN
/
e
B
|
N
=i
[\v]
Il
™
_w
&
|
8
[=)
T
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O
Wir betrachten zwei wichtige Spezialfille:
fi(x)
m=1:f:R—R", f(z)= hat eine Ableitung der Form
R
fi(x) = ,
n(7)

natiirlich nur, falls f differenzierbar in x.
n = 1: Eine Funktion von m Variablen. Ist f differenzierbar, so ist

Df(.’l?) = (61.]0(3")’ [EES) amf(x))
und

Df(z)-y =Y 0if(xo)y; = (Df(z0)"|y);
j=1
der Spaltenvektor:

. o f(x)
Df@T = e | = vf@) = gradf(a),
Om f(2)
heiflit Gradient von f an der Stelle x.
Der Gradient hat eine wichtige geometrische Bedeutung: er zeigt in die Richtung, in

der f am schnellsten wichst.
Jix)

9.2.7 Satz. Sei U C R™ offen, xg € U, f: U — R differenzierbar in xq.

(1) Ist ||e|]| = 1, so ist die Richtungsableitung von f in Richtung e gegeben durch
e f(wo) = (grad f(zo)le).

(2) Ist \7f(xo) # 0, so zeigt 7 f(xg) in die Richtung e, in der f am schnellsten
wdichst (mit dem grifiten Oe f(xg)) und

|gradf (xo)| = Oe f(x0).



22 KAPITEL 9. FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER

Beweis. Die Richtungsableitung ist gegeben durch

0.8r0) = Limtte)
~ lim f(zo — he) — f(xo)
© h—0 h

Wir nutzen aus, dass f differenzierbar ist und schreiben
.1
= lim E{f(ffo) + (grad f(zo)|he) + ¢(zo + he) — f(zo)}

] o + he
= (gradf(zo)le) + fllli% SD(|Ohe|)
=0

Damit ist (1) gezeigt.
Ist grad f(zo) # 0, so gilt
—_———

€o

Def (o) = (rad f(zo)le) < |arad f(zo)| - el
=1

und fiir e = 28, (in Richtung von grad f(zo)):
€0
aef(x()) = <60 HeO> = |60‘ = |grad f($0)|,
was die restlichen Behauptungen von (2) zeigt. O

9.2.8 Beispiel. (1) Fiir n(z) := |z| ist grad n(z) = % fir  # 0.

||
(2) Fiir g(z) = |x|? ist grad g(z) = 2z.

Wir notieren die

Produktregel fiir Gradienten: U C R™ offen, f,g : U — R differenzierbar
in x.
— grad (fg)(z) = f(z) vg(z) +g(x) Vf(z).
T —— N —
€R  €Rm™ €R  €Rm™

Folgt aus der Produktregel fiir reelle Funktionen.
Wir betrachten nun eine weitere spezielle Klasse von Funktionen: Vektorfelder.

9.2.9 Definition. Sei f: U — R™, U C R™ offen. Ist f differenzierbar, so definiert
man die Divergenz von f durch

div f(z) = iajfj(x) eR.
j=1



9.3. DIFFERENTIATIONSREGELN UND MITTELWERTSATZE

23

Mit dem ,formalen Vektor*

2}
V= Nabla
Om,
konnen wir zur Abkiirzung schreiben
grad g(z) = vg(z) (¢9:R™—R)
div f(z) = (v(f)lz) (f:R™ —-R")
= > 9f(x)

—

j=

Ist U C R™ offen, f: U — R, g: U — R™, beide differenzierbar, so ist

M=

div (fg)(z) 0i(fg);(x)

<
Il
—

3

= Yo 9)@)

j=1
= (Vflg)+f-divg

9.2.10 Beispiel. (1) Fiir f: R™ — R™, f(z) =« ist div f(z) =m

(2) Fir f:R™\{0} - R™, f(z) = a7 ist

div f(z) = div <1x)

|z
1 1
= (grad ‘x) + — -divx
|z| |z
1 -1
_ _(Bx‘x>+m:m
|| |z ||

9.3 Differentiationsregeln und Mittelwertsatze

Wir starten mit Rechenregeln, die wir in dhnlicher Form aus der eindimensionalen
Theorie kennen. Da wir es nun mit Matrizen zu tun haben, miissen wir mit der Rei-

henfolge aufpassen!

9.3.1 Satz. Sei U C R™ offen, x9 € U, sind f,g : U — R" differenzierbar in

o, a,b € R, so gilt af 4+ bg ist in xy differenzierbar,
D(af +bg)(xo) =a-Df(xg) +b- Dg(xo)

Beweis. langweilig und einfach.
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Als néchstes erwdhnen wir die Produktregel. Hier ist ein Analogon zum 1-
dimensionalen Fall nicht ohne weiteres zu formulieren. Fiir f(z),g(x) € R™ macht
f(z) - g(z) keinen Sinn!

9.3.2 Satz. Set U C R™ offen, xg € U, f: U — R, g: U — R" differenzierbar in xg.
Dann ist f-g:U — R™ differenzierbar in xo und es gilt
D(fg)(zo)y = [f(w0) - Dg(xo) - y +(D f(x0)y)g(wo)-
—— ——  Y——
ER €R" ER

Fiir die partiellen Ableitungen ergibt sich also

9i(f9)(zo) = f(20)9;9(x0) + 0; f(z0)g(0)

Beweis. Nach Voraussetzung ist

f(x) = f(zo) + Df(zo) - (x — o) + ¢y ()

g(z) = g(zo) + Dg(z0) - (x — 20) + pg(z)
" 790]0(96) — 0 und 7('09(36) — 0 fiir x — xo

|z — xo] |z — xo] '
f@)g(z) = f(zo)g(xo) + f(zo)Dg(xo)(x — 0) + f(20)pg () + D f(x0)g(x0)(z — 20)
+D f(xo)(x — w0)g(x — x0) + D f(x0)0y(x) + 0y (20)g(x)
= (fg)(wo) + f(x0)Dg(zo)(x — w0) + D f(20)(x — 20)g(20) + ¢(2)

mit

e(@) == f(zo)py(z) + Df(zo)(x — 20) Dg(wo)(z — 20) + Df(z0)pe(z) + ¢s(2)g(x)
Es ist

1
———{Df(xo)(z — x0) - Dg(x0)(z — 20)}
|z — o]
— o a0l { D) E= 2 Dyfan) =k 0 fur o
|z — o] |z — o]
beschrankt durch ||Df(z)||-||Dg(z0)]]
Und damit
M — 0 fiir x — xg.
|z — xo]

O

9.3.3 Satz (Kettenregel). Sei U C R™ offen, f : U — R" differenzierbar in
xo; V. CR™ offen, f(U) CV, g:V — RP differenzierbar in f(xo). Dann ist h =go f
differenzierbar in xo, und es gilt:

Dh(xo) = Dg(f(x0)) - Df(w0) : R™ — RP

RP «— R"” «+—— R™
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Achtung: Reihenfolge ist beim Produkt der Matrizen sehr wichtig.

Beweis. Es ist

h(z) = g(f(z)) = g(f(w0) + Df(zo)(x — x0) + s (7))
= g(f(wo)) + Dyg(f(x0)) -y + @g(y_).
= h(zo) + Dg(f(20))(Df(z0)(x — x0) + ps(x) + ¢4(y))
= h(zo) + Dg(f(w0)) - Df(z0) -(x — x0) + ()
€L(R™ RP)

mit
o(x) = Dg(f(w0))er(x) + @g(Df(x0)(z — m0) + ¢f(2)).
Wir miissen zeigen, dass
p(x)

— 0 fiir x — xp.
|z — o]

Fiir den ersten Summanden folgt:

D)) = D)) - EHE Dy f(a)) =0

—0
Fiir den zweiten Summanden gilt

Loy (Df (o) — o) + () = —

|z — @0 |z — @0

{ 0 falls f(z) = f(xo)
- 0o (f(x))  |f(@)—f(zo)l
F(@)—F(z0)] \m_mo sonst

Fiir x — x folgt f(z) — f(xo), also

py(f(x))
|[f (@) = f(zo)]

— 0 fir x — xo (%)

Andererseits ist

|f(z) = flzo)l  _ 1

|z — o] |z — ol |

{Df(wo)(z — x0) + ¢y (2)}]

lpr ()]
|z — o]

— T

IN

*IO|

<D (zo)ll -0

= Lﬂg‘m)l beschrinkt. Wegen (%) folgt

|z—2z0
1

m@g(f(x)) — 0 fiir # — o,

also ist ¢ wie gewiinscht und h differenzierbar.
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9.3.4 Korollar. Aus dem obigen Satz folgt fiir die partiellen Ableitungen
Ojhi(z) = Zakgi(f(ff)) - 0; fr(x)
k=1

Wir kommen nun zum zweiten Thema, das in der Kapiteliiberschrift angekiindigt war:
Mittelwertsétze.

9.3.5 Satz (Mittelwertsatz). Sei U C R™ offen, f : U — R differenzierbar, v,y € U
und {x +1t-(y—x):0<t <1} CU. Dann existiert v € (0,1) mit
fly) = f(x) = Df(x+vly—2)(y—=)
= (Vfl+vly—=))ly—2)

(x +v(y — x) liegt auf der Strecke zwischen x und y.)

Beweis. Betrachte g : [0,1] — R™, g(t) :=ax+¢-(y—x) und h: [0,1] = R, h :=
f o g = h stetig auf [0, 1], differenzierbar auf (0,1) mit

1-dim MWS
x)

W'(t) = Df(g(t))Dg(t) = (Vf(9(t)ly — —  Behauptung.

9.3.6 Korollar. (1) Sei U C R™ offen, f : U — R"™ differenzierbar und |0; f;(x)|
Mz eUl<j<ml<j<n) Dann gilt fir alle x,y € U mit Ty
{z+tly—2): 0<t <1} CU.

1f(y) = f(@)| < M-vnm |y —zl.

A O

(2) Sei U C R™ offen und zusammenhingend; sei f : U — R"™ differenzierbar und
Df(x) =0 fiir alle x € U. Dann ist f konstant auf U:

(3) Unter den Voraussetzungen von (1) gibt es & € Ty mit | f(y) — f(x)| < ||Df(E)]|-
ly — =l

Beweis. lassen wir weg; folgt einfach aus Satz[9.3.5 O

9.4 Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor

Sei U C R™ offen; f : U — R" heiflit zweimal stetig differenzierbar, wenn
f stetig differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen 0;f; : U — R ebenfalls
stetig differenzierbar sind. Entsprechend definiert man induktiv, dass f p-mal stetig
differenzierbar ist, wenn alle p-ten partiellen Ableitungen

8j1...6jpfi, j17~--7jp (S {17,7’)7,}

existieren und stetig sind. Dabei kommt es zwar zunéichst auf die Reihenfolge der
Ableitungen an, nicht aber, wenn Stetigkeit im Spiel ist.
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9.4.1 Satz. Sei U C R™ offen und f : U — R™ zweimal stetig differenzierbar. Dann
gilt
0:0;fi = 0;0: fy, fird,j=1,...mik=1,...n.

Beweis. Betrachten n = 1, d.h. lassen k weg. Durch ,,Umordnen“ der Koordinaten U C
R? offen, 0 € U, f: U — R zweimal stetig differenzierbar. Zu zeigen ist 920 f(0) =
0102£(0). Da U offen, existiert » > 0 mit U,.(0) C U. Die folgenden Uberlegungen sind
fiir r2 > 52 + 2 durchfiihrbar; fiir diese gilt

F(s:1) = f(5,0) = £(0,8) + £(0,0) = (f(5,8) — f(5.0)) — (f(0,1) — [(0,0))
mit g(z) := f(z,t) — f(z,0)
- g(s) — 9(0)
u g'(s1)(s — 0) mit 51 € (0,5).
DN IS (9 f(s1,8) — 01 f(51,0)) - 5
(h(t) — h(0) - 5

R(ty) - t-s
= 8281f(81,t1) -t-s.

h(z):=01f(s1,7)

MW S,t1€(0,¢)

Vollig analog
f(s,8)=f(s,0)=f(0,8)+f(0,0) = (f(s,1)=f(0,2))=(f(s,0)=f(0,0)) = s:t-0102 f (s2,2)
mit so € (0,5), to € (0,t). Fiir s # 0, t # 0 folgt
0a01 f (51, t1) = D10 (52, 12).
Fiir 5,¢ — 0 folgt s1(s), 52(s), t1(t), t2(t) — 0 und damit
0201 £(0,0) = 9102£(0,0).
0

9.4.2 Korollar. Sei U C R™ offen und f : U — R" p-mal stetig differenzierbar. Dann
kénnen in

05,05, f
die partiellen Ableitungen beliebig vertauscht werden.
Beweis. Induktion mit Satz [0.4.1] O

Fiir U C R™ offen und p € N sei

CP(UR™) ={f:U — R": f p-mal stetig differenzierbar} ist ein Vektorraum.
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Fir f € CP(U,R"), qeN, ¢<p, j=1,..,m. Setze
Rf=0;...0; f, Nf=r
~——
¢-mal

Fir (j1,...,Jq) € {1,....,m}? und ¢ € {1,...,m} bezeichne «; die Anzahl der k mit
Jjx = ¢. Dann gilt
0j,...05, = 07" .05 f.

Fiir Multi-Indizes « = (o, ..., ) € NJ* sei im folgenden

la = Zaj die Lange von a,
j=1
m
al = H a;! die Fakultdt von «o,
j=1
z¢ =zt oa0m) fir z € R™,
O%f(x) = Oy -...- 05 f(x), fix f € CP(U,R"), |a| <p.

Damit kénnen wir den Taylorschen Satz in eine elegante mehrdimensionale Form brin-
gen.

9.4.3 Satz (von Taylor). Sei U C R™ offen, p € Ny, f € CPTHU,R), x¢ € U. Dann
gilt fir alle x € U, fiir die Tgx C U liegt

fla) = 30 L0 Flao)a — w0 + Byfa),
laj<p
mat 1
Ry(w) = 3 —0f(xo +v(e —w0))(w —z0)°
la|=p+1
fiir ein geeignetes v € (0,1).

Zur Verdeutlichung geben wir dieses Resultat fiir p = 0,1, 2 explizit an:
p=20:

f(z) f(wo) + (grad f(zo + v(z — x0))|x — o)

f(xo) + Zajf(l"o +v(z —z0)) - (75 — T0,5)

f(x) = f(xo) + (grad f(zo)|x — o)

3> 030k F o+ (e — 2 — 0,) - (i — 7o)

jk=1
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= f(xo) + (grad f(zo)|z — z0)
—|—%(Hf(:co +v(z — o)) (2 — 0)|2 — T0)
mit Hf() = (9;0cf (), p=1.. , Hesse-Matrix.

f(@) = f(zo) + (grad f(xo)|z —20) + %(Hf(xo)(x — o)z — o) + Ra

Beweis. Wir fiihren die Aussage auf den 1-dimensionalen Fall zuriick. Setze y =

(y17"'7y7n) =T —Zo, h(t) = $0+ty7 g: [7571+5} - Ra g(t) = f(xo +ty> = th(t)’
wobei € > 0 so klein ist, dafl

{zg+ty: —e<t<l+e}CU.
Dann: g ist stetig differenzierbar,

gt = Dg() Df(h(t)) - Dh(t) Kettenregel

d
= Za f(h %hj( )
%;,—’
= Zyjajf($0+ty)

=1

Ist p > 1, so ist auch ¢’ stetig differenzierbar, und es gilt

g//(t) = Z Yi— dt fvo + ty)

ie ob
e ghen Zyj Z Yi0:0; f (w0 + ty)

j=1 =1
2

formal -
o > ;0| flao +ty)

Durch Induktion, fir k < p+1,
k

Z y;0; | flzo+ty)
j=1

Polynomischer Satz:
Fir z = (21, ..., 2m) € R™, k € N gilt:

- k!
;zj = Z aza.
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Wir kénnen hier 2y, ..., z,, durch y101, ..., YmOm ersetzen und erhalten

k
%g(’“)(t) = ;(Zyﬂ%) (o +ty)
T \u=t

( > Wty ’”8”‘)&) oo + 1)

|| =k

S L0 (o + 1)

| =k

Die Taylorsche Formel fiir ¢ liefert fiir ¢ € [0, 1]

P
1 . ~
9(t) = D" g M O + Ry (1)
k=0
mit )
Damit:

mit Ry(z) = R,(1)=

0.5 Lokale Extrema differenzierbarer Funktionen

Sei U C R™ offen, f:U — R,xy € U.
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9.5.1 Definition. Man sagt, f hat in z; ein lokales Maximum (Minimum),
wenn ein § > 0 existiert mit

f(x) < f(xo) (f(z) > f(xmp)) fiir alle z € U mit |z — x| < 0.
f hat in z¢ ein strenges lokales Maximum (Minimum), wenn ein § > 0 existiert mit
f(x) < f(zo) (f(z) > f(xmp)) fiir alle x € U mit |z — o] < 0.

9.5.2 Satz (Notwendige Bedingung fiir Extrema). Sei U C R™ offen, g € U
und die Funktion f :U — R sei differenzierbar im Punkt xo. Hat f in x¢ ein lokales
Mazimum (lokales Minimum,), so gilt D f(z¢) =0

(gmd f(l'o) =0, ajf(m()) =0, .7 = ]-a ,’ITL)

Beweis. Mit f ist auch
gj: (=0,0) = R, g;(t) = f(zo +tej)
bei t = 0 differenzierbar und hat dort ein lokales Extremum.

Analysis I
=270 = g}(0) = 9 £(20)

gilt fiir alle j = 1,...,m. O

Bevor wir zum hinreichenden Kriterium kommen, noch eine Begriffsbildung aus der
linearen Algebra:

9.5.3 Definition. Eine mxm-Matrix A heifit positiv definit (positiv semidefinit),
falls (Az|z) > 0 ((Az|z > 0)) fiir alle x € R™. A heifit negativ definit (negativ
semidefinit), falls (Az|z) <0 ((Az|z <0)) fir alle z € R™.

9.5.4 Satz. Sei U C R™ offen, f € C?>(U,R),zo € U.
a) Notwendig: Hat [ bei xg ein lokales Mazimum (Minimum), so gilt D f(x) = 0 und
die Hesse-Matrixz H f(xq) ist negativ semidefinit (positiv semidefinit).

b) Hinreichend: Ist D f(xo) = 0 und H f(xo) negativ definit (positiv definit), so hat f
bei x ein strenges lokales Mazimum (strenges lokales Minimum,).

Beweis. a) Df(xg) = 0 nach
Angenommen H f(xg) ist nicht negativ semidefinit. Dann existiert y € R™, |ly|| = 1
mit

(H f(zo0)yly) > 0.

Da f 2-mal stetig differenzierbar ist, existiert § > 0 so, dass

(H f(xo)yly) >0 fiir alle z € U mit ||z — xo]| < 6.
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Satz von Taylor liefert, fiir ¢ € (0,4] :

flao)+0+ Y éaaf(xo + vty)tlolye

|| =2

f(zo +ty)

1 m
= flzo) + 3 Z t20;0; f (zo + viy)t'*ly;y;
4,J=1
1
= f(wo) + St*(H f (o + vty) yly) > f(x0) Widerspruch!
2 —_——

€Us (z0)

b) Sei Df(xg) = 0 und Hf(xp) negativ definit = fiir alle y € R™, |ly|| = 1 :

(H f(z0)yly) < 0.
Die Einheitssphire {y € R™ : ||y|| = 1} ist kompakt, und y — (H f(xo)y|y) ist stetig,
nimmt also dort ihr Maximum an = Es existiert A > 0 mit

(Hf(zo)yly) < =A (llyll = 1)

Da alle 9,0, f(-) stetig sind, existiert ein ¢ > 0 mit

10:0; f(x) — 0;0; f(x0)] fir ||z —xol| <6

<7
— 2m?

= (Hf(2)yly) = Zaiajf(l‘o)yz‘yj + Z(aiajf(x) — 0:0; f(x0))yiy;
,J i,
A A
< - 2 2 < -
S AEmgEs
=Vl —xol| <& Vy#0:(Hf(x)yly) <O0.
Mit Taylor fiir p = 1 gilt fiir ||z — zo|| < ¢:

f@) = faw) 0+ Y 0% o+ (e — 1)@ — w0)°

l|=2

(o) + 5 (H T (o + (o = 50)) (@ — )| — )
<0
§(@) < (o). 0

9.5.5 Beispiel. f:R? = R, f(z,y) =2* +y* — 4c?zy (mit ¢ > 0)
Gesucht sind lokale Extrema von f.
1.Schritt: Ableitungen bestimmen!

onf(z,y) =42 —4cty;  Kf(z,y) = 4y° — 4’

AR f(z,y) =122% 95 f(x,y) = 12¢%
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002 f(z,y) = 0201 f(w,y) = —4c°.
Lokales Extremum:
=0f=0f = 0
42° — 4ty = 0=01f
4y3 — 4%z = 0=0sf
= (x,y) € {(0,0), £(c,¢)}

2.Schritt: Hesse-Matrix
(a) (z,y) = (0,0)

[ B3f(0,0) 3185f(0,0) \ _ 0 —4c®\ _ 0 1
H7(0,0) = ( 901(0.0) 18§f(0 0) > - ( —4¢? 0 ) _402< 10 >

(= (00 ()] G)) = ((2)](5)) = sem

— (Hf(O7 0)(;) | (z)) hat kein bestimmtes Vorzeichen fiir alle (z,y).

= H f(0,0) ist nicht semidefinit.
= kein lokales Extremum bei (0, 0).
(b) (z,y) = +(¢,¢)

12¢2 —4¢? 3 —11
H(E(e,e) = ( —4 1262 ) :402( -1 3 )

~e((3 ) G)]G)) - weem

= 2’4y’ + (@ —y)? >0 fiir (z,9) #0

)

= Bei £(c, ¢) liegen strenge lokale Minima vor.
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