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1 Einleitung

Wir haben folgende Probleme:
Problem 1: Was ist [ #22dy = Z ? (Analysis)
0

Problem 2: Haben alle Polynome Nullstellen? (Algebra)
Problem 3: Kann mann den Strick in der Ebene ,auf eine Seite“ bringen, ohne
zu schneiden?

(D=

Diese Probleme haben gemeinsam, dass sie mit Methoden der Funktionentheorie gelost
werden konnen. Die Funktionentheorie ist die ,,Analysis im Komplexen® und beschéf-
tigt sich mit differenzierbaren Funktionen f : C — C; Differenzierbarkeit wird wie in
der Analysis 1 dadurch definiert, dass

lim —————=
Z—20 Z— 20
existiert.
Es stellt sich jedoch heraus, dass diese Forderung sehr viel einschneidender ist, als die
entsprechende Forderung fiir reelle Funktionen.
So ist jede im obigen Sinn (fir alle zp € C) differenzierbare Funktion automatisch
unendlich oft differenzierbar, Real- und Imaginérteil sind harmonische Funktionen,
die Funktionswerte in einer Scheibe sind auf dem Rand eindeutig bestimmt.
Holomorphe Funktionen (so nennt man komplex differenzierbare Funktionen im obigen
Sinn) sind winkeltreu (fast immer) und zwei holomorphe Funktionen, die auf einer
»kleinen Teilmenge“ von C iibereinstimmen, miissen schon gleich sein.
All dies wird in der Vorlesung angesprochen. Es gibt viele ausgezeichnete Biicher iiber
Funktionentheorie (Complex Variables),
z.B. J.B. Conway: Functions of One Complex Variable. Springer Graduate
Texts in Mathematics, New York, 1973

W. Fischer: Funktionentheorie
K. Fénisch: Funktionentheorie
G. Schmieder: Grundkurs Funktionentheorie
R. Remmert: Funktionentheorie

Die Funktionentheorie ist eine besonders elegante und schéne Theorie mit zahlreichen
Anwendungen innerhalb und auflerhalb der Mathematik.
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2 Die komplexe Zahlenebene

2.1 Arithmetik

Hier lernen wir die komplexen Zahlen und ihre algebraischen Strukturen kennen: Ad-
dition, Multiplikation, i, Betrag, Polarzerlegung. Eigentlich ist C = {(z,y) : z,y € R},
mit den Operationen

Addition z1 = (z1,91), 22 = (2, y2) gegeben durch

21+ 22 = (1 4+ 22, y1 + Y2)

Multiplikation z; - zo0 = (2122 — Y1Y2, Y1T2 + Y2x1)
Mit diesen Verkniipfungen wird (C,+,-) ein Kérper; dabei ist 0 = (0,0) das neutrale
Element der Addition, 1 = (1, 0) das der Multiplikation und die iiblichen Regeln (Asso-
ziativgesetz, Distributivgesetz) gelten fiir die Verkniipfungen. Mit Hilfe von 1 = (1,0)
und ¢ = (0,1) kénnen wir

C = {z-1+yi:z,yeR}
= :{z+iy:x,y € R} schreiben;

es ist i? = —1 (checken!).
Von nun an werden wir die Paarschreibweise nicht mehr verwenden. Die Addition kann
man leicht geometrisch deuten, vektoriell

g
WA i
/
;
Z

FEine geometrische Deutung des Produkts ist leichter in der Polardarstellung zu sehen.

2.1.1 Beispiel. —L— =7 falls z £ 0

z1+iz2

1- (2’1 — iZQ) - 21 — iZQ
(21 +i20) (21 —i20) 27 + 23

Wir kénnen R C C, z — z - 1 als Teilkoérper von C auffassen!
Fiir z = x + 1y sagen wir

z =: Rez Realteil

=: Imz Imaginirteil, beide reell!!

Die Spiegelung an der reellen Achse R C C heifit komplexe Konjugation, d.h. fiir
z = x + 1y ist das komplex Konjugierte z = x — iy.
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Wir sehen sofort, dass

2Rez & Rez=1(z+2)
2iImz & Imz=

z+z
2=z

Was ist z - 27
z-z=a"+y? = |z]%,
wobei |z| der euklidische Abstand von 0 zum Punkt z in der GauBischen Zahlenebene
ist.
Rechenregeln:

1 _ z
@) 1 =re

(2) |z wl = [z] - [wl,

3) Iz = |zl

2.1.2 Beispiel. (1) Real- und Imaginirteile von 1, 22 (aeR,2€C)

z) z+a
(2) Was ist "7
(3) Cayley-Transformation.

Was ist fir t e R?

t—1
t+1

Was passiert fiir 'z;:, Imz >0, Im z < 0?7
Regeln fiir das Rechnen mit Betrigen

(1) |z +w|* = |2|> + 2Rezw + |w]|?

(2) |z —w|? = |2]? — 2Rezw + |w|?

(3) Parallelogrammgleichung

|2+ wl? + [z — wf® = 2(]2* + [w]?)

(4) Dreiecksungleichung
4 =i 21 des| @, sin ) = 7(cos p+isin )
Abkiirzung: cis ¢ = cos @ + isin .
Polarzerlegung

Klar: r = |z]; ¢ ist bis auf Vielfache von 27 eindeutig bestimmt.
Wir schreiben trotzdem

@ = arg z, wobei arg keine Funktion ist.
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Z1 =Ty " cis P1,22 = T2 - cis »2,

= 2129 = 7"'1 - 1o(cos ga]zgqszcgzz—rslm%l.scll%(pﬁl—w (:2(35 1 8in g +
Sl 1 COS S02®etréige werden multipliziert, Argumente wer-

den addiert.
Additionstheoreme

|z122] = |a1] - |22]

sarg(z1 - 22) = argz + argz”

Quiz: Welche Funktionen bilden Produkte in Summen ab?
Wir bekommen als Spezialfall die Formeln von de Moivre
(cosp +ising)™ = cosny +ising

Komplexe Wurzeln
Gesucht ist, fiir z =1r-cis- ¢, n € N, eine Zahl w mit

w" = z.
Nach der Formel oben kénnen wir
o1 .
w = |z|» - cis —p wihlen.
n
Aber es gibt noch andere:
1.1
wg = |z|ncis —(p+27k), 0<k<n-—1,
n

insgesamt n verschiedene!
Spezialfall: n-te Einheitswurzeln, d.h. z =1

1
cis —(27k), 0<k<n-1€Z.
n
%27‘(
egelméfiges n-Fck
]
27 3 47 5

< . L o . . .
2.1.3 Beispiel. n = 6, Einheitswurzeln 1, cis %, cis 5F, cis 5F, cis 57, cis ¢
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L_,¥3 1 _.v3
2 2
Ubungsbeispiel: Was sind die Wurzeln von 4?

2.2 Konvergenz

Wir untersuchen nun die metrische Struktur von C.

2.2.1 Definition. Sei M Menge, d : M x M — [0,00) eine Abbildung mit
M1) d(z,y) =d(y,z),  (z,y €M)

(M2) d(z,y) =0= 2z =y, (z,y inM)

(M3) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2), (z,y,2 € M)

Dann heifit (M, d) ein metrischer Raum.

Im letzten Abschnitt haben wir diese Eigenschaften gesehen fiir d : C x C —
[0,00), d(z,w) = |z — w| euklidischer Abstand.
Mit Hilfe der Metrik kénnen Begriffe wie Konvergenz und Stetigkeit definiert werden.

2.2.2 Definition (Konvergenz). Sei (M,d) ein metrischer Raum, (z,) C M
Folge, * € M. Wir sagen (x,) konvergiert gegen z, in Zeichen z, — =z fiir
n — oo, lim xz, = n, falls

Ve>0 dn.eNVn>n,: d(z,z,) <e.
Wenn wir die metrischen Kugeln
B.(z)={ye M:d(zx,y) <r}CcM
in M einfithren, kénnen wir die Konvergenz auch so formulieren:

fiir jedes € > 0 gibt es ein n. € N, so dass alle

Ty — x flir n — 00 & . . .
" { ZTp mit n > n. in der e-Kugel um z liegen.

Oft findet man auch die Bezeichnung

Ue(z) ={y € M : d(z,y) < ¢} e-Umgebung
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In R wird iiblicherweise die Metrik d(x,y) = |x — y| verwendet; 2-Kugeln werden dann
Intervalle

B.(z) = [z—e,z+¢],
Uc(z) = (z—e,z+¢).

In C haben wir das richtige Bild

Bei B. ist der Rand dabei,
bei U, nicht.
In manchen Biichern auch D,.(z) wie diskret.

B (w
[*

T

Wir gehen natiirlich davon aus, dass Vertrautheit im Umgang mit reellen Folgen(-
Funktionen) besteht. In diesem Sinn ist es niitzlich, Konvergenz komplexer Folgen auf
die der Real- und Imaginérteile zuriickzufiihren.

2.2.3 Lemma. Sei (z,) Folge in C. Dann

Re z, — Re z
zn — 2 fiirn — o0 <= und
Im z, — Im z

Beweis. ,=“ |z —zp| < |z —xy| und |z — 25| < |y — yn|, wobei x = Re z, z, = Re
ZnyY = Im ZyYn = Im Yn -

Ist also € > 0 und n. so, dass |z — z,| < ¢ fiir n < n,, so folgt auch |z — z,| < e und
ly — yn| < e fir n > n.; damit z,, — = und y, — y.

,=“ Seie>0;dax, — x gibt es ny € N mit

|xnfx|§ifﬁrn2n1 (%)
V2

Da y,, — y gibt es no € N mit

|yn—y|§ifﬁrn2n2 ()
V2

Fiir n > max{ni,ns} =: n. gilt

|Z*Zn|2 = |93*13n‘2+|y*yn|2
2 2
e’ € 9
< 4
s 5 + 5 €

O

Eine wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen ist die Vollsténdigkeit, die axiomatisch
verankert ist. Sie iibertrégt sich auf die komplexen Zahlen.
Hier die notigen Begriffe:
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2.2.4 Definition (CaucHYy-Folge). Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,)
in M heifit CaAucHY-Folge, wenn fiir alle € > 0 ein N. existiert mit:

Vn,m>Ne:  d(xn,xm) <e.
2.2.5 Lemma. Sei (z,) Folge in C. Dann

(Re zy,) ist CAUCHY-Folge in R
(zn) ist CAUCHY-Folge <= ¢ und
(Im zy) ist CAUCHY-Folge in R

Beweis. Ubung, analog zum letzten Lemma. O
2.2.6 Definition (vollstindiger Raum). Ein metrischerRaum (M, d) heifit voll-
stindig, wenn jede CAUCHY-Folge (z,,) in M konvergiert.

2.2.7 Lemma. C st ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis.

Lemma (Re z,) ist CAuCHY-Folge in R
(zn) CAUCHY-Folge in C "= und
(Im z,) ist CAUCHY-Folge in R

= vollst. (Re z,) konvergent
= und

(Im z,) konvergent

Leggna (#n) konvergent O

Schliellich zur Stetigkeit.

2.2.8 Definition (Stetigkeit). Seien (M1, dy), (Mo, d2) metrische Rdume, f: M; —
Ms eine Abbildung.

(a) Ist g € My, so heiBBt f stetig in zg, falls Ve > 0 3§ > 0 f(Bs(zo)) C
Be(f(20))-

(b) Ist Uy C Mj so heifit f stetig auf (in) Uy, falls f in allen Punkten zy € Uy
stetig ist.

(c) f heiit stetig, wenn es stetig auf M; ist.

Hier kénnen wir zumindest einen Spezialfall auf Stetigkeit reller Funktionen zuriick-
fithren.

Sei f : R — C eine Funktion; dann werden durch u(z) := Re f(z), v(z) = Im f(x)
zwei reelle Funktionen u =: Re f, v =: Im f definiert. Man sieht leicht (Ubung):

u stetig (in )
f stetig (in zp) <= < und
v stetig (in zg)

Hier konnte man z.B. eins der obigen Lemmata zusammen mit der Charakterisierung
der Stetigkeit durch Folgen verwenden (eventuell Ubung).
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2.2.9 Beispiel. (1) |-]|:C —[0,00), =z |z|ist stetig,
(2) —:C—C, =z Zist stetig.
(3) L:C\{0} = C, =z~ 1iststetig
bei 0 nicht definiert und nicht stetig fortsetzbar.

Wie im Reellen beweist man, dass Summe und Produkt stetiger Funktionen stetig sind.

Ubungsaufgabe: Sei T = {z € C : |z| = 1} (mit der Metrik, die von C kommt). Fiir

jedes tg € T gibt es stetige Funktionen ) )
Was ist der Zusammenhang mit der stetigen

@ : T\ {to FanRignit ®(2) = arg z
Aber keine solche Funktion lait sich ﬁéetig‘T auf ganz T, fortsetzen.
cs : R—TT,

l x—cls (x) ?
5

2.3 Potenzreihen und analytische Funktionen

n
Bis jetzt kennen wir im wesentlichen Polynomfunktionen P(z) = Y ag - 2" als stetige
k=0
Funktionen von C nach C. Eine Potenzreihe ,,ist, wenn man n = oo zulafit“.

Genauer: Sei 2y € C, eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zy und Koeffizien-
ten ¢, ist eine ,Reihe* der Form
Z cn(z — 20)".

n>0

Wir erinnern daran, dass eine Reihe

die Folge (si)k>0 der Partialsummen

N
SN = E QAnp
n=0

bezeichnet; hierbei ist a, € C und
sy=ag+..+ay€C.

. . N— . .
Dann ist klar, dass 3. a, konvergiert, wenn sy —- s fiir ein s € C, d.h. wenn es
n>0
ein s € C gibt mit
N

E ap — 8

n=0

Damit haben wir fiir Potenzreihen zwei Blickpunkte

— 0 fiir N — oo.
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(1) Ist (c,) Folge in C, so betrachten wir fiir jedes z € C die Reihe

Z en(z — 29)" in C,
—_———

n>0
> an

d.h. die Folge der Partialsummen

N
(Z cn(z — zo)">
n=0 NeNg

(2) Etwas abstrakter: fiir (¢,) in C betrachten wir die Reihe der Funktionen

Z cn(z — 20)",

n>0

d.h. die Folge der Funktionen der Partialsummen

N
(z — Z cn(z — zo)"> Funktionenfolge.
n=0

NeN

Zunéchst nehmen wir den ersten Standpunkt ein; fiir eine gegebene Koeffizientenfolge
(¢n) und Entwicklungspunkt zo € C, erhalten wir fiir jedes z € C eine Reihe

Z en(z — 20)".

n>0
Diese Reihe kann konvergieren, muss aber nicht.

2.3.1 Satz (Konvergenzradius). Sei (¢,,) Folge in C. Dann gibt es R € [0, 0] so,
dass

(i) Fir alle z € C mit |z — 20| < R konvergiert die Reihe

Z cn(z — 20)".

n>0

(i1) Fiir alle z € C mit |z — 20| > R divergiert die Reihe

Z cn(z — 20)".

n>0
R heifst Konvergenzradius.
Beweis. O.E. sei zg = 0. Wir zeigen zunéchst

(ili) Konvergiert » c,z" fiir z € C, so konvergiert ) c,w” fiir alle w € U}./(0).
n>0 n>0
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Ist ndmlich w € U}.|(0), so ist vl —. g < 1. Da > ¢ 2™ konvergiert, ist ¢,z" eine

2]
n>0
Nullfolge und wir erhalten

N N |’LU| n
> ol = Sl (12)
n=0 n=0 z

N

Z len - 2" -¢"™ beschrinkt in N mit ¢" geometrische Folge.
———

n=0

— 0

Damit ist (iii) gezeigt.
Setze
R :=sup{|z| : Z cnz" konvergiert}.
n>
Datfiir ist sicher (ii) aus dem Satz erfiillt.
Sei nun w € C mit |w| < R. Nach Definition von R gibt es ein z € C mit |w| < |z| < R

fir das Y ¢,2™ konvergiert. Aus (iii) folgt, dass Y c¢,2" konvergiert. Da |w| < R
n>0
beliebig war, ist (i) bewiesen. O

Wir werden gleich sehen, dass wir eigentlich viel mehr bewiesen haben. Zunéchst

2.3.2 Beispiel. (1) > 12" (Konvergenzradius ?)
n>1

(2) > 22" (Konvergenzradius ?)
n>1

(3) >_ mz" (Konvergenzradius ?)
Wer krz;igl eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 0 bzw. oo nennen?
Durch Vergleich mit der geometrischen Reihe erhilt man folgende Formel:
2.3.3 Lemma. Sei (¢,,) in C, 29 € C. Dann ist der Konvergenzradius von

> en(z — 20)™ gegeben durch
n>0

1
R E  ——
limsup {/|cy|
Beweis. Ubung O

Eine der wichtigsten Reihen ist die Exponentialreihe

1
DI

n>0
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sie konvergiert fiir alle 2z € C und ihre Summe wird mit

bezeichnet. .
(Konvergenz: n! > (2)? firn > 1= 52" < (%) < 1 falls n groB genug.)

nl

Wir wollen nun Potenzreihen als Funktionenreihen (-folgen) betrachten.

2.3.4 Definition. Sei X eine Menge, f, : X — M Funktionen, M ein metrischer
Raum. Die Folge (f,) heifit punktweise konvergent auf Y C X, falls fiir alley € YV’
die Folge (f.(y)) konvergiert.

Sei (f,) punktweise konvergenz und f(y) := nlingo fn(y) der Grenzwert. Wir sagen,

dass (f,) auf Y gleichmiBig konvergiert, falls fiir alle € > 0 ein n. € N existiert mit
Vn>n. VyeY:d(fu(y), f(y) <e.

Wir koénnen diese Konvergenz auch mit Hilfe einer Metrik beschreiben. Sei Y eine
Menge, (M, d) ein metrischer Raum.

B(Y,M):={f:Y — M : f(Y) beschrinkt}

Firr f,g € B(Y, M) sei
doo(f,g) = sup d(f(y),9(y))-

yey
Ist (f,) eine Folge in B(Y, M), so ist (f,,) offenbar gleichmiiflig konvergent auf Y genau
dann, wenn (f,,) im metrischen Raum (B(Y, M), d) konvergiert.

Ist Y selbst ein metrischer Raum und (f,) eine Folge stetiger Funktionen, die
gleichmifBlig gegen f konvergiert, so ist f stetig (Einfach aber wichtig).

2.3.5 Proposition. Sei (¢,) C C. Der Konvergenzradius R der Potenzreihe

> en(z — 20)™ sei positiv. Dann ist
n>0

N

f(z) = ngnoo Z en(z — 20)".
n=0

fiir alle z € Ug(z0) definiert. Fir alle r < R konvergiert

N

fn(z) = Z en(z —20)"

n=0

gleichmaflig gegen f fiir z € B.(2o). Insbesondere ist f stetig auf U.(20).
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Beweis. O.E. sei zg = 0. Aus dem Satz iiber den Konvergenzradius wissen wir, dass
N
flz)= Nlim > en(z — 20)" fiir alle z € Ugr(zo) existiert.
— 00

n=0

Sei nun r < R. Dann gibt es w € Ug(20) mlt | =: g < 1. Wir wollen die Reihenreste
(f — fn)(2) gleichméiBig fiir z € B,.(0) abschatzen Sei dazu

M = ch|w”| < 00.
n
Da > g™ konvergiert, gibt es ein N, € R so, dass

oo
> 4"

n=N.

<e.

Stetigkeit: Sei wg € Ur(zp). Dann gibt es r < R mit wg € U,(29). Da fy — f gleich-
mafig auf B, (zp), ist f in wq stetig (als gleichméfBiger Limes der stetigen Funktionen
In)- O

Als Anwendung erhalten wir, dass die Exponentialreihe eine stetige Funktion, die Ex-
ponentialfunktion, darstellt.

Bemerkung. Durch Koeffizientenvergleich und die Formeln fiir ¢ erhalten wir:

cis ¢ e E -
_ Eoo:@ k ‘p Y
|
2" k1!
o0 A ok 2k:+1
- 1
I;( 1 'SD i Z 2k: 2k +1)!

=cos @ =sin ¢
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3 Holomorphe Funktionen

In diesem Abschnitt lernen wir die Funktionen kennen, deren Studium das Thema der
Vorlesung ist.

3.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Sei U C C, f:U — C eine Funktion.

3.1.1 Definition. Sei zp € U; wir nennen f an der Stelle zy (komplex) differen-
zierbar, wenn der Grenzwert

existier. f'(zg) heifit Ableitung von f.

Ist f fir alle 2o € U differenzierbar, so heift f holomorph; die Algebra (!) der
holomorphen Funktionen auf U wird mit R(U) bezeichnet. f' : U — C, z — f'(2)
heifit Ableitung von f.

3.1.2 Beispiel. (1) Ist n € Ny, f(z) = 2", so ist f holomorph (auf C) und

fl(z)=n-2""1.

(2) Spéter beweisen: exp’ = exp.
(3) f(2) = Zz ist nicht differenzierbar.

Zunéchst einige Regeln, um Ableitungen von ,zusammengesetzten“ Funktionen zu
bestimmen:

3.1.3 Lemma. Sei U C C offen, zg € U, f,g:U — C.
(1) Ist f differenzierbar an der Stelle zy, so ist [ stetig bei zg.
(2) Sind f,g differenzierbar bei zg, so ist auch f + g differenzierbar bei zo und
(f +9) (20) = f'(20) + 9'(20)-
(3) Sind f,g differenzierbar bei zy, so ist auch f - g differenzierbar bei zo und

(f-9)(20) = f'(20) - 9(20) + f(20) - g’ (20)
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Kettenregel: Seien U,V C C offen, f : U — C holomorph mit f(U) C Vundg:V — C
holomorph. Dann ist go f : U — C holomorph und

(gof)'(2) =g'(f(2)f'(2)

Beweis. Nur unter der Voraussetzung, dass fiir 29 € U ein r > 0 existiert mit f(z) #
f(zo) fiir 0 < |z — 20| < r.
Ist das so, so konnen wir schreiben

O

3.1.4 Definition. Eine Funktion f : U — C heiflt analytisch, wenn fiir jedes zg € U

eine Potenzreihe > ¢,(z — z0)™ mit positivem Konvergenzradius existiert so, dass
n>0

f(z) = icn(z — 20)" fiir |2 — 20| < 7.

n=0

Wir werden spéter zeigen, dass jede Funktion, die holomorph aus U ist, auch analytisch
auf U ist. Nun die einfache umgekehrte Schlufifolgerung:

3.1.5 Proposition. Sei f : U — C analytisch. Dann ist f holomorph auf U und
f' U — C ist analytisch. Insbesondere ist f oco-oft differenzierbar und

™) =n!-a,.

Beweis. Sei zg € U, r > 0 so, dass

oo
fz) = Z en(z—20)" fir |z — 20| < 7
n=0
Ubung:
g(z) = Z(n + Depy1(z — 20)™ existiert fiir |z — 2o <7
n=0
Weiter:
N r
flz) = A}im cn(z — 20)" gleichméBig in |z — 2o| < 3
- n=0
In(2)
N-1
/ n . . . . . T
v(z) = Z cnt1(n+1)(z — 2z0)™ konvergiert gleichmiflig in |z — zg| < 3
n=0
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Wir wollen nun aus dem entsprechenden reellen Resultat folgern, dass Funktionen mit
Ableitung Null konstant (lokal) sein miissen.

Wir erinnern daran, dass eine offene Menge G C C zusammenhiingend ist, wenn sie
sich nicht in zwei disjunkte nichtleere offene Mengen G; N G2 = G zerlegen 1afit.

In der Funktionentheorie werden offene zusammenhéngende Mengen oft als Gebiet
bezeichnet.

3.1.6 Proposition. Sei G C C ein Gebiet, f € X(G) und f' = 0. Dann ist f konstant.

3.2 Exponentialfunktion, trigonometrische Funktionen,
Logarithmus

Wir kommen nun zur Exponentialfunktion. exp ist differenzierbar und exp’ = exp nach
der Proposition iiber die Potenzreihen.

Daraus konnen wir die Funktionalgleichung der e-Funktion folgern, ohne Reihen mul-
tiplizieren zu miissen:

3.2.1 Korollar. e®t? =¢®.¢b fir alle a,b € C.
Beweis. Sei a € C fest; setze g(z) = e* - e* 7.

= ¢'(2) =0 = g konstant = g = g(0) = e*
= e*=¢ b e fiirallebe C,aeC.

Speziell a = 0 = €, e £ 0... O
Weil alle Koeffizienten in der Exponentialreihe reell sind, ist e = e fiir z € C =
|€Z| — eRe z

Wie in R definieren wir

R
cosz = -1
pors (2k)!
o L 22
sinz = 1)
R
1 iz —1iz
=cosz = 5(6 +e %)
1 . p
sinz = Z(e‘z—e_‘z)
Damit €* = cosz +isinz

= cos? z + sin’ z = 1 fiir alle z € C
iZ_ . .
e =cosz+1s1nz

und ‘
e = cis 0 fiir 0 € R.
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Es gilt
i0

z=|z|-€" mit § = argz

Wegen Periodizitét der trigonometrischen Funktionen ist
exp(z + 2mi) = exp z - exp(27i) = exp z.
Damit ist die e-Funktion periodisch mit Periode 27i (Keine weiteren Perioden!)

Im z

2 z + 271

Re z

[C——)

Wir wollen nun den Logarithmus als inverse (Umkehrfunktion) der Exponentialfunk-
tion definieren. Da exp nicht injektiv ist, ist Vorsicht geboten.
Wir wollen fiir w den Logarithmus log w so definieren, dass

elos Y — qp,
so muss w # 0 (da e® # 0 fiir alle z € C). Es gilt

{zeC:e* =w} = {log|w| +iargw + 2mik : k € Z}
(Nachrechnen!), wobei log |w| der reelle Logarithmus.

3.2.2 Definition. Sei G C C ein Gebiet und h : G — C eine stetige Funktion mit
z = exp(h(z)) fiir z € C. Dann heifit h ein Zweig des Logarithmus.

Ist (h,G) ein Zweig des Logarithmus, so muss offenbar 0 ¢ G sein. Sind (h, G) und
(h, G) beides Zweige des Logarithmus, so muss es k € Z geben mit h = h + 2wik.

3.2.3 Proposition. Sei G = C\(—0o0,0] und h(re') = logr + if, wobei 6 € (—m, )
eindeutig bestimmt. Dann ist h ein Zweig des Logarithmus; er heifit Hauptzweig des

Logarithmus.

Beweis. Stetigkeit siche Ubungsaufgabe von Blatt 1. O

Nun zur Holomorphie des Logarithmus.
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3.2.4 Proposition. Seien U,V offen in C. Seien f : U — C, g : V — C stetig mit
fU) CV und go f =id. Ist g differenzierbar in f(z9) und ¢'(f(20)) # 0, so ist f
differenzierbar in zo und

F0) = ZrGy

Beweis. Sei h € C\{0} mit 2o +h € U = f(z0+ h) # f(z0) und

9(f(z0 + 1)) —9(f(20)) _ 9(f(20+h)) = 9(f(20)) [f(z0+h) = F(20)
h f(z0+h) = f(z0) h

Sei nun hy,, — 0, hy, # 0 mit h,, + 2o € U (n € N). Dann folgt f(z¢ + hyn) — f(20) (da
f stetig) und

f(ZO + hn) - f(ZO) _ N 1

ha T 9(f(20))
da g'(f(z0)) # 0 O
3.2.5 Korollar. Jeder Zweig g des Logarithmus ist holomorph mit ¢'(z) = %
Beweis. Einsetzen in Proposition. O

3.3 Reelle vs komplexe Differenzierbarkeit: die
CaucHY-Riemannschen Differentialgleichungen

Eine Funktion f : U — C, U C C konnen wir auch als Funktion zweier reeller
Variablen auffassen:

flz +iy) = u(x,y) +iv(x,y)

mit u(z,y) = Re f(z+iy), wv(z,y) =Im f(z +iy).

Aus der Analysis kennen wir den Begriff der Differenzierbarkeit fiir solche Funktionen.
Wir untersuchen zunéchst die partiellen Ableitungen; sei f komplex differenzierbar bei
20, (hy) Nullfolge, h,, reell

f(xo + hy +iyo) — f(xo + iyo) w(xo + hn,Yo) — w0, yo)
= frd
hn, hn
hna - )
i U(IO y}(L)) U(IO yO) f/(ZO)

Aus der Konvergenz folgt nun:
u(+, ) ist nach x partiell differenzierbar bei (xq,yo)
v(-,-) ist nach x partiell differenzierbar bei (xo, yo)
Ozu(zo,yo) = Re f'(z0)
8IU((L'0, yO) =Im f/(ZO)

Nun:

f(20 +ihy) — f(20)
thy

— f'(20)-
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Das liefert

w(zo, Yo + hn) —u(xo,y0) . v(xo,yo + hn) — v(z0,Y0)

ihy, + ihy,
_ 0(@0,y0 + hn) —v(zo,50) . w(xo,y0 + ha) — ul@o,%0) F(z0)
B B ’
also
Oyv(zo,90) = Re f'(20) = dxu(o, o)
Oyu(zo,yo) = —Im f'(z0) = —0,v(20,yo)

3.3.1 Lemma. Ist f = u+ v (wie oben) bei zy komplex differenzierbar, so existie-
ren die partiellen Ableitungen Oyu, ... bei zg und erfillen die CAUCHY-Riemannschen
Differentialgleichungen

83:”(5007240) = 8y7}($07y0)a
9:v(w0,90) = —0yu(wo,yo)

Ist umgekehrt f : U — R? total differenzierbar und erfillen die Ableitungen die
CaucHy-Riemannschen Differentialgleichungen, so ist f komplex differenzierbar.

Beweis. 1.Teil schon nachgerechnet.
Umgekehrt sei f = (Z) : U — R? differenzierbar in zq, yo

o (h)]
||

Def.

=" f(zo+h)— f(2) =Df(z0) - h+ ¢(h) mit — 0 fiir h — 0.

Df(zo,y0) = Jacobi-Matrix

_ <3zu($oyyo) Byu(x07y0)>
0:v(w0,90)  Oyv(T0,Y0)

_ Up —o
- Vo (N
Nach Voraussetzung...
h = hy +ihy = Df(a?o,yo)h = (’LL() + ivo)(hl + ’th)

NCEENE o(h)

) —~| —=0fir h — 0.

— (up + ivo)

O

Nun noch ohne Beweis etwas mehr zu den CAUCHY-Riemannschen Differentialglei-
chungen.
Erfiillen u,v die CAUCHY-Riemannschen Differentialgleichungen, so sind u,v harmo-
nisch, d.h.

8§u + 3§u =0 (Einsetzen)
Insgesamt: f holomorph, v = Re f, v =Im f = w,v harmonisch.
Ist umgekehrt G ein ,;schones* Gebiet, z.B. G = obere Halbebene, so gibt es zu jeder
harmonischen Funktion u eine harmonische Funktion v (eindeutig bis auf add. Kon-
stanten) mit: u + v ist holomorph. So ein v heifit harmonisch konjugierte Funktion.
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4 Der CHAUCHYsche Integralsatz

In diesem Kapitel beweisen wir die Integraldarstellung holomorpher Funktionen. Die
Konsequenzen sind vor allem im Vergleich zur ,reellen Welt“ sehr beeindruckend.

4.1 Komplexe Kurvenintegrale und Integraldarstellung
holomorpher Funktionen

Hier startet unser Projekt mit der Definition Riemann-integrierbarer Funktionen g :
I —C, I=]la,b] CR ein Intervall.
Wir nennen g Riemann-integrierbar, wenn Re g, Im ¢ Riemann-integrierbar
sind und setzen

b b b

/g(x) do = /(Re 9)() dz —I—i/(hn 9)(x) dz

Natiirlich folgen die iblichen Regeln fiir das Manipulieren von Integralen; stetige Funk-
tionen g : I — C sind Riemann-integrierbar, und wie im ,Reellen® kdnnen wir von
uneigentlichen Riemann-Integralen sprechen.

Nun kommen wir zu Kurvenintegralen.

Wir nennen eine Abbildung v : [a,b] — C, Kurve in C, [a,b] C R ein Intervall, v stetig.
Meistens werden wir uns mit stiickweise stetig differenzierbaren Kurven = : [a,b] — C
beschéftigen, also mit solchen, fiir die es 0 =ty < t; < ... < ty = b gibt mit:

Y| (tk, tx+1) ist stetig differenzierbar,

li "(t) existiert
tg?kv() xistiert,

lim ~/(t) existiert.
t,/ i1 i ( )

Wir nennen v* := 7([a, b]) die Spur bzw. das Bild der Kurve. Ist f : v* — C stetig,
so konnen wir das Kurvenintegral

b
/ f2)dz = / SO (1) dt

N-1 tr41

> [ oo

k=0
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definieren. Zwei Kurven v : [a,b] — C, 7 : [a, I;] — C heiflen dquivalent, v =~ 7, wenn
es ein ¢ : [a,b] — [a,b] bijektiv, stetig differenzierbar gibt mit 0 ¢ = 7.

4.1.1 Proposition. (a) Durch v ~ 4 wird eine Aquivalenzrelation auf der Menge
{v:]a,b] = C: [a,b] C R, v stickweise stetig differenzierbar} definiert. Es gilt

/f(z)dz:/f(z)dz, falls v = 7.
¥ v

(b) Definiere, fiir~y : [a,b] — C, die Kurve —v : [a,b] — C durch —v(t) = y(b—t+a).

Dann ist
/f(z)dz: —/f(z)dz

/fz—cdz-/f

vte

wobei y+c¢: [a, 0] = C, (y+¢)(t) =~(t) +c.

(¢) Fiir c € C ist

(d) Sei U C C eine offene Menge F € H(U) und F' = f stetig. Fiir jedes v mit
v la,b) = U gilt
[ 1)z =2®) - (@)
v

Beweis. Ubung,. O

4.1.2 Beispiel. Sei v :[0,21] — C, ~7(2) = €'; sei |a| < 1 und f(z) = -L-. Dann

ist )
2mi / 1z T /
b

Beweis. (i) Zu zeigen ist

27 27
1 (¢ 1 it
1:—/ () g / °
2 ) (t) —a 2 et —a
0 0
Zu zeigen
27
1 1t
7/ < dt =1
2wi ) et —a
0

Klar fiir a = 0.
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(ii) Definiere

1 ieft
G(s) = — | ———dt.
(s) 27T7;/6”75'a
0

Wir wissen: G(0) = 27. Zu zeigen G =const.

2

d 1 iett
06 = E/ﬁdt

A ey, _af od 1
= '/<w<t>—s~a>2dt‘2w0/ i@ s a0

Notation: 0B, (zp).

4.1.3 Proposition. Sei U C C offen und B,(z9) C U. Sei f € H(U), f' stetig und
v :10,27) — U, y(t) = 29 + re'.

Dann gilt fiir alle z € Up(20) :
_ 1 [ fE
1) = 5 [ £2a¢
Y

Beweis. Ohne Einschrinkung sei zo = 0 und r» = 1. Sei also z € C, |z] < 1.

Wir wollen zeigen, dass
1
1) = 5 [ e
¥

27 .
1 fEe
o) et —2
0
27

;/{Jf_)e:—f(z)}ds:o

0

< 0 et dt — f(z)

Setze , ,

£ F(z +H(el* = 2))
ets —z

(Bemerke, dass z + t(e’® — 2) € [z, "] C B1(0).) wir haben

o) = LT )
95,00 = ST g

ets — z

g(s,t) == —f(z) fuir 0 <t <1.
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Setze

Wenn wir noch G'(t) = 0 fiir 0 < ¢ < 1 zeigen kénnen, folgt

27 . .
_ i f(els)els
T or et — 2

die Behauptung. Also

G'(t) =

= e f(z4t(e" — 2))ds
0

Stammfunktion F(s) = L f(z + t(e* — 2)) liefert

%F(s) = %f’(z—i—t(eis —2))-t-i-e’,
also .
Gt) = / ¢ (5 4+ t(e™* — 2))ds = F(2r) — F(0) = 0.
0

O

Wir wollen nun zeigen, dass stetig differenzierbare f € H(U) schon analytisch sind.
Idee
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Ti’;f: in Potenzreihe Y b, (t)2" entwickeln:

2T

PR 2im /f(e“)bn(t)dt.

0

Dazu miissen wir [ und Y vertauschen. Das wird mit dem folgenden Lemma gerecht-
fertigt.

4.1.4 Lemma. Sei~y eine stickweise stetige Kurve in C, F,, F :~v* — C stetig und
F, — F gleichmipig auf v* = [ F, — [ F.
¥ ¥

Beweis. langweilig. O

4.1.5 Satz. Sei U C C offen, f € H(U) mit f' stetig. Dann ist f analytisch.
Genauer: ist zg € U, Ur(z0) C U, so besitzt die Potenzreihe

f@ZZ%Q%W7%=/@ﬂ3H%

n>0 ~

den Konvergenzradius R; dabei ist y : [0,27] — C, ~(t) = z0+7-e mit 0 <r < R.

Beweis. Sei zp wie im Satz. z € Ug(2p), 0 < |z — 29| < r < R und v der Kreisweg.

Wir wissen
)= [ L
Y

E—z
Wegen |z — zg| < r und £ € v* ist

[fOllz = 2" _ M (Iz—20|>”

|€ — zo|?T1 — r r

mit M = Y [f(¢)].

ey
Da @ < 1, konvergiert

Z — Z " . .. . *
dof (ﬁ)(g(_;)lﬂ gleichmiBig auf
n>0 0

E—=z
=16 = on [ L
1 z—2)"
- W/Zf(g)(f(—zo;)zﬂ ¢
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Lemma 1 (z —20)"
n 2—7”; / 1O e
n O’y
1
- (2 — 2)" - —
D !
—_———
= QL / d§ unabhéngig von 7.
¥

O

4.1.6 Korollar. Sei f € H(U) mit f' stetig, dann ist f unendlich oft differenzierbar.
4.1.7 Korollar. Sei f € H(U), f' stetig, zo € U und B,(z9) C U. Dann gilt

n n! f(€
ft )(Zo)zm/(g_iognﬂdf

ol

4.2 Satze von Morera und Goursat

In diesem Abschnitt wollen wir die listige Voraussetzung f’ stetig loswerden. Zunéchst
eine triviale aber praktische Beobachtung.

Bemerkung. Sei f € C(U), U C C offen, f besitze eine Stammfunktion F (d.h. F' mit
F' = f). Dann ist f analytisch in U.

Ein Dreiecksweg « ist ein Weg

22 a:[0,3] — C.
Zo+t(21—Zo) O§t§1

20 Oé(t): Zl—‘r(f—l)(ZQ—Zl) 1<t<2

e zp+ (t—2)(20 —22) 2<t<3
Zl " ‘,/’

Offenbar ist
a* = [20, 21) U [21, 22] U [22, 23]
4.2.1 Satz (Morera). Sei U C C offen, f: U — C stetig. Ist [ f(z)dz =0 fiir jeden
N

Dreiecksweg A\, so ist f analytisch.

Beweis. Nach der vorangehenden Bemerkung geniigt es, eine Stammfunktion F' von f

zu finden. ,Analytisch® ist eine lokale Eigenschaft.
z+h

20
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zo € U, UT(ZO) C U. Setze
/ I

/f(zo +t(z—20))(z — 20) dt

| @i [ e

F(z)

F(z+h) — F(2)

[20,24h] [20.7]
_ / F(E)de =h- /f z4+t-h)d
[z,2+h]
f stetig w . /1f(z) dt = f(2),
also F' = f. O -

4.2.2 Satz (Goursat). Sei U C C offen und f € H(U). Dann ist f analytisch.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass f’ stetig ist. O.E. U = U,.(0). Wollen Morera anwen-
den. Sei [z, 21, 22] =: A0 cU.

%)
As A Durch Seitenhalbierende definieren wir 4 klei-
A nere Dreiecke Al, AQ, Ag, A4.
4 .
AN JAV SN
20 VAN 21

— ff £) de = fo

i= IOA

[r@ag| <a-| [ recrae
yaN 1

wobei Dy € {0y, ...,0/4} mit max. | - | wihlt. Zugehoriges Dreieck: A,
Induktiv liefert das: A =: A 5 AMD 5 AR) 5 | mit

/f(f)dé <4 / 7€) de

NGO A (+1)
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Es folgt:
) | [ fEd§|<am-1 [ f(§)dE
YN DA™
(2) L(OAM) =27 [(ON)
——"
Bogenlénge = |29 — 21| + |21 — 22| + |22 — 20|

(3) diam (AM) =27 diam(A)
——
Durchmesser = max{|zo — 21|, |21 — 22/, |22 — 20|}
Weil A abgeschlossen und beschrinkt (kompakt) ist
ﬂ A £ und S0IN dzpeC: ﬂA(") = {20}
neN n
Sei € > 0; da f differenzierbar in zp, existiert § > 0 mit Bs(29) C U und

f(2) = f(z0)

—f’(zo)‘ <efir0<|z— 2z <9,
zZ— 20

das heif3t

4)  1f(2) = fl20) — f'(20)] < e|z — 20] fiir [z — 20| <,
Sei n so groB, dass diam A™ < 4. Da zy € AM™ muB A™ C B(z, ).
Da 1 und z Stammfunktionen besitzen, ist

/dz:(): / zdz

ON(n) ON(n)
Es folgt
[ r@al = | [ )= s - £ - s
A (n) A(n)
< [0AM]- max [£(z) = f(z0) = f'(z0)(z = 20)|
(2),(4) B
< WOA)27" -elz — 2|
< 27" g.27" (04 - diam(9A)
Mit (1):

/f(z)dz <4 47" cep el

N
Da e > 0 beliebig, ist 1.s.= 0 O
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4.2.3 Korollar. Sei f € H(U), z0 € U und R > 0 so, dass Ur(z9) C U. Dann lifit
sich f um zg in eine Potenzreihe entwickeln, deren Konvergenzradius mindestens R
15t.

Folgt aus Goursat und dem Satz, dass C'-Funktionen analytisch sind, letzter Ab-
schnitt.

4.2.4 Korollar. Sei f € H(U), zo € U und R > 0 so, dass Ur(zy) C U. Sei vy ein
geschlossener Weg in Ugr(20). Dann ist

/ F(z)dz = 0.

Beweis. Aus vorherigem Korollar:

fz) = Z an(z — 29)" mit Konvergenz-Radius R.

n>0
Definiere a
F(z)= 3 22— 2)
n>1 N——
b’VL
Da |b,| < |an|

— Konvergenzradius von F ist > R.

F%er F' = fin Ug(zo)

— /f(z) dz =0 fiir y* C UR(Zo)-
5

O

Dieses Korollar ist die Junior-Version vom CHAUCHYschen Integralsatz. Es gilt nicht
einfach

/f(z)dz =0fury* cU.
8!

Beispiel? Quiz!

4.3 Nulistellen holomorpher Funktionen und der
Fundamentalsatz der Algebra

Wir beginnen mit einer Folgerung aus der CHAUCHYschen Integralformel fiir die Ab-
leitung
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4.3.1 Definition (CAuCHYsche Abschitzung). Sei f € H(Ug(z0)) und sup{|f(2)] :
z € Ur(z0)} < M. Dann ist

n!M

o] 24

n

Beweis. Mo:rc;ra f analytisch auf Ug(zp), 7 < R :

. | e
G0 = g [ e e
0By (20)

’f(")(zo)’ < ™ 9B, (%)l 'max{f(gﬂ ce aBT(ZO)}

27 potl
n! M n!M
< — 21— = —
2 rntl rn
Da 0 < r < R beliebig, folgt die Behauptung. O

Wir erinnern daran, dass Funktionen f € H(C) ganz heiflen.
4.3.2 Satz (von Lionville). Jede ganze beschrinkte Funktion ist konstant.

Beweis. Aus der CHAUCHYschen Abschétzung folgt, fir zg € C,

(R >0),

wobei
M = sup{|f(2)|: z € C} < 00, da f beschriinkt.

R zo beliebig
—

= f"(20) =0

f' =0 = f konstant.
O

4.3.3 Theorem (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom

p(z) auf C besitzt eine Nullstelle

( Tndukgion jedes Polynom p(z) vom Grad n € N ldfst sich schreiben als
Faktorisierg.

pz) =c-(z—2) (2= 22) (2= 2n)
»in Linearfaktoren zerlegen“)

Beweis. Sei p Polynom ohne Nullstelle = ﬁ ist ganz. Da

a"”/— —_ .
) < Janlll” (14 22 o) a2 1
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ist — beschrinkt.
p(2)

S.v.Lionville 1
B —— = konst
p(2)
= p(z) = konst

Das néchste Resultat ist wieder von fundamentaler Bedeutung.

4.3.4 Satz (Identitétssatz). Sei G C C ein Gebiet und f € H(G). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f=0.
(ii) Es gibt zo € G mit £ (29) = 0 fiir alle n € Ny.
(i11) {z € G : f(z) =0} ist nicht diskret in G.

Hierbei bedeutet (iii), dass nicht jeder Punkt von {z € G : f(z) = 0} in G isoliert ist,
dass es ein zg € G gibt mit: zp ist Hiufungspunkt von {z € G : f(2) = 0}\{20}.

Nullstellen liegen diskret Nullstellen liegen nicht diskret
M C G diskret <= Vwe G 3 >0 mit Bo(w)NM € {0, {w}}

Beweis. Klar, dass aus (i) sowohl (ii) als auch (iii) folgen.

(iii)= (i%) : Sei 29 € G ein Haufungspunkt von N\{zp}, N = {Nullstellen} und r» > 0
so, dass B(zo,r) C G.

Da es eine Folge (z,,) in N gibt mit z, — zg ist f(29) = 0. Wir nehmen an, n € N sei
so, dass

0= f(z0) = f'(20) = . = f(n = 1)(z0), ™ (20) #0.

= f(z) = > ar(z—2)" fir|z—z|<r
k=n
= (zizo)n g(Z),
g(z) = Z ar(z — z)"™™ analytisch
k=n

nach Voraussetzung ist g(z0) = a, = 5™ (29) # 0 = 36 > 0 mit g(z) # 0 fiir
|z — 20| < 0.
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Sei b € N NUs(z). Dann ist

0= f(b) =(b—20)"-g(b) Wiederspruch
———
#0

(ii)=(i): Sei U := {z € G : f™(2) =0, n € Ng}. Wegen (ii) ist U # @. Wir zeigen,

dass U offen und G\U offen.

G\U offen: Sei (2,) in U, 2, — 2z € G = fHF(2) = lim f*)(z,) =0, (kecN), da

feC®=zeU

U offen: Sei zp € U und r > 0so0, dass U, (20) C G = f(2) =0in U, (20) = U,(20) C U.
O

4.3.5 Korollar. Sei G ein Gebiet, f,g € H(G) und {z € G : f(z) = g(z)} sei nicht
diskret in G. Dann ist f = g.

4.3.6 Korollar. Sei G ein Gebiet, f € H(G)\{0} und zyinG.
(1) Dann gibt es k € No, g € H(G) mit g(zp) # 0 und

f(2) = (2 = 20)"g(2).

(2) Es gibt r > 0 mit U.(20) C G und f # 0 auf U,(20)\{z0}-

4.4 Der CHAUCHYsche Integralsatz

Wir wissen bereits, dass fiir f € H(Ugr(zo)) und jeden geschlossenen Weg + : [a,b] —
Ur(20).
Im CaucHyschen Integralsatz wird dies fiir allgemeinere ,,Geometrien“ (besser ,, Topo-
logien®) gezeigt. Dass nicht ,alles” stimr7[, sicht, maprans

z

9B1(0)

4.4.1 Definition. Seien 7g,7v; : [0,1] — U zwei geschlossene Kurven in U C C. Es
heiflen 7y,v; homotop, 7y ~p 71, wenn es eine stetige Abbildung

r:[0,1x[0,1] U

gibt mit
v(t) = T(t0)
n(t) = T(1)
und I'(0,5) = TI'(1,s) (se]0,1])

4.4.2 Definition. (1) zp € U heifit Sternzentrum von U, wenn [zg, z] C U fiir alle
zeU.
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(2) U heifit sternférmig, wenn U ein Sternzentrum besitzt.
(3) U heifit konvex, wenn jedes z € U Sternzentrum von U ist.

4.4.3 Proposition. Sei U offen und sternformig mit Sternzentrum zo. Sei o : [0,1] —
U, v0(t) = zo. Dann ist jede stiickweise glatte geschlossene Kurve v1 in U homotop zu

7o0-
Beweis. T'(t,s) = sy1(t) + (1 — 8)20. O

4.4.4 Satz (CaucHyscher Integralsatz (1te Version)). Seien yo,v1 geschlossene
stiickweise glatte Kurven in U, vy ~p v1. Dann ist

/f(z)dz:/f(z)dz.

Damit sehen wir nun, dass

8BI(O) 831(5)

nicht homotop in C\{0} sind: Integration von 1!

Wir betrachten zuniichst den Spezialfall, dass '(t, s) € C?([0, 1] x [0, 1]). Dann existiert
fiir alle s € [0,1].

1
or
o) = [ 1) s d
0
= /f(z)dz,
Ys
wo s = (-, s) geschlossene differenzierbare Kurve
—0) = [fe)d o) = [ )0
Vs Y1
Rechne
1
2
g6 = [ I ) G 08) + ST 8) ) d
0
:%(fol“%f‘)
1
0 0 0 0
= [ 5D d " HT(19) 5 A1)~ FT(0.9) 5 T(0.5)
0

DaT(1,s) =T(0,s) (se€]0,1]),ist ¢’'(s) =0, also g(0) = g(1).
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Beweis. Sei T' : [0,1]> — U eine Homotopie, insbesondere ist ' gleichmiBig stetig,
1[0, 1)2 kompakt, 7 := d(I'[0,1]?),U°) > 0, und es gibt n € N mit:

2
|(5,8) = (", )] < — == [D(s,8) = (s, ) < 7.

Sei
ik
Ziyp = F(j,), 0<k j<n
n n
7+ 1 kE k+1
n n n n

N

Weil der Durchmesser des Quadrats I T{ ist, ist I'(Ljx) C Up(Zji).
Betrachte das Polygon Pj, = [ij,Z]-x-l}k,Z,7+1,k+17Z37k+1,Z k). Dann ist Py, C
U, (Z;k). Wegen der Proposition und der Konvexitét von U ist

[ 1@z

Wir zeigen nun [ f = [ f mit folgender Idee: sei § : [0, 1] — U eine Parametrisierung
Yo 71
des geschlossenen Polygonzugs

Qr = [Zok, Z1 ks +er Zn i)

T

Unter Benutzung der P zeigen wir

/f jiz= [ )d

Br+1

und damit (Stufe fiir Stufe)

/f dz—/f dz—/f dz—/f dz—/f

Wir fangen mit ! an.
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Da wir in der konvexen Menge U, (z¢,0) sind, ist

/f(z)dz _ /f Vdz+ / (=

Yoll% 1]
= / f(z)dz+ / f(z
Bol[0, 5] Yol 1]
20,0
Bo
denn 1[0, 1] — 3,|[0, 1] ist eine geschlossene
20,1 stiickweise glatte Kurve.
Yo o

Weiter

:/fdz+/ dz+/f

Bol[0,+] Yoll%.2 Yl[2
= / f(z)dz + / f(z)dz + / f(z
Bol[0,2] Boll,2]
Induktiv ist
/f(z) dz = f(z)dz+ / f(z)dz firallek<n
o ﬁ0|[07%] 'YOl[-,L71]
= f(z)dz
Bo

zu zeigen, gehen wir analog vor, es vermitteln jeweils ddie Py

=0
(21, k,2141,k]

/ f(z)dz

=0
Br+1 (20, k41,2141, k+1]

"21 / f(z)dz
=

—
=
Il



Tk

Ve+1

21,k
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= /f(z)dz—/f(z)dz
Bk

ﬁk+1
n—1
- 3 [re
. 1=0p,
7
denn auf jeden Term kénnen wir die Proposition anwenden. O

4.4.5 Definition. Ein stiickweise glatter Weg heiffit nullhomotop in U, wenn er zu
einem konstanten Weg in U komotop ist.
Kurzschreibweise: v ~ 0.

4.4.6 Satz (CHAUCHYscher Integralsatz (2te Version)). Sei U C C offen und v
ein stickweise glatter nullholomorpher Weg. Dann

/f(z)dz =0

fir f € H(U).

4.4.7 Definition. Zwei Kurven vp,71 : [0,1] — U mit 7(0) = 71(0) = a, ~o(1) =
v1(1) = b heilen FEP-homotop in U, wenn es ein stetiges I : [0,1]?> — U gibt mit

L#0) = (1), I'(t1)=mn() (t €0,1])
I'o,s) = a, I'(l,s)=1b (s €[0,1))

Es ist nicht schwer zu sehen, dass fiir FEP-homotope 79,71 die Differenz vy — 11
nullhomotop ist. Damit

4.4.8 Korollar. SeiU C C, f € H(U) und 9,71 FEP-homotop. Dann

/f(z) dz:/f(z)dz.

4.4.9 Definition. Eine offene Menge U heifit einfach zusammenhéingend, wenn U
zusammenhéngend ist und jede geschlossene Kurve in U nullhomotop ist.

4.4.10 Satz (CHAUCHY (3te Version)). Sei U C C einfach zusammenhdingend,
f e H(U), v ein geschlossener Weg in U. Dann ist

/ F(z)dz = 0.
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4.4.11 Korollar. G sei einfach zusammenhdingend, f € H(G) = [ besitzt eine
Stammfunktion.

Beweis. Sei zg € G, F(w) := [ f(z)dz, wobei v, ein stiickweise glatter von zo nach
Yw

w wohldefinierter Weg (wegen CHAUCHY).
Zeige: F ist Stammfunktion. Dazu w € G, r > 0 mit B.(w) C G und |h| < r =
[w,w+ h] C G und

F(w+ h) — Flw) 22 / £(2)dz
[w,w+h]
Wie beim Satz von Morera folgt damit F'(w) = f(w). O

4.5 Der Index von Wegen, CHAUCHY's Integralformel

4.5.1 Proposition. Seiy ein stickweise glatter Weg, zo € v*. Dann ist

1
/ dx € 2miZ
Z— 20
vy

Beweis. Nur fiir v : [0,1] — C\{z0} differenzierbar, sonst Homotopie; sei ¢ : [0,1] —

t ’
C, g(t) = g e ds.

7'(s)
() = 20
%e‘g(”(v(t) —z9) = e 9 (1) — e 1D ((t) — 20)g(t) = 0
e 9 (y(-) = z9) konstant
7(0) — 20 = e 9D (y(1) — 2)
= ¢(1) € 2miZ.

= g'(t)

I

O

4.5.2 Definition. Sei v ein geschlossener stiickweise glatter Weg und zg € v*. Dann
heifit

211
3

n(v, z0) = L /(z — 20) " tdz

der Index von « bzgl. zg oder die Windungszahl von v um zj.

4.5.3 Proposition. Seien v, stiickweise glatt

(a) 20 7" = n(v,20) = —n(—7, 20)



38 KAPITEL 4. DER CHAUCHYSCHE INTEGRALSATZ

(b) z0 € v*UF* und v, haben denselben Anfangspunkt = n(v+%,z0) = n(vy, z0) +
’n’(:}/a ZO)

(c) Sind v und 5 homotop in C\{zo}, so ist n(vy,z0) = n(%, 20)

4.5.4 Satz. Sei v ein geschlossener stiickweise glatter Weg in C. Dann ist n(y,-) :
C\y* — Z stetig, also konstant auf den Zusammenhangskomponenten von C\vy* =: Q
und n(vy,-) verschwindet auf der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von SQ.

Beweis. Einfach. O

CHAUCHY’s Integralformel: Sei f € H(U) und 7y ein stiickweise glatter geschlossener
Weg, nullhomotop. Dann gilt fiir zg & v* :

1 [ f()
n(7,20)f(20) = %/md
5
Beweis. Falls zp & v* :

e e
zZ— 20
Y 24

f(z)

Z— 20

dz
dz— ZO)/Z*ZO
Bl

dz — f(z0)2mi n(y, z0)

[
2

Folgerung. Die CHAUCHYschen Integralformeln fiir die Ableitung

0y, 20) 0 (z0) = T4 / e,

2mi ) (2 — z9)™ !
¥
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5 Isolierte Singularitaten

Hier geht es um Funktionen, die in Ugr(z)\{z0} holom.

5.1 Klassifikation isolierter Singularitaten

Notation:

U r(z0) {zeC:r<|z—2]| <R}

NN EIED)

Uo,r(20) = Ur(20)\{20}

20

“
s’

5.1.1 Definition. Eine Funktion f hat eine isolierte Singularitit am Punkt zg, wenn
es R > 0 so gibt, dass f holomorph ist auf Uy r(zo). Diese Singularitét heiBt hebbar,
wenn f holom auch Ug(zg) fortsetzbar ist.

5.1.2 Beispiel. Sirz‘z, %, exp(%) haben isolierte Singularitéiten in 0. Hebbar nur fiir die
erste Funktion.

5.1.3 Satz. Sei f € H(Up r(20)). Die Singularitit von f in zy ist hebbar genau dann,
wenn

lim (z — 29)f(2) =0 (%)
z2—20
Beweis. notwendig: gilt
hinreichend: Setze h(z) = { (2= 20)f(2) = # 2
0 sonst
= h € C(Ur(%0))
Wenn wir h € H(Ug(20)) zeigen konnen, sind wir fertig:

h(Z:")fo h(z) = (z — 20)g(z) mit g € H(Ug(z0))
= f(2) =g(z = fiir 2 € Uy r(20)

Die Holomorphie von h wird mit dem Satz von Morera gezeigt.

21
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Hves0 36>0: h(z)dz| < e fiir 21, 22, 23 € Bs(20)
[21,22,23]

Sei w1, wsq,ws] Dreiecksweg in Ug(zg) = J2z1,22,23 € Bs(z0) mit [z1, 22, 23] ~p
[’Ujl,'lUQ,’UJ3]

— / f(z)dz| D5 /f(z)dzgs

w1 w1,w2,w3] [21,22,23]

€ beliebig. 0

Wir sehen, dass jede Funktion f € H(Uy r(#0)), die beschrénkt ist, bereits holomorph
fortsetzbar ist (Riemannscher Hebbarkeitssatz).

5.1.4 Definition. Sei f € H(Uy r(z20)), #0 heifit Pol von f, wenn |f(z)| — oo fiir
z — zg. Ist zo weder Polstelle noch hebbar, so sagen wir: f hat eine wesentliche
Singularitét bei zg.

5.1.5 Beispiel. exp% hat wesentliche Singularitéit in 0, (2 — 29) ™™ einen Pol, m > 1.
5.1.6 Proposition. Sei U offen, zo € U und f € H(U\{z0}) mit Pol bei zy. Dann
gibt es ein m € N und g € H(U) mit f(z) 9(z)

= G

Beweis. Nach Satz hat — hebbare Singularitiit bei z,

f(2)
= ﬁ = (2 —20)"h(z) mit m € N, h € H(U,(20)), h(20) # 0
fiir geeignetes r > 0.
— f(2) = 9(2) z € Ur(20)
(z — 20)™
fiir g(2) = h(lz)' )

5.1.7 Definition. f € H)(Uy r(z0)) habe einen Pol bei zp. Dann heiit m,, = min{k :
(2 — 20)Ff(2) € H(Ur(20))} die Ordnung des Poles.

5.2 Laurentreihen

Sei (an)n € Z eine ,Folge*. Wir nennen die Reihe > a, absolut konvergent, wenn
n€eZ
die Reihen ) a, und Y a_, absolut konvergent sind. In diesem Fall heif}t
n>0 n>1

Z Ay = Zan—i—Za,n
n=1

n=-—o00 n>0
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die Summe der Reihe. Entsprechend wird die gleichméflige absolute Konvergenz
von Funktionenreihen definiert. Das benutzen wir in

5.2.1 Satz. Sei 0 <r <R, f € H(U, r(20)). Fir p € (r,R) setze
Qp = L / &dz,nez.

T omi (z — zp)nt!
9B,(0)

Dann gilt
f(z) = anz"
:2—:4 -/=J

und die Konvergenz ist gleichmifig absolul’ auf jeder kompakten Teilmenge von
Ur r(20)-

Beweis. O.E. 2o =0;8eir <7y < |z|<ra <R

e
%’3{ otop in U, g, folgt Y=
e

Nt/ 1 [ flp)
%@%f/ flz) = %/pizdﬂ
¥
_ L / f(p)dp_i / f(p)dp
273 p—z 2 p—z
9B, (0) 9By, (0)
=:f2(2) =:f1(2)

Damit ist f(z) = fa(z) — f1(z), wobei fy eine holomorphe Fortsetzung auf U,.,(0)
besitzt und f; eine Fortsetzung auf U, (0)¢ besitzt.
Wie fiir CIS konnen wir bei fo: -1 = % fracll 7% =iy (5) entwickeln, da

—Z
p PL\P

ol > |2] fiir p € 0B, (0).

)1 f(p) n
fa(z) = Z i / pn+1dp Z
n=0 OBTQ(O)
Auf 0B,, (z) ist |p| < |#], also
1 __1(_t Iy (%)
p—z z\1-2) " z 4t \z ’
eingesetzt.
- 1 n —(n+1)
—fi(z) = Z i f(p)p"dp ¢ =
n=0
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f2) = fz)-hz)= D a.z"

n=—oo

mit a,, wie behauptet.
Dabei ist a,, vom Radius unabhiingig (CIS). Gleichmifiige Konvergenz mit geometri-
scher Reihe als Majorante. O

5.2.2 Korollar. Sei zg eine isolierte Singularitit von f und
f2)="Y an(z—2)"
die Laurententwicklung. Dann gilt
(1) f hat hebbare Singularitit bei zg <= a, = 0 fiir n <0.
(2) f hat Pol der Ordnung m <= a, =0 fir n < —m.

(3) f hat wesentliche Singularitit < a,, # 0 fiir unendlich viele n € —N.

5.3 Residuen

5.3.1 Definition. Sei f € H(Uy r(z0)) mit isolierter Singularitét bei zo. Dann heifit
> anz"™ der Hauptteil der Laurentreihe.

n=—1
Der Koeffizient a_; heiffit Residuum von f bei z.
Notation: a_1 =: res (f, 20)

Das ,,Residuum® ist der Widerstand der Singularitidt gegen den CIS. Es gilt der

5.3.2 Satz (Residuensatz). Sei U C C offen, z1,...,z, € U, verschieden und f €
H(U\{z1,...2n}). Sei~y ein stickweise glatter geschlossener Weg in U. Dann gilt

n
/f(z) dz = Z 2t res (f, zi) - n(y, ).
5 i=1
Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, zeigen wir, wie niitzlich der Residuensatz bei der

Berechnung reeller Integrale sein kann:

5.3.3 Beispiel. Fiir a > 0 ist

T

1
/ 4 = ——=
a+ cosf a2 —1
0
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Begriindung. Fiir z = e ist 7 = % und damit

1 1 1,22 +2az+1
+cosl=a+-(z+2)=a+-(z+ - )1————
a + cos a 2(2 Z)=a 2(2 z) 5y

s

27
:>/ d _1/ do _71/ dz
a+cos® 2] a+cosh 224+ 2az+1’

0 0 8B, (0)
denn
d 27 Y
i / __*®  _ / "
22 +2az+1 €210 4 2qeif 4 1
8B, (0) 0
27 0
67/
= 1|/ ——d6b
/ €2 4 2qei? 41
—_—
0 1 1
=3 aFeosd
[ 7 +2az+1=2
8B, (0)
Residuensatz: Nullstellen von 22 + 2az + 1 bei —a + Va2 — 1
1 1
= f(2)= = > an(zs)"
(z—a)(z—=pB) z-0 =

1 1

Res (£,6) = B—a 2ya2 -1
1 L

dz
— L — -
/ 22 +2az+1 2va?2 —1 a2 -1

9B (0)
o1 d
/7&) _ / 2
a + cos 22 +2az+1 a2 — 1
0 8B1(0)

Bei vielen bestimmten Integralen mit 7 drin, kann man den Residuensatz verwenden.
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