
Funktionentheorie, 2. Übung

1. Bestimmen Sie eine Stammfunktion der (reellen) Funktion f(x) = (x2 − 4x + 5)−1

(a) durch reelle Rechnung,

(b) durch Zerlegung von z2 − 4z + 5 in (komplexe) Linearfaktoren.

2. Berechnen Sie

(a)

∫ α

β

z dz , α, β ∈ C , (b)

∫ 2π

0
ez dz , (c) (HA)

∫ (1+i)π

0
cos z dz , (d)

∫ 1

0
|z| dz .

3. Berechnen Sie

(a) (HA)

∫

Γ
zz dz, wobei Γ die geradlinige Verbindung von 0 nach 1 + i ist,

(b)

∫

Γ

z

z
dz , wobei Γ der gezeichnete Weg ist.
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4. Berechnen Sie unter Verwendung der Cauchyschen Integralformel das Integral

IK :=

∮

K

dz

1 + z2
,

wobei K positiv orientiert und durch folgende Gleichungen gegeben ist:

(a) |z − i| = 1 , (b) |z + i| = 1 , (c) |z| = 2 .

5. Berechnen Sie das Integral
1

2πi

∮

C

zez

(z − a)3
dz,

wenn C ein positiv orientierter, geschlossener Jordan-Integrationsweg ist, der a ∈ C um-
schließt.

6. Berechnen Sie unter Verwendung der Cauchyschen Integralformel

(a)

∮

C1

dz

(z + 1)(z − 1)3
, (b)

∮

C2

sin z

z + i
dz , (c) (HA)

∮

C3

dz

z2 + π2
,

(d)

∮

C4

e1−zdz

z3(1 − z)
, (e)

∮

C5

(

z

z − 1

)n

dz , (f)

∮

C6

dz

(z − a)n(z − b)m
, n, m = 1, 2, . . . ,

(g) (HA)

∮

C7

cos z

(z + π)n
dz ,

wobei die geschlossenen (positiv orientierten) Kurven Ci gegeben sind durch

(a) |z + 1| = 1 , (b) |z| = 2 , (c) |z + 2i| = 3 , (d) |z| = 1
2 , (e) |z − 1| = 1 ,

(f) |z| = r , wobei |a| < r < |b| , (g) |z + 2| = 2 .

7. Berechnen Sie folgende Integrale mittels Integration der angegeben Funktion f(z) entlang
der (in den Abbildungen) gezeigten Kurven und durch Grenzübergang:



(a)

∫

∞

0
cos x2 dx ,

∫

∞

0
sinx2 dx , f(z) = eiz2

R

Rei
π

4

Grenzübergang R −→ +∞

(b) (HA)

∫

∞

0

sinx

x
dx , f(z) =

eiz

z

−R −r r R

Grenzübergang R −→ +∞ , r −→ +0

8. Man entwickle die Funktion f(z) =
1

z(z − 1)
in folgenden Gebieten in eine Laurentreihe:

(a) 0 < |z| < 1 , (b) 0 < |z − 1| < 1 , (c) (HA) 1 < |z| < ∞ ,

(d) 1 < |z − 2| < 2 , (e) (HA) |z − 2| < 1 .

9. Man entwickle die Funktion f(z) =
z

(z − 1)(z − 2)2
in folgenden Gebieten in eine Laurent-

reihe:

(a) 1 < |z| < 2 , (b) 2 < |z| < ∞ , (c) 0 < |z − 2| < 1 , (d) (HA) 0 < |z − 1| < 1 .

10. (HA) Man bestimme die Laurentreihe der Funktion f(z) =
z

(z + 1)(z − i − 1)
im Kreis-

ring
{

z ∈ C : 1 < |z| <
√

2
}

.


