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Funktionentheorie, 1. Ubung

. Sei A= [ ?Z lc) } eine hermitesche Matrix. Man zeige, dass die Menge

M:{ZE(C:[Z 1]A[f]=o}

eine Kreislinie oder Gerade ist, falls det A < 0 gilt.

. Beweisen Sie mit Hilfe der Rechengesetze fiir komplexe Zahlen, dass die Innenwinkelsumme

in einem Dreieck 7 betrégt.

. Man zeige, dass fiir komplexe o und 3 (8 # 0) das Gleichheitszeichen in |a+ (] < |a| + | 5]

genau dann steht, wenn — reell und nichtnegativ ist.

. Fiir welche z € C existieren folgende Grenzwerte:

(a) lim 2", (b) lm nz", (c) (HA) hm = lim Z o

n—00 n—o0 ool+ 2 14 220 n—00

. Beweisen Sie (unter Verwendung der e-§-Definition) die Stetigkeit von f : C — C,

z+— 2",

. Man beweise unter Verwendung der Definition 1.2 der Vorlesung die Summen-, Produkt-,

(HA) Quotienten- und (HA) Kettenregel fiir die Differentiation von Funktionen.

Man untersuche folgende Funktionen f : C — C mit Hilfe der Definition 1.2 der Vorlesung
auf Differenzierbarkeit:

(a) (HA) f(z)=5i, (b) f()=2, () f(z)=%, (d) (HA) f(z) =3Rez.

. Man untersuche folgende Funktionen auf Differenzierbarkeit und gebe gegebenenfalls die

Ableitung f/(z) an

(a) f(z) =2z, () (HA) f(z) =2°2, (c) f(z) =Imz,

(d) (HA) f(z) = e*(cosy +isiny) (z =a+1iy), (e) f(2)=+/]vy| (z =2 +1iy),
(f) f(z) =zRez, (g) (HA) f(2)=|2l.

. Zeigen Sie, dass die Funktion

—4
e * : z2#0
0 :z=0

im Nullpunkt nicht stetig ist, aber in jedem Punkt die Cauchy-Riemannschen Differenti-
algleichungen erfiillt. In welchen Punkten ist f differenzierbar?

Bestimmen Sie reelle Konstanten a, b, ¢, fiir die die folgenden Funktionen ganze Funktionen
sind (z = x + iy):

(a) f(z) =z +ay +i(bx + cy),

(b) (HA) f(z) = cosx(coshy + isinhy) + sinz coshy + bisinhy).

Man bestimme Gebiete, in denen die Funktion f(z) = |22 — y?| + 2i|zy| analytisch ist
(z =z +1iy).
Die Funktion f(z) = u(z,y) + iv(z,y), z = z + iy, geniige den Bedingungen

(a) u,v:R? — R,

(b) f(z) ist ganze Funktion,

(c) u(z,y) =2" —y* +ay,
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(d) f(0) =0,
Man bestimme v(z,y) .

Sei f(z) = u(z) + iv(z) = p(2)e'¥®) eine holomorphe Funktion im Gebiet G € C. Man
beweise: Wenn eine der Funktionen u, v, p, ¢ : C — R konstant ist in G, so ist auch f(z)
in G konstant.

Entwickeln Sie folgende Funktionen in 2y € C in eine Potenzreihe:

(@) fG) = z=mi, () J(2) = 2 =0,

1 ) 2z+1
() f2) =gy =1 (&) (HA) f(2) = ey qye %0

Fiir welche komplexen Zahlen z konvergieren die Reihen

=0.

z—1 z—1)?
1+ 22+ 1)+ (22412 +..., (b) 142 2
(@) 1+@2z+1)+22+1)"+..., (b) t2i <Z+1>+
Bestimmen Sie im Falle der Konvergenz sie Summe der Reihe?

Man berechne die ersten drei Glieder der Potenzreihe von f(z) in 2o = 0 fiir
z

(a) (HA) f(z)=—, (b) f(z)=tanz.

sz

Entwickeln Sie f(z) = sin? 2z in 29 = 0 in eine Potenzreihe.
Man beweise die Giiltigkeit der folgenden Beziehungen (z = = + iy):

(a) Resinz =sinz - coshy, Im sinz = cosz - sinhy,

(b) |sinz| = y/sinh?y + sin®z,

(¢) (HA) cosz = coszcoshy —isinzsinhy.

Auf welchen Teilmengen der komplexen Zahlenebene sind die Funktionen fi(z) = €*,
fa(z) = cosz, (HA) f3(z) = sin z reellwertig? Berechnen Sie f; (%(1 + 1)) , fa(m+1) und
(HA) f3(20).

Man bestimme alle Losungen w = u + iv € C der folgenden Gleichungen:
(a) e =re (rpeR), (b) e?=1, (c) e¥ =i,

(d) sinw = %, (e) (HA) cosw = %, (f) sinw=1i.
Man bestimme (fiir k € Z fixiert) das Bild des Gebietes
T T
G = {ZGC.§(2I<:—1) <Rez < 5(2k+1)}
bei der Abbildung w = f(2) =sinz. Ist f(z) dort eineindeutig?

Man bestimme das Bild f(D) des Gebietes

(a) D ={z € C:Rez > 0} bei der Abbildung w = f(z) = 22,
(b) D={z€C:—7m <Imz < 0} bei der Abbildung w = f(z) = €*,
(¢) (HA) D={z¢€C:Rez> |Imz|} bei der Abbildung f(z) = 23.

Welche Gebiete D,, C C werden durch f, : C — C, z — 2" (n € N) auf die “geschlitzte”
Ebene E = C\ [0,00) eineindeutig abgebildet?

1
Bestimmen Sie die Bildmengen folgender Punktmengen bei der Abbildung w = =
(a) {z€C:|lz—=1]=1}, (b) {z€C:|z|=7r} (r>0),
1 1
(c) {ZE(C: z—a'zz} , (d) (HA) {z€C:Rez=1}.




