Probeklausur Funktionentheorie am 16. 1. 2008, mit Losungen

Arbeitszeit: 90 Minuten

1. Berechnen Sie Real- und Imaginirteil u(x,y) und v(z,y) der Funktion f(z) = ze

z=x+1iy.
: _ s N = (22 =y +2izy) _ yP—a? ; g
e Esist f(z) = (xz +1iy)e =e (x 4 iy) [cos(2zy) — isin(2zy)] , so dass
u(z,y) = ey’ [ cos(2zy) + y sin(2zy)] ,

v(z,y) = ey’ [y cos(2zy) — z sin(2zy)] .
(2 P)
2. Es sei G C C ein Gebiet.

(a) Wann nennt man eine Funktion f : G — C im Punkt zg € G differenzierbar und
wann in zg holomorph?
f(z0+h) — f(20)

h
Holomorphie: 3f'(z) V2 € U.(2p) fiir ein gewisses € > 0

e Differenzierbarkeit: 3f'(z0) := }lLir%

(2P)
(b) In welchen Punkten der komplexen Ebene ist die Funktion f : C — C, z — zRez
differenzierbar?

e Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind nur in 2y = 0 erfiillt. Dort
gilt f(2) = f(z0) + (2 — 20)g(z) mit der in zp stetigen Funktion g(z) = Rez.
Also: f ist nur in zy = 0 differenzierbar.

(2 P)

~1 —~1\?
3. Bestimmen Sie das Konvergenzgebiet der Reihe 1+ 9% 1 +2 (Z - 1) +.... Wie lautet
z z

dort ihre Summenfunktion?

ETLLETY i 2+ 1+2§: It AN iert fiir |-
° cee — — onvergilert rur
z+1 z+1 = z+1 & z

+1

‘ < 1 gegen

z—1
z+1
durch [z — 1| < [z +1] & (z—1)?) < (z+1)? & x>0 (wobei z = x +iy), d.h. die
Reihe konvergiert auf {z € C: Rez > 0}.

die Summenfunktion 2 ( > — 1 = z. Das Konvergenzgebiet ist charakterisiert

3 P)

4. Entwickeln Sie die Funktion f(2) = —
z

z—1. Geben Sie jeweils das maximale Konvergenzgebiet der Reihen an. (Randpunkte des
Konvergenzgebietes sind nicht zu betrachten!)

z
1 nach Potenzen von z und nach Potenzen von

o

z

°f(2'):—m:—222n+17 lz] <1 (2P)
n=0



1/ 1 1 1 11
.f(z)—2<z—1+z+1>—2(2_1) Ty 1
2
zl(z—l)—1+1§:<—1)n(z—1)" 0<|z—1]<2 (3 P)
2 4n:0 2 ’

5. Berechnen Sie folgende Integrale (Ergebnisse in der Form z = z + iy, z,y € R):

(a) |z|*> dz, T'; - oberer Halbkreis von 2 nach 0 mit dem Mittelpunkt 1 und dem Radius
Iy

e Mit der Substitution z = €'? + 1, dz = ie'? dp und |z|> = 2(1 + cos ) ist das
Integral gleich

™
Qi/ (14 cosp)(cosp +ising) dp
0

i 1 4 1
= 2i/ [cos<p+2(1+cos2<p)] dcp—2/ {singp—i—Qsin&p] dp
0 0

= 7wi—4.
(3P)
(b) / édz, I’y - Viertelkreis {z € C: |z| =2, Rez > 0, Imz > 0} von 2 nach 2i
Iy #
e Mit der Substitution z = 2€l¥ | dz = 2iel¥ dy ist das Integral gleich
2i/2 e dp = 2 (637ﬂ —1) __ 201+ :
0 3 3
(2P)
(c) / sz, dz
lz—1]=4 # — 1
e Nach der Cauchyschen Integralformel (oder dem Residuensatz) ist
/ sz,dz:27risini:7r(e*1—e) .
|z—1]=4 # — 1
(2P)

zdz
fiir die Fille a = 1 _ 5
@ /|z—1=a z+2)(z—202 die Féllea =1und a =5

e Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist das Integral gleich Null im Falle a = 1. (1P)

e Im Falle ¢ = 5 ist nach dem Residuensatz

. . -2 2
/Z1|:5 f(2)dz = 27i (res_o f + reso; f) = 27 <(_2 SETE + @it 2)2> =0.



oo
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6. Berechnen Sie / M fir > 0.
0 1 + 1:2
eiaz eiaz e~
e Ausres;—— = . = —— und dem Residuensatz folgt fiir R > 1
1+22  z+i|,, 2

R iaz ioz R d
wKa:/] ¢ ck+/ ¢ @:2/ cosfar)dr -\
_r 142 Zl=Rimz>0 1 + 27 o 1l+a?

" —aRsin Rm
/e R wd¢§R2 1—>0(R—>oo).
0

|| <

R2—-1
Es folgt

/°° cos(ax)dr  me ®
o L1422 2 7

(5P)
7. Es seien G C {2 € C:Ilmz > 0} ein Gebiet, GNR = [a,b], a < b, und f : G — C

holomorph sowie f : G U (a,b) — C stetig, wobei f(z) € R Vz € (a,b). Wir definieren
G*=GU(a,b)u{¢eC:(ec G} und

z) : z€eGU/(a,b),
g(z):{f() e GU D)

fz) - zeqG.

Zeigen Sie, dass g : G* — C holomorph ist. (Schwarzsches Spiegelungsprinzip)

Hinweis: Nach dem Satz von Morera ist f : G* — C genau dann holomorph, wenn
Ja f(2) dz = 0 gilt fiir alle Dreieckskurven A C G*.

° Fﬁrz,zoe{CEC:ZGG} gilt

lim M = lim —————= = f'(zy) .

Z—20 Z— 20 z—20 zZ— 20
(2P)
e Um zu zeigen, dass g auch auf (a, b) holomorph ist, verwenden wir den Satz von Mo-
rera. Ein Dreieck A C G*, welches (a,b) schneidet, kann man so in drei Teildreiecke
zerlegen, dass das Innere jedes dieser Dreiecke entweder zu G oder zu {( eC: (e }

gehort. Aus Stetigkeitsgriinden folgt, dass die Integrale iiber g(z) entlang dieser Drei-
ecke verschwinden.

3 P)



