Lineare Algebra Il fiir Physiker: 9. Ubungsblatt

Aufgabe 2
(Z1)

(z)=(z+1)%(@-2°= (2 +20+1) (2® —do +4) =2* -~ 22° — 32 + 4z +4

0 1 00
0 0 1 0
A5_0001
4 —4 3 2

Die Nullstellen des Polynoms sind die Eigenwerte der Matrix. Wir haben somit folgende
Eigenwerte:

A =2
Ao =—1

Die geometrische Vielfachheit der beiden Eigenwerte betragt 1, weil (;1 - M ) vollen
Rang hat, wobei

-1 1 00
0 -1 00
S = 0 0 21
0 0 0 2

Bestimmung der Transformationsmatrix

Aufgrund das beide EW geom. Vielfachheit 1 haben, brauchen wir fiir jeden EW noch




einen Hauptvektor:
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Wir erhalten somit die Transformationsmatrix:
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Aufgabe 3

(b)

det (A2 — A\I) = det

-2 0 1 '
2 02X 0| =XN2-N-2-N)+2=0
1 1 =

det (Ag — M) =2\ = X3 + 1 =0
=A(-A+20+1) =0

=\ =0
=X3=1+V1+1
S =142
=A3=1-12

Jeder Eigenwert hat die algebraische Vielfachheit 1.

EV zu EW A\ =0:

(Ay—0-1)by, = O

0 0 1
=12 2 0 b)\1:@
11 0]
[0 0 1]
=12 2 0 b)\lz@
0 0 0
1

EV z2u EW )\ = 1+ /2

(A2+(1+\/§).I)b&=@

-2 0 1
= 2 2— )\2 0 b)\g =0
2

1 1 —-A



Nun Formen wir die Matrix (As — A2 - I) um:

- 0 1 - 0 1 0 Ao 1-— )\%
2 2— Ao 0 ~ 0 X2 22X | ~ [0 0 2X—1+ )\%
1 1 —Aa 1 1 —A9 1 1 —As

Es gilt nun 2X\ — 1 + A3 = 0 und somit

0 Ao 1- A3 0
0 0 20—-1+XM|=1]0 0 0
11 —Xo 11

Wir erhalten nun:

1 1
by, = [A3—1] = [2(1+V2)
A2 1++2

EV zu EW A3 =1 — /2:

Wir kénnen hier die gleiche Gaufischritte durchfiithren fiir die Matrix (A — A3 - I) wie
bei der Matrix (A — Ao - I), weil sie die gleiche Struktur haben. Weiterhin gilt auch
hier 2\3 — 1 4+ A3 = 0. Somit erhalten wir:

0 A3 11—
(A5 —X3-1)=10 0 0
1 1 =X

Wir erhalten also als Eigenvektor:

1
ba, = [A3—1
A3

1
2(1-+72)
1-v2

Als Transformationsmatrix erhalten wir nun:
T = [b,\1 bx, b)\s]

Die Matrix As ist diagonalisierbar, weil fiir jeden EW die algebraische gleich der geo-
metrsichen Vielfachheit ist.
Wir erhalten als Jordannormalform:

0 0 0
Jo=T'A,T =10 1+2 0
0 0 1—+v2

(c)

Die Matrix Ajs ist bereits auf Jordannormalform. Der einzige Eigenwert ist A = 0 mit al-
gebraischer Vielfachheit 3. Die Transformationsmatrix 7" ist somit die Einheitsmatrix.
Daraus folgt, dass die entsprechende Jordanbasis aus den 3 kanonischen Einheitsvek-
toren besteht.



(e)

Bei der abgedruckten Matrix ist ein Schreibfehler auf dem Blatt. Die -3 in der 1. Zeile
der Matrix soll eine 3 sein, denn ansonsten kommen unschone Eigenwerte heraus.

6 —2 3
A;= 1|8 —2 15
2 —1 8
6-X\ -2 3
det (As —A)=det | 8 —(2+X) 15 |=—(A=57(A-2)
2 -1 8-

=12 = b = algebraische Vielfachheit 2
=\3 = 2 = algebraische Vielfachheit 1

EV zu EW A5 =5

(45 —5-Db) =6

(1 -2 3
=8 -7 15| =06
2 -1 3|
1 -2 3 1 -2 3 1 1 0
8 -7 15/ ~10 9 -9 ~ (0 1 -1
2 -1 3 o 3 -3 00 O
-1
:b(;l)gz 1

Wir finden also nur einen Eigenvektor zum EW X; 5 = 5. Wir suchen deshalb einen
Hauptvektor 2. Stufe:
(2 _ (D)
(A5 — )\LQI)I))\L2 = 7'())\112

Das 7 wird so gewiéhlt, dass die Gleichung 16sbar wird. Es folgt:

1 -2 3 —T
8§ —7 1500 =|r

2 -1 3 T
1 -2 3 -7 1 0 1 T 10 1 7
8 -7 15 7| ~0 9 -9 97|~ |0 1 -1 71
2 -1 3 7 0 3 -3 3r 00 0 O

- 3 B 3

=00 =21 = |1

: 2
-1 -1



EV zu EW A3 = 2:

(A5 —2-1)by, = O

4 -2 3
= |8 —4 15|by, =0

2 -1 6

4 -2 3 [0 0 o
8 —4 15| ~1{0 0 -9
2 -1 6 2 -1 6
1

:>b)\3: 2

0

Wir haben somit eine Jordanbasis gefunden, die die Spalten der Transformationsmatrix
darstellen. Die Transformationsmatrix hat folgende Gestalt:

1 -1 3
T=12 1 1
0 1 -1
2 0 0]
=Js=1(0 5 1
0 0 5
Aufgabe 4
(a)

Wir nehmen zunéchst die Basis B;. Wir bezeichnen:
p(t) = po + pit + pat® + pt’
Dann erhalten wir fiir die Ableitung;:
P'(t) = p1 + 2pat + 3pst?
Fiir die Funktion A erhalten wir also
p(t) = po +p1 + (1 + 2p2) t + (p2 + 3ps) t° + pst”
Die Matrixdarstellung von A sieht nun wie folgt aus:

0 0

OO O
OO ==
O~ N

0
3
1



Der zugehorige Vektor, der auf die Matrix angewandt wird, ist der Koeflizientenvektor.
Es folgt somit:

11 0 0] |po Po + p1
0 1 2 0] [p1| _ [p1+2p2
0 0 1 3| |p2| |p2+3ps
0 0 O 1 Ps3 P3

Wir versuchen nun die Matrix zu diagonalisieren. Die Matrix A ist bereits eine obere
Dreiecksmatrix. Die Eigenwerte sind also die Eintrage auf der Diagonalen. In unserem
Fall gibt es nur den Eigenwert:

A=1

mit der algebaische Vielfachheit 4.
EV zum EW:

o o oo
o o N O

=b

OO R ©OOOF o

Da wir nur einen Eigenvektor zum EW finden kénnen, ist die Matrix A nicht diago-
nalisierbar. Wir kénnen an dieser Stelle Hauptvektoren bestimmen und kénnten die
Matrix so auf Jordannormalform bringen.

(b)

Durch den Basiswechsel lasst sich das Polynom p(¢) in der Basis By folgendermafien
schreiben:

p(t) = Po + pi(t — 1) + pa(t* + 1) + pst’
Fiir die Ableitung folgt somit:

P (t) = Pr + 2Pt + 3pst?
P (t) = p1 + 2P2 — 3p3 + 2pa(t — 1) + 3p3(t2 + 1)

Fiir die Funktion folgt somit:

A= p(t) = p(t) +'(t) = Po + P + 22 — 33 + (262 + B1) (t — 1) + (B2 + 3p3) (7 + 1) + st



Hieran kénnen wir nun die Matrixdarstellung in der Basis By ablesen:
-3
B:=[Alg, =

SO O =
OO ==
O~ NN
= w O

(c)

Die Matrix B ist wieder eine obere Dreiecksmatrix und auf der Hauptdiagonalen stehen
nur 1’en. Somit ist der EW wieder A = 1.

(d)

sp(A) = {\ € C: A — AI nicht invertierbar} = {1}

(e)

Zunichst eine kleine Aufrischung iiber Basistransformation. Wir kénnen einen Vektor
in der Basis By = {b1,...,b,} und By = {b1,...,b,} ausdriicken. Wir wollen das
folgendermaflen notieren:

=Y b= lals =M Ae o A
i=1

xr = Zj\jgj = [(E]B2 = [5\1 ;\2 R S\n]T
j=1

Weiterhin konnen wir die eine in die andere Basis transformieren durch:
n
bi = E Cijb]‘ (1)
j=1

Wir bezeichnen C' := (c;;); 2, als Transformationsmatrix. Es gilt nun weiterhin:

xr = Z)\ibi = Z )\z Zcijl;j = Z Z )\icijl;j = Z Z)\icijgj = Z i)j Z )\icij
i=1 i=1 Jj=1 Jj=1 i=1

i=1j=1 j=11i=1

und somit:

oo



Nach dieser Wiederholung wissen wir nun, was wir zu tun haben um Vektoren in der
Basis By anzugeben. Wir stellen die Elemente der Basis By in der Basis By dar und
erhalten daraus die Transformationsmatrix 7" mit

[p]52 = T[p}lﬁ :

Als Transformationsmatrix erhalten wir:
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Koordinatenvektoren von p(t) + p’(¢) in beiden Basen:

[A] B

— == =
|
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1
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Probe:
p(t) ——1+t—|—t2+t3——1+(t—1)+(t2—1)+t3
N———’

in By in Ba

p)+p (1) =1+t + 2+ 3+ 1420+ 3> =243t + 42 + 113
in By
=243t -1 +3+4(t*+1) —4+3 =143t —-1)+4(t> 1) +1¢£3

in Bsy



