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1 Motivation

In den sechziger Jahren des 20. Jahrhunderts fragte sich ein Meteorologe namens Lorenz, wie
sich wohl Luftmassen in der Atmosphire verhalten. Dazu betrachtete er folgende Idealisie-
rung von Erdoberfliche und Himmel. Zwei Platten werden horizontal und parallel zueinander
betrachtet, die untere ist warm, die obere kalt. Nun versucht die Atmosphére ein Gleichge-
wicht in der Warmeverteilung zu erzeugen. Befinden sich die Platten nahe genug beieinander,
so reicht die normale Wirmeleitfahigkeit des Mediums zwischen diesen aus, um den Trans-
port der Wérme zu gewdhrleisten. Vergréflert man nun den Abstand, tritt das Phinomen
der Konvektionsrollenbildung auf. Die Wirme bewegt sich in einem Strom aufwirts, wihrend
die Kilte andernorts absinkt. Nun geht, wie auch bei dem vorher Beschriebenen, aus Be-
obachtungen hervor dass, sobald man den Abstand der Platten noch mehr vergrofiert, der
Transport nicht mehr geregelt, sondern extrem chaotisch stattfindet. Lorenz entwickelte an-
hand seiner Vermutungen aus den Navier-Stokes-Gleichungen sowie Massenerhaltungs- und
Energieerhaltungssatz und einigen Substitutionen ein idealisiertes System, dass die Vorgénge
schon beschreibt und dessen chaotisches Verhalten sich sehr schén untersuchen ldsst, siehe
dazu [3]. Im Folgenden wollen wir diese Untersuchungen aufgreifen und diskutieren, wobei
wir nicht weiter auf die Herleitung eingehen wollen. Uns interessieren hier Stabilitdt und
kurzzeitig auch Asymptotik.

2 Die Lorenz- Gleichungen

Die Lorenz-Gleichungen sind ein nichtlineares System gewdchnlicher Differentialgleichungen
und sind definiert durch

t=o0(y—x),
Yy=rr—y—zxz, & i=F7%
z=uxy — bz.

Dabei stehen o fiir die Prandtl-Zahl, die ein Maf} fiir die Tréagheit eines hydrodynamischen
Systems darstellt, b ein Maf fiir die Zellengeometrie einer Konvektionsrolle und r die relative
Rayleigh-Zahl ist, die, grob gesagt, auftreibende und abtreibende Kréfte in ein Verhéltnis
setzt. Insbesondere sind alle Parameter Grofler als Null. Letzteren kann man ansehen als Maf
fiir den Abstand der Platten in obiger Motivation. Deshalb lohnt es sich, die Stabilitit in
Abhéngigkeit von diesem Parameter zu untersuchen. Lorenz benutzte damals fiir seine Un-
tersuchungen die Werte 0 = 10 und b = %. Da wir vermeiden wollen, noch andere Abhéngig-
keiten und Spezialfille untersuchen zu miissen, raten wir dem Leser, sich diese Félle immer
im Gedéchtnis zu behalten. Fiir die anderen zuléssigen Félle kann man dann auch analoge

Betrachtungen durchfiihren.

3 Stabilitat

3.1 Gleichgewichte

Um das System auf Stabilitdt zu untersuchen, haben wir zuerst das System auf Gleichge-
wichtspunkte zu untersuchen, also setzen wir

Z=0.



Daraus geht nun hervor

1.3

r=vy, 0=2z%—>bzund damit O:rx—x—?.
Damit haben wir einen Gleichgewichtszustand #; = (0,0,0)7, fiir die anderen muss gelten
2?2 = b(r — 1). Diese Gleichung ist nur l6sbar, wenn r > 1. Damit existiert fiir 7 < 1 nur
ein Gleichgewicht, ndmlich &, und fiir » > 1 haben wir noch die zwei anderen stationéren
Punkte

To3 = (£/b(r —1),2/b(r — 1),r — 1)T.

Um nun herauszufinden, was fiir Zustéinde diese Punkte sind, miissen wir die Eigenwerte des
linearisierten Systems untersuchen. Dazu benttigen wir die Jacobi-Matrix von F',

—0 o 0

Betrachten wir einmal das charakteristische Polynom von DF (%),
det(A — DF(#1)) = A+ b)[A\? + (0 + DA+ (1 —7)o].
Eine Nullstelle ist Ay = —b, die anderen miissen erfiillen
XA+ A3=—(0+1)<0, MA3=0c(l—r).

Fir 0 < r < 1 sind A2 und A3 kleiner Null, womit der in diesem Fall einzige existierende
Gleichgewichtspunkt asymptotisch stabil ist. Ist » > 1, so ist eine Nullstelle positiv und die
anderen beiden negativ, also gibt es hier einen instabilen Sattelpunkt. Sei nun r > 1, damit
die anderen beiden beiden Gleichgewichte auch existieren.

An dieser Stelle sollte sich der Leser klar machen, dass das System eine Symmetrie im folgen-
den Sinne besitzt. Substituieren wir £ := —z und g := —y und lassen z unverédndert, so gilt
Folgendes: zeigen wir eine Eigenschaft fiir den Punkt (z, vy, z), so gilt diese auch fiir (Z, 7, 2).
Deshalb fithren wir hier alle Betrachtungen nur fiir Zo durch, da dasselbe auch fiir Z5 gilt.
Das charakteristische Polynom von DF'(#2) hat die Form

p(A) == det(A — DF(#)) = N> + (0 + b+ 1)A? + b(o + 7))\ + 20b(r — 1).

Im Fall » = 1 gibt es nun einen Eigenwert A\; = 0, die anderen beiden sind negativ. Wir
erhalten fiir diesen Grenzfall also stabile Knoten. Was uns nun interessiert ist das Verhalten
der Nullstellen von p fiir wachsendes r. Dafiir betrachten wir einmal die Nullstellen der ersten
Ableitung von p,

1 1
Asg =30 +b+ 1)i§\/(a+b+ 1)2 = 3b(0 + 7).

b 1)2 s . .
Solange nun r < ry := % — o existieren zwei Extrema. Dabei kann man feststellen, dass

fiir r > 1,7 &~ 1 drei negative Nullstellen existieren, dann sobald wir r vergréflern nur noch zwei
negative und letztendlich eine reelle und zwei konjugiert komplexe Eigenwerte mit negativem
Realteil. Fiir r = r; erhalten wir einen Sattelpunkt und deshalb auch nur noch eine reelle



Nullstelle und fiir noch groferes r erhalten wir zwei komplexe Nullstellen der ersten Ableitung,
womit auch nur noch eine reelle Nullstelle existiert. Man fragt sich nun, ob es ein r, gibt,
sodass p Nullstellen mit verschwindendem Realteil hat, wodurch die Gleichgewichtspunkte
auf einmal instabil werden. Dazu definieren wir A* := iy fiir ein u € R\ {0} und betrachten
p(A\¥) = 0, wodurch dann folgt

—ip® — (0 4+ b+ 1)p® +b(o +r)pi + 20b(r — 1) =0,
was nur erfiillt ist, falls
0=iu(p? —bloc+r))und 0=20b(r—1)— (o0 +b+1)u°

Losen wir nun die zweite Gleichung nach p? auf und setzen dies in die erste Gleichung ein, so
erhalten wir

o83 +b+o)

= T
Unsere Behauptung ist nun, dass fiir r > r;, die Gleichgewichte 2 und #3 instabil werden.
Dazu muss man zeigen, dass die Abbildung, die den Koeflizienten eines Polynoms seine Null-
stellen zuordnet, stetig ist und wir ein 79 > 7, finden, sodass der Realteil der zugehoérigen

Nullstellen positiv ist. Wir behandeln hier nur ersteres.

3.1 Satz: Die Abbildung, die den Koeffizienten eines Polynoms seine Nullstellen zuordnet,
ist stetig.

Beweis: Wir geben hier nur eine Beweisidee. Sei p ein Polynom vom Grad n und € > 0. Ohne
Einschrénkung sei Ue(zx) N Ue(z;) = 0 fiir Nullstellen x; # x5, von p. Wir erhalten so ¢t < n
Kugeln. Wir nehmen uns davon eine her. Nach dem Residuensatz gilt

/
271 [{Nullstellen von p in U }| = / P'(z) dz
ov. P(2)

Es gilt nun

(2) = g(2)dz| < ||f = glloc AOU).

oU.

Ist nun g ein Polynom vom Grad n mit H% — %IH < 0 fiir ein 0 > 0, so hat g die selbe
[ee]

Anzahl an Nullstellen in der e-Umgebung wie p. Insbesondere liegen die Nullstellen von g
also alle in einer Umgebung der Nullstelle von p. Es bleibt noch iiber alle enstandenen 9§ der
einzelnen Kugeln zu minimieren. O

3.2 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

3.2.1 Erinnerung: Sei g € R? ein Gleichgewichtspunkt und ¢ der Fluss eines Systems.
Dann heiflen

Ws(zg) :={z € R3 | oz (t) = x0,t — 00}
W) == {z € R | p,(t) = mo,t — —o0}



die stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit von zy. Wir wissen, dass W(xg) und W, (o)
tatsdchlich Untermannigfaltigkeiten sind und auch gemeinsame Punkte besitzen. Auflerdem
gilt fiir die Tangentialriume der Mannigfaltigkeiten

T:pOWs(fo) = E87 TmOWu(xO) = Eua
wobel Es und E,, die stabilen bzw. instabilen Unterrdume bezeichnen.

Ist nun 7, > r > 1, so haben wir fiir #; die Eigenwerte der Jacobi-Matrix A1, A2 < 0, A3 > 0.
Damit gilt 2 = dim Ey = dim TpWs(0) = dim Ws(0), also kann man sich die stabile Man-
nigfaltigkeit in einer geniigend kleinen Umgebung als eine Fliche vorstellen, die den R? grob
gesagt in zwei Hélften teilt, wobei die z-Achse auch zu dieser gehért. Ist nun r < 1, so blei-
ben die Trajektorien auf der Seite der Flédche, auf der sie gestartet sind. Ist » = 1}, so fallen
die stabile und instabile Mannigfaltigkeit zusammen und es entstehen homokline Orbits. Fiir
noch grofleres r kénnen die Trajektorien in Richtung des einen stationdren Punktes starten
und in ihn hinlaufen oder auch zu dem anderen konvergieren. Dies ist das interessante chaoti-
sche Verhalten dieses Lorenz-Systems, das nun insbesondere Fragen nach attraktiven Mengen
aufwirft.

3.3 Attraktive Mengen und Lorenz-Attraktor

Man kann sich nun ersteinmal Fragen, ob es Mengen gibt, die die Trajektorien ab einem
bestimmten Zeitpunkt nicht mehr verlassen. Dazu die folgende

3.3.1 Behauptung: Es gibt ein beschrinktes Ellipsoid £ C R? in das alle Trajektorien
hineinlaufen und nach dem Eintritt auch nicht mehr verlassen.

Beweis: Wir definieren V: R? — R, # +> 722 4+ oy? + o(z — 2r)2. V ist stetig differenzierbar
und es gilt fiir die Trajektorien ¢(t) unseres Flusses F’

. d
Vie(t) = 2 V(e?))
T
—ov(@) [
z
—0oxr + oy
= (2rz 20y 20(z—2r)) |re—y—az
—bz +xy

= —20(rz® 4+ 3 + bz? — 2br2).

Wir definieren nun die Menge D C R? durch D := {z € R3 | V(z) > 0}. Da V stetig ist, ist
D abgeschlossen. Wenn wir uns immer weiter vom Ursprung entfernen, sehen wir aulerdem,
dass V irgendwann kleiner als Null wird. D ist also ebenfalls beschrinkt und damit auch
kompakt. Also nimmt V' darauf auch ein Maximum an. Auflerdem sehen wir, dass V = const
Ellipsoide sind. Betrachten wir nun ein beschrianktes Ellipsoid in dessen Inneren D liegt mit
V(z) <c+efiirein e >0und alle z € D. Sei y ¢ E Uint(E), so ist y auch nicht in D, also
V(y) < —4 fiir ein & > 0. Schauen wir uns nun eine Trajektorie ¢y an, die durch y lduft. Dann
nimmt V entlang dieser Trajektorie ab solang bis V' < ¢+ ¢ und insbesondere bis irgendwann



Vv > 0 gilt. V nimmt aber sobald es aus D herauskommt wieder ab, bleibt also innerhalb von
E. O

Wir haben also eine Menge gefunden, in die alle Trajektorien hinlaufen. Damit kann man
sich fragen: Existiert denn ein Attraktor? Insbesondere im Fall des chaotischen Verhaltens
des Systems? Und wenn ja, wie sieht er aus? Die Antwort ist, dass tatséchlich trotz des un-
bestimmten Verhaltens der Trajektorien ein Attraktor existiert, allerdings von der seltsamen
Sorte.

3.3.2 Definition: Sei (X, f) ein diskretes dynamisches System und A ein Attraktor von
(X, f). A heifit seltsam, wenn ein € > 0 existiert, sodass

Vo e AVU(x) C A: Jy € U(x)3n € No: d(fn(2), fu(y)) > €.

Grob gesagt bedeutet dies, dass ein seltsamer Attraktor sehr sensibel auf kleine Stérungen
reagiert, denn weiche ich ein bisschen von meinem Startwert innerhalb des Attraktors ab, wird
sich die Trajektorie stark von der urspriinglichen unterscheiden, was wieder auf das Chaos in
einem solchen System schlieflen ldsst. Wir wollen hier auch nicht weiter darauf eingehen, da
das den Rahmen der Veranstaltung sprengen wiirde, bis auf eine Sache. Wir erhalten hier ein
geometrisches Modell fiir ,,schone “(X, f), d. h. dass ein solches System eine gewisse fraktale
Struktur besitzt. Tucker zeigte 1998, dass das Lorenz- System Voraussetzungen erfiillt, die
fiir den Beweis eines seltsamen Attraktors im diskreten Setting nétig sind, siehe dazu [5].
Insbesondere besitzt also das Lorenz-System eine solche seltsame Struktur. Man beachte hier,
dass wir das Lorenz-System im kontinuierlichen betrachtet haben.
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