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. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie die Giiltigkeit von
A, 2) — dy, )] < d(z,y) +d(zw) Vi, 5w e X

und
ld(z,2) —d(y,2)| <d(x,y) Vr,y,z€X.

. Zeigen Sie, dass folgende Réume (X, d) metrische Rdume sind:

(a) X =C",neN,d(z,w) =de(z,w) :==max{|z —wg| : k=1,...,n}

mit 2 = (21,...,2,), W= (W1,...,wy),

(b) X =C", neN,d(z,w) =di(z,w) := Z]zk — wg|,
k=1

(c) X =C,d(z,w) =+/|z —w]|.
. Es seien (X, d) ein metrischer Raum und A, B C X . Zeigen Sie:

(a) (HA) Aus A C B folgt AC B.

(b) Esgilt AUB =AU B. Gilt auch j—; Ax = Ure; Ax?
(c) A ist abgeschlossen und int(A) ist offen.
)

(d) Der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen in X , die A umfassen, ist gleich der
Abschliefung von A, d.h.

A= () F, wobei F(A)={FeP(X):ACFudF =F} .
FeF(A)

. Zeigen Sie: Sind A C R nach oben beschrinkt und z = sup A, so ist € A.

. Zeigen Sie: Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist auch (X, d;) mit

_ d(z,y)
di(x,y) = T+ d(z,y)

ein metrischer Raum.

. Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume und Z = X x Y . Zeigen Sie, dass dann
auch (Z, d) ein metrischer Raum ist, wobei fiir z; = (x;,y;)

(a) d(21,22) = max{dx(z1,72),dy (y1,92)} ,
(b) d(z1,22) = dx(z1,22) + dy (y1,y2) ,

(¢) (HA) d(z1,22) = \/ldx (w1, 22)]* + [dy (41, 2))°.

. Finden Sie die Ableitung A’, die AbschlieBung A und das Innere int(A) folgender Mengen
ACR:

(a) A=N, (b) A=(0,1)U(1,2), (c) A={:neN},

(d) A=n§1{ia&aﬁﬁ}v (¢) (HA) A={23 neN}.

. Zeigen Sie, dass Xy C X genau dann zusammenhéngend ist, wenn keine zwei offenen
Mengen A,BC X mit ANB=0,ANXy#0, BN Xy # 0 und Xy C AU B existieren.



9. Untersuchen Sie, ob folgende Mengen in R abgeschlossen, offen, beschriankt, perfekt, kom-
pakt oder zusammenhéngend sind:

() N, (b) {L1-2:neN}h, (0 01, (@) 01, () [0,1]U{2).

10. (a) Esseien A={2"":n e N}U{0} CRund U,, = (12;”5, Le) ,neN,und Up = (—¢,¢)

fiir ein gewisses ¢ € (0,3). Wihlen Sie aus der Uberdeckung {U, : n € Ny} von A
eine endliche Teiliiberdeckung aus.

(b) Kann man aus der Uberdeckung {U,, : n € N} von B = {27" : n € N} eine endliche
Teiliiberdeckung auswéhlen?

11. Wir betrachten die Teilmenge A = {7’ cQ:2<r’< 3} des metrischen Raumes (Q,d)
mit d(r,s) = |r — s|. Zeigen Sie, dass A in Q offen, abgeschlossen und beschriankt, aber
nicht kompakt ist. Ist die Menge B = {r2 reQ,2<r< 3} in Q abgeschlossen?

12. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie:

(a) Zwei disjunkte abgeschlossene Mengen sind getrennt.
(b) Zwei disjunkte offene Mengen sind getrennt.
(¢) (HA) Uy(zp) und X \ K,(z0) sind getrennt, wobei xg € X, r > 0.

(Z1) Zeigen Sie, dass jede nichtleere perfekte Teilmenge der Menge der reellen Zahlen iiberab-
zahlbar ist.

(Z2) Zeigen Sie, dass die Menge aller reellen Zahlen aus [0, 1], bei denen in irgendeiner Dezi-
malbruchdarstellung die Ziffer 7 nicht vorkommt, perfekt ist.

(Z3) Wir schreiben die abzihlbare Menge der rationalen Zahlen als Zahlenfolge (xy,),~; , d.h.

Q = {zp, : n € N} | und definieren U,, = (z,, — 27", 2, +27") . Dann ist {U,, : n € N} eine
offene Uberdeckung von Q. Ist dies auch Uberdeckung von R ?



