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1. Entscheiden Sie, ob (R, d) und (C, d) jeweils metrische Räume sind, wenn:

(a) d(z, w) = (z − w)2 , (b) d(z, w) =
√

|z − w| , (c) d(z, w) =
∣

∣z2 − w2
∣

∣ ,

(d) d(z, w) = |z − 2w| , (e) d(z, w) =
|z − w|

1 + |z − w| .

2. Geben Sie zwei Mengen A,B ⊂ R an, für die die Mengen A∩B , A∩B , A ∩B und A∩B
paarweise verschieden sind.

3. Entscheiden Sie, ob die Mengen aus Aufgabe 7a)-e) der 3. Übung in C abgeschlossen, offen,
beschränkt, perfekt, kompakt oder zusammenhängend sind.

4. Sei X eine nichtleere Menge. Zeigen Sie die Gültigkeit der Beziehungen X \ int(A) = X \A
und X \A = int(X \A) , wobei A ∈ P(X) beliebig ist.

5. Seien M ⊂ C, ReM := {Re z : z ∈ M} und ImM := {Im z : z ∈ M}. Beweisen Sie:
M ist genau dann beschränkt, wenn ReM ⊂ R und ImM ⊂ R beschränkt sind.

6. Sei (X, d) metrischer Raum und A ⊂ X. Zeigen Sie:
A ist genau dann abgeschlossen, wenn jede Folge aus (A, d) die in (X, d) konvergiert, ihren
Grenzwert in A hat.

M.a.W.: A ist genau dann abgeschlossen, wenn aus xn ∈ A ∀n ∈ N und x∗ = lim
n→∞

xn folgt

x∗ ∈ A (vgl. Satz 3.2(c) der Vorlesung).

7. Gibt es eine Funktion f(x) die überall auf (0, 1) unstetig ist, deren Quadrat, f2(x), jedoch
überall stetig ist?

8. Ermitteln Sie die Grenzwerte nachstehender Folgen und diskutieren Sie die unterschiedli-
chen Annäherungen an diese Grenzwerte (Skizze):

(a) xn =
1

n
(b) xn = − 1

n
(c) xn =

(−1)n+1

n

(d) xn =
1 + (−1)n

n
(e) zn =

1 + i

n
(f) zn =

(√
2

4
(1 + i)

)n

9. Lösen Sie die mit (HA) gekennzeichneten Aufgaben der 6. Übung.

10. Es befinden sich n Personen auf einer Weihnachtsparty (n ≥ 2). Zeigen Sie, dass es min-
destens zwei Personen gibt, die gleich viele Hände geschüttelt haben.

11. Berechnen Sie
n
∑

k=0; 2|k

(

n

k

)

für n ∈ N. (Es wird also nur über gerade k summiert.)

Hinweis: Untersuchen Sie zunächst

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)k.

12. Ausgehend von einem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlänge a unterliegt die sogenannte
Kochsche Schneeflocke der folgenden Bildungsvorschrift. Die Berandung Tn nach dem n-
ten Entwicklungsschritt entsteht aus Tn−1 indem auf dem mittleren Drittel einer jeden
geradlinigen Berandungsstrecke von Tn−1 ein gleichseitiges Dreieck aufgesetzt wird (n =
1, 2, 3, . . . ).



Fig. 1: Schneeflocke T0. Fig. 2: Schneeflocke T1. Fig. 3: Schneeflocke T2.

Fig. 4: Schneeflocke T3. Fig. 5: Schneeflocke T4. Fig. 6: Schneeflocke T5.

Berechnen Sie

(a) den Umfang Un der Flocke Tn (Hinweis: Wie groß ist Un/Un−1?),

(b) den Flächeninhalt F0 der (einfachen aber hässlichen) Flocke T0,

(c) den Flächeninhalt Fn der Flocke Tn (Hinweis: Wie groß ist Fn − Fn−1?),

(d) sowie lim
n→∞

Un und lim
n→∞

Fn.


