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Fakultat fur Mathematik

Hohere Mathematik 1.2

Aufgabenkomplex 5: Hauptachsentransformation, Differerzialgleichungs-
systeme, Lineare Optimierungsaufgaben

Letzter Abgabetermin: 5. Juli 2012
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,H6here Mathematik 1.2, Auf gabenkomplex 5*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Riickbe erfolgen soll!

Samtliche Aufgaben sind ohne elektronische Hilfsmittel zudsen!

1. In der kartesischen Koordinatenebene sei die Kurve 2B+/3xy + 13y? = 225 gegeben.
a) Fuhren Sie die Hauptachsentransformation durch!
b) Um was fir eine Kurve handelt es sich? Skizzieren Sie giem transformierten Koordi-
natensystem!
c) Um welchen Winkel werden bei der Hauptachsentransfoomatie Koordinatenachsen
gedreht? Skizzieren Sie die Kurve im Ausgangskoordingistam!

2. Ermitteln Sie die allgemeine reelle Losung des Differalgteichungssystemg =y
y=—-4x !

3. Losen Sie die lineare Optimierungsaufgabex; +2xo — max
X1+ X< 2
X1+ X< 10
X1 >0, x>0
a) auf grafischem Wegend
b) mit dem Simplexverfahren!
Zeichen Sie die bei dem Simplexalgorithmus durchlaufenasigddsungen in das Bild der
grafischen Losung ein!

4. In einer Werkstatt werden kleine und groRe Regale ggfedur Herstellung eines kleinen
Regals wird 1 Stunde bendtigt, dabei entstehen Kosten ireldh 50€ und beim Verkauf
ist ein Gewinn von 20 zu erzielen. Ein grol3es Regal wird in 4 Stunden hergesthét,
Herstellungskosten betragen 3@0und der zu erzielende Verkaufsgewinn ¥30Es stehen
maximal 100 Stunden zur Verfigung, die Herstellungskostdien insgesamt 6008 nicht
uberschreiten.

a) Stellen Sie das mathematische Modell fur die Gewinnmexumg unter diesen Bedin-
gungen auf!

b) Losen Sie die lineare Optimierungsaufgabe mittels Semrfahren! Wie grol3 ist der
maximale Gewinn?

c) Welche Bedeutung haben die Werte der Schlupfvariableeimptimalen Lésung?

5. Bestimmen Sie mit dem Simplexverfahren die optimale bgsund den optimalen Zielfunk-
tionswert der Optimierungsaufgabe
X1+2%+3x3 — min

2X1+ Xo+ X3 > 30
X1+ 2% +2%x3 < 20
X1, X2, X3 = 0!
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Aufgabenkomplex 5: Hauptachsentransformation, Differerzialgleichungs-
systeme, Lineare Optimierungsaufgaben

Letzter Abgabetermin: 5. Juli 2012

1. In der kartesischen Koordinatenebene sei die Kurve? 218v/3xy+ 13y? = 225 gegeben.
a) Fuhren Sie die Hauptachsentransformation durch!
b) Um was flr eine Kurve handelt es sich? Skizzieren Sie gileimn transformierten Koordi-
natensystem!
c) Um welchen Winkel werden bei der Hauptachsentransfoomatie Koordinatenachsen
gedreht? Skizzieren Sie die Kurve im Ausgangskoordingttam!

Losung:
21  4/3) (x
a)(xy)(4\/§ 13)(y)_225
’241\}3}‘ 143\{?)\‘:(21—}\)(13—}\)—(4\/:_%)2:273—34)\+)\2—48:)\2—34)\+225:O,
A1/=17+1/289-22 :17i\/6_4:{28
EVzZuEWA,=25: -4 4/3
43 —12
1 —V3 EV (ﬁ), normierter EV—(\@)
0 0 1 2\ 1
EVzZuEWA,=9: 12 4/3
43 12
V31 EV<_1) normierte EV—( )
0 0 \/:_), R rmierter \/:_),
(X & 1/3 _1) (5)
Hauptachsentransformation: =V = =
g '(y) (n) 2( 1 v3)\n
v (7 w3 ([ —@ (% ) () =2m2r9n2 =225
y4\@13y_”09n— ne=
g2 g2 . L
b) — + % =1, 3 + ? =1: Ellipse mit Mittelpunkt(0,0) und Halbachsen 3 und 5
n
n y
¢

1/v3 —1\ [(cosa —sina V3 .1 _ -
) V_E ( 1 \/:_3) - ( sina cosa)’cosa_77 Slna_é, Drehwinkel alsm_g_soo

Bild oben rechts
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2. Ermitteln Sie die allgemeine reelle Losung des Differelggggchungssystemg =y
y=—-4x !

LOosung:

~A 1 ,

’ 4 ’ =A244=0, Ayp=+2i

Am einfachsten lasst sich die Lésung des homogenen Diftakyleichungssystems durch Be-
rechnung der einen aus der anderen Komponente bestimmgenWeé! = cos 2+isin2t muss

X(t) die Form x(t) =Csin2+Dcos2 haben. Nach der ersten Gleichung des homogenen Diffe-
renzialgleichungssystems gilt damyt) =x(t) =2Ccos2—2Dsin 2.

Also lautet die allgemeine Losung des gegebenen homogeiffenedzialgleichungssystems
(X)) sinz cos2
X(t)= (y(t)) =C <2c052) +D (—Zsinz) '

Man kann auch die Eigenvektoren und aus diesen zunachdigeenaine komplexe Losung des
Differenzialgleichungssystems ermitteln:

EVZUEWA1=2i: -2i 1 EVZUEWA,=-2i: 2i 1
—4 -2i -4 2i

—2i 1 EV 1_ 21 1 EV 1_

0 0 2i 0O O —2i

allgemeine komplexe Losung des homogenen Dgl.systems:
Xhom(t) =C ( le) 4D (_;i) e 2, C,D beliebig komplex

Fur das reelle Differenzialgleichungssystem werden adsher Losungen gesucht. Deshalb muss
ermittelt werden, wie die komplexen Koeffizient€rund D zu wahlen sind, damit reelle Losun-
gen entstehen.

(21|) e’ und (—;i) e 2% sind zueinander konjugiert komplex. Die Summe einer kowgsie
Zahl und der zu ihr konjugiert komplexen Zahl ist reell. W&hln deshalb nun auch noChund
D konjugiert komplex zueinander, d@=A+ Bi, D=C=A—Bi, so entsteht eine reelle Losung:

X(t) = (A+Bi) (le) 2+ (A—Bi) (_;i) g2
B (ZQ:BziB oni o

B Acos2+Aisin2+Bicos2—Bsin2+Acos2—Aisin2 —Bicos2 —Bsin2
~ \ 2Aicos2 —2Asin2—2Bcos2—2Bisin2 —2Aicos 2 —2Asin2 —2Bcos 2 +2Bisin

[ 2Acos2—-2Bsin2 _on cos2 _oB sin2 D cos2 iC sin2

- \—4Asin2—-4Bcos2/ —2sin2 2cos2/ ~\-2sin2 2cos2 )’
wobei der Einfachheit halber die beliebigen reellen Komigta wieder milC und D bezeichnet
wurden. Dabei ist jetZE=—2B undD =2A.

)(cosz+isin2)+< )(cosZ—isinZ)
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3. Losen Sie die lineare Optimierungsaufgabex; +2x, — max

a) auf grafischem Wegend
b) mit dem Simplexverfahren!

—X1+ X < 2
X1+ % < 10
X1207 XZEO

Zeichen Sie die bei dem Simplexalgorithmus durchlaufenasidsungen in das Bild der

grafischen L6sung ein!

LOosung:

a)

7 BL

—X1+Xo=

max

.BL: Max

NuIIniveauy:)—z(

dSsiger Bereich

et —
1N1
X1+X =10

Maximierung erfolgt durch Parallelverschiebung des zZiektionsniveaus nach links oben.
Der zul&ssige Bereich wird verlassen im Schnittpunkt dea@en—x; +Xxo =2 undx;+xo =
10, das ist der Punk#,6). Also wird das Maximum fuix; =4, xo =6 angenommen, der
maximale Zielfunktionswert betragt4+2-6=8.

b) Normalform:

—X1+ Xo+Uq

— Max

>

up U
BV 0 0| xg
us 0 1 0] 2
U 0 0 1110
0 0 O
Xo 2 1 0| 2
(05) -1 11 8
2 0| 4
X2 % % 6
X1 — % % 4
3 1
2 3218

1. Basislosung:
X1=0, x0=0, uy=2, up=10

2. Basislosung:
X]_:O, X2:2, U]_:O, u,=38

3. Basislosung:
X1:4, X2:6, U]_:O, u,=0
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Alle Optimalitatsindikatoren sind nichtnegativ, die fiiedNichtbasisvariablen positiv. Also
liegt beix; =4, xo =6 das eindeutige Maximum, der maximale Zielfunktionswetrsi

4. In einer Werkstatt werden kleine und grof3e Regale gefeiigt Herstellung eines kleinen
Regals wird 1 Stunde bendtigt, dabei entstehen Kosten ireldh 50€ und beim Verkauf
ist ein Gewinn von 2C< zu erzielen. Ein grol3es Regal wird in 4 Stunden hergesthét,
Herstellungskosten betragen 3@0und der zu erzielende Verkaufsgewinn ¥30Es stehen
maximal 100 Stunden zur Verfiigung, die Herstellungskostgien insgesamt 6008 nicht
uberschreiten.

a) Stellen Sie das mathematische Modell fur die Gewinnmeximg unter diesen Bedin-
gungen auf!

b) Losen Sie die lineare Optimierungsaufgabe mittels Semmrfahren! Wie grol3 ist der
maximale Gewinn?

c) Welche Bedeutung haben die Werte der Schlupfvariableeimptimalen Lésung?

Losung:
a) x; Anzahl herzustellende kleine Regale, Anzahl herzustellende grol3e Regale
Gewinn: 26 +13xp — max
Zeit: X1+ 4 < 100
Herstellungskosten: 59+30x, < 6000
Nichtnegativitat: X1, Xo > 0, auBerdem Ganzzahligkeit
b) Das Modell Iasst sich durch Division der Gewinnfunktiarmeh 10 und der Ungleichung fur
die Kosten durch 50 vereinfachen zwZ =z/10 = 2x;+13x;, — max
X1+ 4% < 100
X1+ 6xp < 120
X1, X = 0,
die Normalform lautet Z = 2x;+13% —  max
X1+ 44X+ Uuq = 100
X1+ 6% +u, = 120
X1, X2, U, U 2> 0
Simplexschema: X1 Xo Up U
BV cp 2 13 0 0| Xg 7]
u 0] 1 4 1 0[100| 25
u 0] 1 6 0 1[120
-2 |-13] 0 0] O
w Oof % 0 1 -%2| 20
X 13| % 1 0 %] 20
1 13
5 0 0 %1260

Alle Optimalitatsindikatoren sind nichtnegativ, fir digddtbasisvariablen positiv. Damit liegt
das eindeutige Optimum bej=0, x;=20, u; =20, u;=0, Z* =260, z*=10Z" = 2600. Der
maximal mogliche Gewinn liegt bei 2668, er wird erzielt, wenn kein kleines und 20 grol3e
Regale gefertigt werden.

Ohne die zahlenmé&Rige Vereinfachung des Modells lauteboaglexschema:
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X1 Xo Uz Uz
BV c¢cg| 20 130 O 0 Xg 0
u 0] 1 4 1 0| 100/ 25
uu 0| 50 300 0 1|6000
-20 |-1300 0 0] ©
w 0| 3 0 1 —%| 20
X 130 % 1 0 55| 20
5 13
3 0o o %2600

c) u; =20 in der optimalen Losung bedeutet, dass 20 der maximaliai@gl 100 Stunden nicht
benotigt werdeny; =0, dass das Herstellungskostenlimit von 6&Romplett ausgeschopft

wird.

5. Bestimmen Sie mit dem Simplexverfahren die optimale Losum#jden optimalen Zielfunk-
tionswert der Optimierungsaufgabe
X1 +2%+3x3 — min

20+ Xo+ X3 > 30
X1+2%+2x3 < 20
X1, X2, X3 = o !
LOosung:
Normalform:| Z = —z= —x; —2Xo —3x3 —max
2X1+ Xo+ Xz—U1 = 30
X1 +2Xo +2X3 +u, = 20
X1, X2, X3, Uz, Uz 2 0
Hilfsaufgabe: —V1 — max

2X1+ Xo+ X3—Uz +vi = 30
X1 +2Xo +2X3 +U> = 20
X1, Xz, X3, Uy, Uz, vi > O

X1 X2 X3 U U2 Vi
BV cp O 0 O 0 0 -1 xp e
vi -1 2 1 1 -1 0 1| 30
w O 1 2 2 0 1 0 20| 20
-1 -1 1 0 0]/-30
xx O 1 % 3 -3 0 3| 15
w o 0 3 3 41
O 0 0 0 0 1
X1 X2 X3 U U
BV cg|-1 -2 -3 0 0| xg|6
x -1 1 2 1 -3 0] 15
w o o 3 3 1 1| 5
o 3 3 1 o0]-15

Alle Optimalitatsindikatoren sind nichtnegativ, fur diedNtbasisvariablen positiv, somit ist das
eindeutige Optimimurz* = —Z* =15 erreicht fun; =15, x5 =x3=0.



