Technische Universitat Chemnitz 30. Mai 2012
Fakultat fur Mathematik

Hohere Mathematik 1.2

Aufgabenkomplex 4: Vektorfunktionen, Differenzialgleichungen,
Eigenwertprobleme

Letzter Abgabetermin: 19. Juni 2012
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,H6here Mathematik 1.2, Auf gabenkomplex 4*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Riickbe erfolgen soll!

Samtliche Aufgaben sind ohne elektronische Hilfsmittel zdésen!

V2 sint
1. Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die K&te=| 2 sirt | im Punkt(1,1, 71°)!
16t2

2. Gesucht ist die Kurvg= f(x), die durch den Punki2,16) geht und fur die in jedem Punkt
(%, f(X)) das von den Koordinatenachsen und den Geradetundy= f (X) begrenzte Recht-
eck viermal so grol3 ist wie die von den KoordinatenachsenGeeadex=x und der Kurve
begrenzte Flache.

X
Hinweis: Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechrgjhgd%/f(f)df = f(x).
a

3. Losen Sie die Differenzialgleichung’ (x) — y(x) cosx = sinxcosx !

4. Losen Sie die inhomogenen linearen Differenzialglengan 1. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten a)y =—-2y+3, b)y =-2y+3cosk !
Verwenden Sie dabei zur Bestimmung einer speziellen Logenghhomogenen Differenzi-
algleichung den Lésungsansatz in Form der rechten Seitérglg&dansatz”)!

5. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren folgevidérizen:

8 9 2
a)(%1 :g) b)(_i1 _39 o 1 0 -2]!
2 -8 -2 7
6. Ermitteln Sie die Eigenwerte und ein vollstandiges Systehonormierter Eigenvektoren der
1 -2 5
Matrix | —2 4 —-10| !
5 —-10 25

Fuhren Sie die Diagonalisierung der Matrix mithilfe die$ektoren rechnerisch aus!

Hinweis: Im Falle zweier linear unabhangiger Eigenvektoren zu eirtiggenwert erhélt man orthogonale
Eigenvektoren zu diesem Eigenwert, indem man einen denkédgoren und die zu diesem orthogo-
nale Komponente des anderen Eigenvektors (s. z.B. AufgapausUbung 7 des 1. Semestereer-
wendet.


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/lehre/ba/b1_11wu07.pdf
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Aufgabenkomplex 4: Vektorfunktionen, Differenzialgleichungen,
Eigenwertprobleme

Letzter Abgabetermin: 19. Juni 2012

V2 sint
1. Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an die Kutite—= ( 2 sirft | imPunkt(1,1, 1)!
16t2

Losung:
Aus 162%= 17 folgt t=-£71/4, ausy'2 sint=1 danrnt = 11/4. Firr diesesist auch 2 sirt=1 erfilllt.

1
X(t) = ( 1 ) erhalt man also fir="_".
- 4

V2 cod
X'(t)=| 4 sint cost
() o[

1 1
Tangentengleichun@&rangene=| 1 | +U| 2
i 8m
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2. Gesucht ist die Kurvg= f(x), die durch den Punki2, 16) geht und fur die in jedem Punkt
(%, f(X)) das von den Koordinatenachsen und den Geradetundy= f (X) begrenzte Recht-
eck viermal so grof3 ist wie die von den KoordinatenachsenGeeadex=x und der Kurve
begrenzte Flache.

Hinweis: Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechrgjhg /f )d& =f(x).

LOosung:
LY p
! xf<x>:4/f<s>ds
X
d B E/
L6l + " dx )
f(X)+xf'(x) =4f(x)
Zu lésen ist also die Anfangswertaufgabef’(x) = 3f(x),
f(2) =16
Die Losung der Differenzialgleichung kann durch Trennuag\keréander-
lichen erfolgen:
K4 =3f, df _3d—x Inf=3Inx+InC, f(x)=Cx3
dx f
(Sonderfallf =0 und Betrage wie ublich).
Durch Einsetzen in die Anfangsbedinguh@) =16 erhalt man 8 =16
und damitC=2, so dassy=2x3 die gesuchte Kurve ist.
1 L
T 2 X
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3. Losen Sie die Differenzialgleichung/ (x) — y(x) cosx = sinxcosx !

Losung:

homogene Dgly = ycosx, dy _ cosxdx, Iny = sinx+INC, Yhom(X) = Ce>™

(Behandlung von Division durch 0 und Betragen wie ublich)

inhom. Dgl.: Ansatz Variation der Konstanteytx) = C(x) €™, _
| | | Y (X) = C'(x) 6™+ C(x) e5™ cosx
C'e®™ 4+ Ce™ cosx — Ce™ cosx = SinXCcosx,

C' = e ™sinxcosx, C = /e‘s'”xsinxd sinx,

/e‘ttdt = —e‘tt+/e_tdt = —e'(t+1)+D,

C=—e S™(sinx+1)+D, y(x) = —(sinx+1) + D™  DeR
—_——— S——
spez. Losung allg. Losung
inhom. Dgl. homog. Dgl.

-

allg. Lbsungvinhomog. Dgl.

4. Losen Sie die inhomogenen linearen Differenzialgleiclamg. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten a)y =—-2y+3, b)y =-2y+3cosk !
Verwenden Sie dabei zur Bestimmung einer speziellen Logenghhomogenen Differenzi-
algleichung den Lésungsansatz in Form der rechten Seitérglg&dansatz”)!

Losung:
homogen: y = —2y, Ansatzyy=Ce**, A\e?*=—2e"X, —2-X =0, A =—-2,

allgemeine Lésung der homogenen Dgl.:= Ce %

inhomogen:

a) Inhomogenitat: ,rechte Seitet(x) =3
Ansatz: y(x)=A, y(x)=0

, o 3
Einsetzen in inhomogene Dgl.:=0—2A+3, A:E

. : 3
spezielle Losung der inhomogenen Dgl.y = 5

allgemeine Lésung der inhomogenen Dgl= Ce 2+ >

b) Inhomogenitét: ,rechte Seitet(x) =3cos& (+0sin4x)
Ansatz: y(x) =Acos&+Bsin4x, y'(x)=—4Asin4x+4Bcos

Einsetzen in inhomogene Dgl.:
—4Asin4x+-4Bcos &K= —2Acos &—2Bsin 4x+3 cos &= (—2A+3) cos &—2Bsin 4x

Koeffizientenvergleich: sind: —4A=-2B B=2A

3 6
cos&: 4B=-2A+3 8A=-2A+3, A= 10 B:E

spezielle Losung der inhomogenen Dgl.y = 1—30 cos &+ 1—60 sin4x

: . 6 .
allgemeine Lésung der inhomogenen Dgl= Ce %+ 10 cos &+ 10 sin4x
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5. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren folgenderizén:

8 9 2
a)<;1 :g) b)(jf;), o 1 o —2|!

-8 -2 7
LOosung:
a) Eigenwerte: d¢A—AE) = ' 4;/\ _;E)\ ' =(4-A)(-3-2)+6=A2-21-6=0
1 1 24 3
Eigenvektor ziA\; = 3: Eigenvektor zw, = —2:
1 -2 X1—2X% =0, X1 =2Xp, 6 —2 —3X1+ X2 =0, Xo =3Xo,
3 -6 X2:C, X1=2C 3 -1 X1=C, Xo=3C
1 -2 -3 1
2 1
EV C (1) EV D (3)

b) Eigenwerte: 4i a7 37 37 13
defA—AE)=| = (4=A)(=3=A)4+= =A% X124+ =A% A4+—==0
ea-28) = |1 3T [ —aea-ang 3 3

1 1 26 1 5.
. 1 5. . 1 5.
Eigenvektor zw\1 = > + > i Eigenvektor zu\, = 5~ E
7 5; 7 . 5;
5— 3l 37 5+ 3i 37
1 7 5; 1 7, 5;
—3 —2 3 —3 —2713
7—5i 74 7+5i 74
-1 —7—5i -1 —7+5i
1 7+ 5i 1 7—5i
7 —5i 74 _ X1-H(74+51)%2=0, 7+ 5i 74 _ X1-H(7—5i)%=0,
1 7+5i Xy=(—7-5i)x, 1 7—5i X1= (—7+5i)x
0 74-(7-5i)(745i)=0 75 0 74-(745i)(7-51)=0 745
1 7-+5i EV C< 1 ) 1 7—5i EV D< 1 )
8-A2 9 2
c) 1 A =2 |=—=A(8-A)(T-A)+144-4-16A—9(7—1)—4(8-])
—8 2 7-X |=-A(A?-15)1+56)+140-161 —63491 —32+4)

= 2341502560 +45-) = —A34+1502—59 +45=0
Offensichtlich istA1 =1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms.
(A3—15A% 4591 —45): (A —1) =A% — 141 +45,  Ap3=7++/49-45= { g
A3— A2
—14A° 4+ 59\ —45
—14)2% 1142
45\ —45
45\ —45
0
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EVZUEWA1=1: EVzZuEWA,=5: EVzZUEWA3=9:
7 9 2 3 9 2 -1 9 2
1 -1 -2 1 -5 -2 1 -9 2
-8 -2 6 -8 -2 2 -8 -2 =2
1 -1 -2 1 -5 -2 1 -9 -2
7 9 2 3 9 2 -1 9 2
-8 -2 6 -8 -2 2 -8 -2 =2
1 -1 -1 1 -5 -2 1 -9 -2
0 16 16 0 24 8 0 0 0
0 -10 -10 0 —42 -14 0 —74 -18
1 -1 -2 1 -5 -2 1 -9 -2
o 1 1 o 3 1 o ¥ 1
1 0 -1 1 1 0 T T o
0 1 1 0 3 1 9
o ¥ 1
X1 —X3=0 X1+X%X =0 Xl—%XZ:O
Xo+X%3=0 3Xo+x3=0 3§7X2—|— x3=0
1 1 g 7
EV C| -1 EV D| -1 EVE| 1 |=E[ 9
1 3 _37 -37

6. Ermitteln Sie die Eigenwerte und ein vollstandiges Systahmomormierter Eigenvektoren der

1 -2 5
Matrix | —2 4 —-10] !
5 -10 25

Fuhren Sie die Diagonalisierung der Matrix mithilfe die$ektoren rechnerisch aus!

Hinweis: Im Falle zweier linear unabhangiger Eigenvektoren zu eirtiggenwert erhélt man orthogonale
Eigenvektoren zu diesem Eigenwert, indem man einen deniédgoren und die zu diesem orthogo-
nale Komponente des anderen Eigenvektors (s. z.B. AufgapausUbung 7 des 1. Semestereer-
wendet.

LOosung:

Die betrachtete Matrix ist symmetrisch. Folglich sind &igenwerte reell und zu jedem Eigen-
wert gehoren linear unabhéangige Eigenvektoren entspnecbeiner Vielfachheit, d.h. die geo-
metrische Vielfachheit jedes Eigenwerts ist gleich searghmetische Vielfachheit. Ferner sind
die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthdgona

1-» -2 5

-2 4-2 -10 |=(1-2)(4—X)(25—-1)+100+100-25(4—2)—100(1—A)—4(25-21)

5 -10 25-A

= (4—5141?)(25—1)+200—300+ 12N = 100— 125\ +2512—4A +512—213—-100+1290
= —-234+30M%=-2%(A—-30)=0, EigenwerteA,,=0 (doppelter EW)A3=30

FUrEWA;,=0: 1 -2 5

-2 4 -10

2 -5
5 -10 25 x=2y—5z X=s|[1|+t| O
1 -2 5 0 1
0 0 0

0 0 0


http://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/lehre/ba/b1_11wu07.pdf
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2 -5
Die linear unabhangigen Eigenvektor<nl) und ( O) sind nicht orthogonal. Wir neh-
0 1

2
men deshall¥; = (1) und suchen einen dazu orthogonalen Eigenvekian der FormX, =

0
-5 2 -5 2 2
O]—A|1].Dann mus< O|—-211 ) - 1 |=-10-51=0, alsor = —2 gelten.
1 0 1 0 0

-1
Damit ergibt sichk, = 2 | als zuX; orthogonaler Eigenvektor.
1
Far EWA3=30: —-29 -2 5 1 -2 -1
-2 -26 -10 0 -15 -6
5 -10 -5 0 —-60 —24 % 1
1 -2 -1 1 -2 —i £V —%5—2.
-1 -13 -5 0 1 5 1 5
-29 -2 5 1 0 -%
o 1 ¢

1 (2 1 (71 1 (1
Orthonormierte EV sinddama=| 1 |, — 2|1 zu0und——| —2 | zu 30.
vBlg/) VB 1 V30\ ¢

Die Matrix aus diesen drei Vektoren ist orthogonal.

2V6 — 1

. . 1
Orthogonale Matrix aus orthonormierten EV:= — \/6 2\/5 -2
V30 5
1 2V6 V6 0 1 2\/(‘5 — 1
VTAV—— —5 25 5 4 —10 V6 2\/5 -2
1 -2 5 5 -10 0 5

1 2v6 V6 0\ /0 L, /0 0 O
-5 25 5 0 o —60 -3 0 0 0=
1 -2 5 0 0 150 0 0 300



