Technische Universitat Chemnitz 25. April 2012
Fakultat fur Mathematik

Hohere Mathematik 1.2

Aufgabenkomplex 2: Differenzialrechnung

Letzter Abgabetermin: 15. Mai 2012
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,Hohere Mathematik 1.2, Auf gabenkomplex 2*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Riickbe erfolgen soll!

Elektronische Hilfsmittel dirfen nur bei Aufgabe 1 sowie zu zahlenméfRigen Bestimmung
von Funktionswerten bei den Aufgaben 2, 3c) und 5 verwendet @&rden!

1. Ermitteln Sie eine Naherung fir die kleinste positivelig der Gleichung tax=X, indem
Sie auf die Gleichung sk+—xcosx=0 das Newtonverfahren anwenden!

Hinweis: Fertigen Sie zur Bestimmung eines geeigneten StartwertesSkizze an!

2. Die vertikale Bewegung eines Korpers werde durch seineetitgegenitber einer Wasser-
oberflache in Abhéngigkeit von der Zeibeschriebenh(t) = (t3—2t2—3t)e™!. Diskutieren
Sie die Funktion und gehen Sie insbesondere auf folgendgefrin:

(A) Wann befindet sich der Kérper an der Wasseroberflache?

(B) Wie groR ist seine hdchste Hohe im Zeitintenj@llo)?

(C) Wie tief taucht er im ZeitintervalD, ) maximal ein?

(D) Wann steigt und wann féllt die Hohe im Zeitintervg| o) am schnellsten?
(E) Skizzieren Sie die Funktion!

1000000

3. Die vom Preig abhéngige Nachfragefunktion eines Produktes lafte) = 315

a) Ermitteln Sie die Preiselastiziat der Nachfrage!

b) Wo ist die Nachfrage elastisch, proportionalelastisol. lunelastisch?

c) Ermitteln Sie fur einen Preis vom= 5 die Auswirkungen einer Preiserh6hung von 1 %
mit Hilfe der Elastizitat sowie exakt!

d) Wie verhalt sich die Elastizitat f{jy — o ?

4. Seiena undb positive Parameter. Wenden Sie die I'Hospitalsche Regdiodgende Grenz-
werte an:
. 1—cosax . 1—cosax . Insinax at—xa
a) lim———, b) IIm———, c) lim —,
x—0  bX x—0  bx2 x—0+0 In sinbx x—a X—a
5. Wie sind die Ausmalie einer zylindrischen Konservendasgéhlen, damit sie einen Inhalt

von 1 Liter hat und zu ihrer Herstellung moglichst wenig Matebenotigt wird? Wie grol3
ist der Materialverbrauch pro Dose (ohne Verschnitt)?

6. Seif(x)=16,/x. Berechnen Sid (1,1) ndherungsweise durch Taylorentwicklung vbi(x)
bis zum kubischen Glied an der Stette=1 und schatzen Sie den Fehler mithilfe des Lagran-
geschen Restgliedes ab!



Hdéhere Mathematik 1.2 — Aufgabenkomplex 2 — 25. April 2012 2

Aufgabenkomplex 2: Differenzialrechnung
Letzter Abgabetermin: 15. Mai 2012

1. Ermitteln Sie eine Naherung fir die kleinste positive Lasder Gleichung tax=x, indem
Sie auf die Gleichung sk+xcosx=0 das Newtonverfahren anwenden!

Hinweis: Fertigen Sie zur Bestimmung eines geeigneten StartwertesSkizze an!
Losung:

N\

) . 3
2w Offensichtlich istir < X" < 7”

. . 3m .
Far sink—xcosx=0 ist z.B.xg= > ein
geeigneter Startwert.

f(X) =sinx—xcosx,  f/(X) = cosx— cosx-+ X sinx = Xsinx

_ _ f(Xn) SiNXp — X COSXp
N : =Xn— 77—~ =Xn— -
ewtoniteration:Xn 1 = Xn 7 (%) n X, SiNX
3n 3mn -1 3m 2
— T ~4.7123889 = —— — — ~450018239
Xo=7~% 8)(12_37”2371’

N | Xn

01]4,71238898

1|4,50018239

2 | 4,49341954

3| 4,49340946

4| 4,49340946 X* ~ 4,49340946

2. Die vertikale Bewegung eines Kdrpers werde durch seine Hibgegeniber einer Wasser-
oberflache in Abhéngigkeit von der Zeibeschriebenh(t) = (t3—2t2—3t)e™!. Diskutieren
Sie die Funktion und gehen Sie insbesondere auf folgendeRmin:

(A) Wann befindet sich der Kérper an der Wasseroberflache?

(B) Wie grof3 ist seine hdchste Hohe im Zeitintenj@llo)?

(C) Wie tief taucht er im ZeitintervallD, ) maximal ein?

(D) Wann steigt und wann féllt die Hohe im Zeitintervg| o) am schnellsten?
(E) Skizzieren Sie die Funktion!

LOsung:

Ohne Ableitung festzustellende Eigenschaften
(Definitionsbereich, Stetigkeit, asymptotisches VedraliAchsenschnittpunkte):
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definiert und stetig tbeR

Nullstellen:(t3—2t2—3t)e ! =t(t?—2t—3)e ' =0 furt; =0, tp 3 =1+/1+3= {_i
Schnitt mit der vertikalen Achse (Zeitpurtit0): fur h(0)=0
asymptotisches Verhaltertl:ﬁilim(t) =—00.00=—00,
. o t—22-3t . 32—4-3 . 6t-4 . 6
tlgo]o h(t) :t'ﬂl e :tlgo]o e :tlgo]oT :t'ﬂlg =0
Mit 1. Ableitung festzustellende Eigenschafter{fMonotonie, Extremwerte):
h(t) = (3t?—4t—3)e ' — (13—2t2—3t)e = — (13— 5t2+t+3)e ' =0 offensichtlich firt; =1,
2+7~ 4,6458
3— 2 . — = 2— = = ’
(:3—5E2+ t+3) 1 (t—1) =t2—4t43, ty3=2+4+3 {2_ﬁ%_076458
—A4t2 4+ t+3
—4t2 -4t
—3t+3
—3t+3
0
h(t)=—(t—(2-v7)) (t-1) (t—(2+V7))e™
(>0 t<2—7 monoton wachsend
=0 t=2—/7 lokales Maximurnh(2—+/7) ~1,5908
_ <0 2—\/7<t<1  monoton fallend
h(t)s =0 t=1 lokales Minimumh(1) ~—1,4715
>0 1<t<2++/7  monoton wachsend
=0 t=24+7 lokales Maximunh(2++/7) ~0,4145
<0 t>2+7 monoton fallend

Wertebereich —oo, h(2—+/7)
Mit 2. Ableitung festzustellende Eigenschafter{Krimmung, Wendepunkte):
h(t)=(—3t2+10t—1)e '+ (t3—5t2+t+3)e 1 = (13—-8t2+11t+2)e ' =0 offensichtlich fiirty =2,

{3—1—\/@% 6,1623

(382 +11t+2) : (t—2) =t2—6t—1, tp;3=3+9+1 3—1/10~—0,1623

t3_2t2
—6t2+11t +2
—6t2 12
—t42
—t42
0
h(t)= (t—(3—v10)) (t—2) (t—(3+v10))e"*
(<0 t<3—+/10 konkav
= t=3-10 Wendepunki(3—+/10) ~0,5056
>0 3—V10<t<2  konvex
hit){ = t=2 Wendepunkh(2) ~ —0,8120
<0 2<t<34++10 konkav
=0 t=3+1/10 Wendepunkh(3++/10) ~0,2941
| >0 t>3+v10 konvex
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(A) Der Korper befindet sich zu den Zeitpunkted, O und 3 an der Wasseroberflache.
(B) Die groRte Hohe von ca, 8145 wird zum Zeitpunkt=2++/7~4,6458 erreicht.
(C) Die grol3te Tauchtiefe von ca.1,4715 wird zum Zeitpunkt=1 erreicht.

(D) Die schnellste Hohenanderung kann nur in Randpunkterrdervalls oder in Wendepunk-
ten vorliegen. In Letzteren ist namlich die Ableitung ders@awvindigkeith(t) gleich 0 und
wechselt das Vorzeichen.

Da der Korper im IntervallO, o) nur in einem im Inneren liegenden Bereich steigt, steigt er
bei Erreichen des Wendepunktes zum Zweitpurak® am schnellsten auf.
An den Randern des Intervalls fallt der Korper, dabeh{€) = —3 undh(e) =0. In dem im

Intervall [0, ) liegenden Wendepunkt3y/10~6,1623 betragt die Geschwindigkeit dage-
genh(3++/10)~—0, 1123, so dass die Hohe ft#=0 am schnellsten fallt.

(E) u
2,
1 1 2,3 4 5 6 7 8 t
=1
-2
t h(t) h(t) h(t)
-1 [-1 0 10,8731 —48,9291
2—/7 | —0,6458| 1,5908| 0 —16,6108
3—V10| —0,1623|| 0,5056| — 3,1778| O
0 0 0 -3 2
1 1 —1,4715| 0 2,2073
2 2 —-0,8120| 0,9473| 0
3 3 0 0,5974| — 0,4979
2++\7 | 4,6458| 04145 O — 0,1852
3+v/10| 6,1623|| 02941| — 0,1123| O

1000000

3. Die vom Preisp abhéngige Nachfragefunktion eines Produktes lafte) = 315

a) Ermitteln Sie die Preiselastiziat der Nachfrage!

b) Wo ist die Nachfrage elastisch, proportionalelastisol. lunelastisch?

c) Ermitteln Sie fur einen Preis vom= 5 die Auswirkungen einer Preiserh6hung von 1 %
mit Hilfe der Elastizitat sowie exakt!

d) Wie verhalt sich die Elastizitat f{jp — o ?

LOsung:
3000000 f'(p) — st 3
a) f'(p) = 2000000 (P, _ @e5? 8P
b) Es ist nurp > 0 sinnvoll. Dann gilt aber & 3p < 3p+ 5 und dahetes(p)| = 3;?5 <1

Die Nachfrage ist also uberall preis-unelastisch.
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1 - e :
C) &t (5):—2—2:—0,75. Mit Hilfe der Elastizitat ist deshalb festzustellenssl@aine Erhdhung des
Preises um 1% zu einer Verminderung der Nachfrage % fuhrt. Tatséchlich gilf (5)=

50000- 49627792
50000 undf (5,05) =49627792, so dass der Riickgarg 20000 ’ ~ 0,744 % be-
tragt.

d) Fur p— o gilt &(p) — —1, also Ann&herung an Proportionalelastizitat.

(Z.B. gilt schon furp=100 &¢(p)~ —0,984, eine Preiserhdhung um 1% fihrt zu einem
Nachfragerickgang um@84 %.)

4. Seiena undb positive Parameter. Wenden Sie die I'Hospitalsche Regdiodgende Grenz-
werte an:

. 1—cosax . 1—cosax . Insinax oat—xa
a) lim———, b) Im———, ¢) Ilim ——, d) lim !
x—0  bx x—0  bx2 x—0+0 In sinbx x—a X—a
Losung:
) 0 im 1—cosax im asinax 0
0" x=0 bx x=0 b
b) 0, . l-cosx . _asinax . a’cosax @’
0" x=0 bx2 Cx=0 2bx  x=0 2b  2b

(Auch der zweite Grenzwert hat die For%m deshalb ist die I'Hospitalsche Regel nhochmals anwendbar.

—00 Insinax . %X¥ a . sinbx a . bcosbx
c) —: im . = lim = & =+ Im —— == lim =
—0  x=0+0Insinbx  x—0+0 Scigbxx bx—0+0Ssinax b x—0+0acosax

. . 0 L .
(Der dritte Grenzwert hat die For%L deshalb ist die 'Hospitalsche Regel nochmals anwenybar.

0 . a-x  alna-ax?
d) —: lim =lim —————— =a%lna—aa® ! =a%Ina—1)
0 x—a X—a X—a 1

5. Wie sind die Ausmal3e einer zylindrischen Konservendose&lem, damit sie einen Inhalt
von 1 Liter hat und zu ihrer Herstellung moglichst wenig Metieben6tigt wird? Wie grol3
ist der Materialverbrauch pro Dose (ohne Verschnitt)?

Losung:

2 3 1 2 2,2 :
V=mmr hzl[dm],h:?,O:Zm +2mrh=2mr + = — min,
monoton fallend

2 1

O=4amr—-={ =0 r= Minimum

monoton wachsend

- : . 4
minimaler Materialverbrauch bei= ~0,5419dm h= \3‘/;: 2r~1,0838dm

1
NI
Materialverbrauch dab& = 672 ~ 5,54 dn?
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6. Sei f(x) = 16,/x. Berechnen Sid (1,1) ndherungsweise durch Taylorentwicklung vbix)
bis zum kubischen Glied an der Stette=1 und schatzen Sie den Fehler mithilfe des Lagran-
geschen Restgliedes ab!

LOosung:

fx) = 16/x=16x2 f(1) = 16
f(x) = 8x2 f'(1) = 8
f(x) = —4x 3 (1) = —4
f7(x) = 6x3 (1) = 6
f(4)(x) = —15x"2 f4(1) = -15

f(x):16+8(x—1)—g( —1)2+g(x—1)3+ Ro(x 1) = 16+ 8(x—1)—2(x—1)%+ (x—1)° +Rs(x, 1)
T3(x,1)
T3(1,1,1)=16+8-0,1-2-0,01+-0,001=16+0,8—0,024+-0,001=16,781
9 (e) 4 1582
24 24
Daf‘% monoton fallend ist, gilt fir & & <11, das%f‘%

Rs(1,1,1)= 0,14 1<é&<11

(1,1-1)

<1 ist.

L 15 5
Folglich ist|R3(1,1, 1)| < ﬂo, 14 = 8 0,0001=0,0000625.

Die Fehler der Naherung 16L,1~16,781 ist also nicht groRer als@00625.
(Tatsachlich ist 16§/1,1~16,7809416, der Fehler also@00584.)



