Technische Universitat Chemnitz 2. April 2012
Fakultat fur Mathematik

Hohere Mathematik 1.2

Aufgabenkomplex 1: Funktionen, Interpolation, Grenzwerte, Ableitung

Letzter Abgabetermin: 24. April 2012
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,Hohere Mathematik 1.2, Auf gabenkomplex 1*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Riickbe erfolgen soll!

Elektronische Hilfsmittel dirfen nur fir die Berechnung der tatsachlichen Funktionswerte
bei Aufgabe 5c) verwendet werden!

. . 23+ T2 —4x—1
1. Spalten Sie die gebrochen-rationale Funktien j;
Xc+3x—4

echt gebrochen-rationale Funktion (Grad des Zahlerpohgkleiner Grad des Nennerpoly-
noms) auf!

_2—X+3

14X+ 3

a) Geben Sie den Definitionsbereich dieser Funktion anenefie, dass sie eineindeutig ist,
bestimmen Sie ihre Umkehrfunktion und deren Definitionsd Wertebereich!

b) Untersuchen Sie die Funktidiix) und ihre Umkehrfunktion ohne Verwendung von Mit-
teln der Differenzialrechnung auf Monotonie!

in ein Polynom und eine

2. Sei f(x) eine reellwertige Funktion.

3. Von einer Funktiory= f(x) liegen folgende Werte vor: x| -1 |[0] 1 | 2
y| —224][0]0,24] 4,48

a) Ermitteln Sie einen Naherungswert fii0,5) durch kubische Interpolation!

b) Warum ist die kubische Interpolation im vorliegenden Ratht geeignet, wenn bekannt
ist, dass die Funktiofi(x) monoton wachst? Wie kdnnte man in diesem Falle einen Néhe-
rungswert furf (0,5) ermitteln?

. 22 +4x—6 : . —
4. Sei f(x)= % . Bestimmen Sie die Nullstellen, hebbaren Unstetigkestiest (LU-
cken), Pole und Asymptoten dieser rationalen FunktiontiBesen Sie auch die (ggf. einsei-
tigen) Grenzwerte an den Unstetigkeitsstellen!

5. Sei f(x) = x° —5x* 4-6x% 4 2.

a) Differenzieren Sie die Funktion!

b) Approximieren Sie die Funktiofi(x) in der Nahe vorxp=1 durch eine Gerade und geben
Sie dort das Differenzial an!

c) Bestimmen Sie damit Néaherungswerte figt,01) und f(1,02) und vergleichen Sie diese
Naherungswerte mit den exakten Funktionswerten an digsdiar8 Notieren Sie fur diese
Situationen jeweils auch das Differenzidl dnd die tatsachliche Funktionswertanderung
Af !

d) x sei mit einer Genauigkeit von@1 zu 1 bestimmt. Schatzen Sie mit Hilfe des Differen-
zials den Fehler bei der Bestimmung vbfx) ab!

b.w.
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6. Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Fun&tion

a) f(X) = (4C+2x) (sin&+2) sin(3x+2),  b) f(x)=(xInx)>, ¢) f(x)=In /X—\/?,
d) f(x) =SirP(OP+1)+co$ (0C+1)+sin(¢+1)"+cos(e+1)",  e) f(x):%j_lbX> !
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Aufgabenkomplex 1: Funktionen, Interpolation, Grenzwerte, Ableitung
Letzter Abgabetermin: 24. April 2012

. : 237X —4x—1
1. Spalten Sie die gebrochen-rationale Funktien il
X2+ 3x—4

echt gebrochen-rationale Funktion (Grad des Z&hlerpohgkieiner Grad des Nennerpoly-
noms) auf!

in ein Polynom und eine

LOosung:
3
(23 + 7% —4x—1): (x2+3x—4):2x+1+)(2:%1
233 + 6x2 — 8x
X2 +4x—1
X2 +3x—4
X+3
. 2—X+3 . : :
2. Sei f(x) = SOVXES eine reellwertige Funktion.
1+v/X+3

a) Geben Sie den Definitionsbereich dieser Funktion aneretge, dass sie eineindeutig ist,
bestimmen Sie ihre Umkehrfunktion und deren Definitionsd Wertebereich!

b) Untersuchen Sie die Funktidrix) und ihre Umkehrfunktion ohne Verwendung von Mit-
teln der Differenzialrechnung auf Monotonie!

Losung:
a) DB(f) = [-3,)
2—/X+3 2—y
= = VX+3=2—vVX+3 — VX+3(y+1)=2-y — V/X+3=—=
ARy ax: yHyvxE i +3ly+1) =2-y V3=
(y=—1 ist offensichtlich unmdglich, da dann-2/x+3=—1—+/x+3 sein musste.)

2—y L e | 2=y>0,14y>0 & —1<y<2 oder
s—2 > = - ,
Es mus 1+y — 0 sein, dies gilt fur{ 2-y<0,14+y<0 < y>2Ay<1l Widerspruch

2
Also ist nur—1 <y <2 madglich, dann ergibt sich durch Quadriergn3 = G%i;) und
4—dy+y? | 4—dy+y? —3-6y—-3y? 1-10y—2y?
T+2y+y2 = 1+2y+y? T lt2yy?
Das Urbildx vony ist also eindeutig bestimmbar. Damit ist die Funktion eideutig und die
Umkehrfunktion existiert. Nach formalem Vertauschen daridblen erhalt man

f1(x) = %};3‘2 mit DB(f~1) = (—1,2] = WB(f), WB(f 1) = [-3,00) = DB(f).

damit x=

b) Wir untersuchen, wanf(x) > f(y) gilt:

i&i—iﬁiﬁ—i = 2=V (I Vy+3) > (2= Vy+3) (1+VXH3)

= 2—VX+3+2\/y+3—VX+3/y+3 > 2— /y+3+2VX+3—/y+3Vx+3
— 3/y+3>3V/x+3 <= y>x
(Bei der ersten Umformung ist beachtet, dass beide Nenrstiypsind, das beim letzten

Schritt erforderliche Quadrieren ist auch eine aquivadminformung, da beide Seiten der
Ungleichung nichtnegativ sind.)
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Somit gilt x<y <= f(x)> f(y), wegen der Existenz der Umkehrfunktion ist das &quivalent

zu x>y <= f~1(X) < f~1(y). Also sind die Funktiorf (x) und ihre Umkehrfunktion streng

monoton fallend (und damit eineindeutig).

3—1—v/X+3
1+v/x+3

(Die strenge Monotonie voh(x) sieht man auch sofort an der Darstelldixg) =

S -
ks )

3. Von einer Funktiory= f (x) liegen folgende Werte vor: x| -1 |[0] 1 | 2
y| —2,24][0]0,24] 4,48
a) Ermitteln Sie einen Naherungswert fi0,5) durch kubische Interpolation!
b) Warum ist die kubische Interpolation im vorliegenden Ratht geeignet, wenn bekannt
ist, dass die Funktiofi(x) monoton wachst? Wie kdnnte man in diesem Falle einen Néhe-
rungswert furf (0,5) ermitteln?

LOosung:

a) Lagrange-Interpolation:
X(X—1)(x—2) O(x+ 1)(x—1)(x—2)
(=1)(=2)(-3) 1-(-1)(-2)

(332420~ 22203220+ 720 (3

2.24 448 6,72 448 448
—(2="_0.12 ) XS ) 12 2 ) 247
< 6 0,12+ 6 ) —|—< 6 +0, )X —l—( 6 +0, 6 )X

=X —X2+0,24x
P3(0,5) =0,5°—0,52+0,24-0,5=—0,005

(X+1)X(x—2)

(X+1)X(x—1)
+0,24 21 (- 1) —

3-2-1

Ps(x)=—2,24 +4,48

2,24
G

b) Ps(X) =x3—x?+0,24x=0 fir x1=0, Xp/3=0,5+ 0,25—0,24:075:&\/07—02{872

hat 2 Nullstellen zwischen 0 und 1, nicht monoton.

. L . x—1 x—0
Alternativ ware z.B. stiickweise lineare Interpolati®n(x) =0—-— +O,24T =0,24x,

-1
Pl(075) :O,—lz

: 22 +4x—6

cken), Pole und Asymptoten dieser rationalen FunktiontiBeeen Sie auch die (ggf. einsei-
tigen) Grenzwerte an den Unstetigkeitsstellen!

. Bestimmen Sie die Nullstellen, hebbaren Unstetigkestiest (LU-

LOosung:

Zahler: 2°4+4x—6=0 <= X°+2x—3=0 < X1/2=—1i\/m:{—é :

2x?+-4x—6=2(x—1)(x+3)

1 1 8 1
N2y D _ - 42 2y 2 (x—
Nenner:x*+x—2=0 <= X, Zi\/4+4 {_2 , XeHX—2=(X—1)(x+2)

Folglich ist f (x) fur x=1 undx=—2 nicht definiert, ansonsten gilt
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2P +4x—6  2(x—1)(x+3) 2(x+3)
M0="ex—2 ~cnxr2) ~ t2)
Folglich hat die Funktion ihre einzige Nullstetle=—3 und ihre einzige Polstelle bgi= —2,

beide sind erster Ordnung.

, . L : . 2(x+3) 8
Firx=1 liegt eine hebbare Unstetigkeit (Llcke) vor, es gllt1 fitx) = Ilml (S:LZ)> =3
X— X—

=00,

L 2 : .2
An der Polstelle gilt lim f(x)= Ilim (x+3) =—ocound Ilim f(x)= Ilim (x+3)
X——2-0 x—-2-0 (X+2) X——2+0 x——2+0 (X+2)

Asymptote ist die Gerade=—2.

2x(1+4-3
FUrx — =oo schlie3lich giItHIiernf(x): lim M:Z,Asymptote ist somit die Gerage-2.

lex(1)

5. Sei f(x) =x>—5x*+6x% +2.
a) Differenzieren Sie die Funktion!
b) Approximieren Sie die Funktiofi(x) in der Nahe vorxo=1 durch eine Gerade und geben
Sie dort das Differenzial an!
c) Bestimmen Sie damit Naherungswerte fiit,01) und f (1,02) und vergleichen Sie diese
Naherungswerte mit den exakten Funktionswerten an digsdiar8 Notieren Sie fur diese
Situationen jeweils auch das Differenzid dnd die tatsachliche Funktionswertadnderung

Af!
d) x sei mit einer Genauigkeit von@1 zu 1 bestimmt. Schéatzen Sie mit Hilfe des Differen-

zials den Fehler bei der Bestimmung vbfx) ab!
Losung:
a) f/(x) =5x* —5-4x3+6-2x+2-0=5x* — 20x> + 12
b) Approximation der Funktiori (x) in der Umgebung vomg durch die Tangente
(Taylorentwicklung bis zum linearen Glied):(x) ~ Pi(x) = f (o) + f'(X0) (X—Xo)
Anstieg der Tangentd:’ (1) =5—20+12= -3
f(X)=~P(x)=f(1)+f'(1)(x—1)=4—-3(x—1) = —-3x+7

Differenzial: df = f/(1) Ax=—3Ax= —3dx,
d.h.: Die absolute Anderung vdnist ungefahr—3 mal so grofR wie die vor

c) f(1,01) ~ Py(1,01) = f(1)+ f/(1)-0,01=4—3.0,01=3.97, f(1,01) = 3,9685900001
df(0,01) = —0,03~ Af = —0,0314099999
f(1,02) ~ Py(1,1) = f(1)+ f/(1)-0,02=4—3.0,02= 3.94, (1,02) = 3,9343200032
df(0,02) = —0,06~ Af = —0,0656799968

d) Da das Vorzeichen des Fehlers wonicht bekannt ist, muss der Betrag des Fehlers fvon
abgeschatzt werden:
[Af| ~ |df| = |f/(x0) AX| = [f(x0)| - |AX
Aus |Ax| < 0,01 folgt dann |Af] ; |f/(1)]-0,01=3-0,01=0,03.
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6. Berechnen Sie die ersten Ableitungen folgender Funktionen

a) f(x) = (HC+2x) (sinX+2) sin(3x+2), b) f(x)=(xInx)>, ¢) f(x)=In/xvX,

d) f(x) =siP(2+1) +c02(x2+1) +sin(@+1)°+cos(@+1)°, ) f(x) = %ilbx)!
LOosung:
a) f/(x) = (12x4-2) (sin3+2) sin(3x+2) 4 3(4x34-2x) cos X sin(3x+-2)

4 3(4x34-2x) (sin X+-2) cog3x+2)
b) f/(x) = 5(xInx)* (Inx+)—;> — 5(xInx)*(Inx+ 1)
) f(x) =InVxx¥/2=Invx3/2=Inx¥*, f'(x)= X3—1/4§X1/4: %
X 1 3. 3
oer (9= ﬁzﬁ( rom) " mn (T ) B

d) f(x) = 1+sin(@+1)° + cos(x2+1)°,
£/(x) =2(32+ 1) 2xCOS(xe+1)° —2(@+ 1) 2xsin (3x2+1) =4 (334 ) (cos(x2+1)2—sin(x2+1)2>

(coga—bx) + bxsin(a—bx)) (x*+1) — xcoga—bx) 2x

(@ +1)°
_ (1-x?)coqa—bx) + bx(x*+1)sin(a—bx)  (1—x?)coga—bx)  bxsin(a—bx)
- (@ +1)? (142 1+x

e) f'(x) =




