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Fakultat fur Mathematik

Hohere Mathematik 1.2

Ubung 22: Gradient und Richtungsableitung;
Extremwertaufgaben fir Funktionen mehrerer Veranderlicher

1000+ X+ Y+ /Xy + 76
10

<§) = (;) +t (i) eine Stral3e gebaut. Bestimmen Sie den Anstieg der Stral3elén-G

depunkt(x,y) = (4,6) !

2. Sei f(x,y) = /X2 +V2

a) Zeichnen Sie das Niveaulinienbild!

b) Um was fir eine Flache handelt es sich beif (x,y) ?

c) Bestimmen Sie den Gradientel (x,y) !

d) Ermitteln Sie die Ableitung der Funktiof(x,y) im Punkt(3,4) in Richtung des Vektors

5
12 !

e) Ermitteln Sie mithilfe der Richtungsableitung, wie sitfx,y) ndherungsweise andert,
wennx von 3 auf 3.01 ung von 4 auf 4.024 wachst? Vergleichen Sie die Ergebnisse mit
der tatsachlichen Anderung!

f) In welche Richtung wéachst(x,y) am starksten? Argumentieren Sie sowohl mit dem Gra-
dienten als auch mit der geometrischen Bedeutung der Fumkti

1. Durch ein Gelande mit der Hoh&x,y) = werde langs der Gerade

3. Bestimmen Sie alle stationaren Punkte der folgendentium@n und untersuchen Sie mittels
der zweiten partiellen Ableitungen, ob Extrema vorlieged uon welchem Typ diese sind:

a) f(X,y) =3 —Xx24xy— 3y> + 7x+ 2y,

b) f(xy) = (x+y)* !
4. Bestimmen Sie die Sattelpunkte und Extremstellen dektiam f (X, y) = 4xy+6x+2y+3 !
5. Untersuchen Sie die Funktiof(x,y,z) = x? 4+ 2y? + 22 — xy? + 12x+ 2z auf Extremwerte!
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Ubung 22: Gradient und Richtungsableitung;
Extremwertaufgaben fir Funktionen mehrerer Veranderlicher

1. Durch ein Gelande mit der Hohle(x,y) = 1000+ Xyt Vxy+ 76

10 werde langs der Gerade

(?) = (;) +t (i) eine Stral3e gebaut. Bestimmen Sie den Anstieg der Stral3elén-G
depunkt(x,y) = (4,6) !
Losung:

Der Anstieg ist die Richtungsableitung vb(x,y) im Punkt(4,6) in Richtung(i).

Richtungsableitung (Maf fur die Anderung der Funktiohin Richtungv):
Ist die Funktionf im PunktX total differenzierbar, so existieren alle Richtungsablegen. Fur

: f : :
V|| =1 qilt o1x) =0f(X)-v. Hat der Vektorv eine andere Lange, so muss er erst normiert

ov
werden. Es gilt danna;—g) =0f(X) ~Vn:H—$HDf(X) V.
1 1+2\/7y 76 3 1/3
Oh=— X¥+ , V= , hormiert: Vo= -
2,/xy+76
PR 1.8
g [ Ta/mETe|1sy 1772018y 1 (13)1(3
ov " 10|, X 5\4) 10 4 |5\4) 100\12)5\4
2\/xy+76 1+55
39+48 87
= = _— =0.174
500 500 O

Somit betragt der Anstieg 14%. (Ein Anstieg von £ 100% entspricht einem Steigungswinkel
von 45.)

: : oh : .
In Richtungv gilt Ah= T ||AX||. Pro Meter Basislange betréagt der Anstieg ca. 17,4 cm, drh. f
1mca. 17,4 cm, fur 2 m ca. 34,8 cm und fir 10 m ca. 1,74 m.

2. Sei f(x,y) = /X2 +y2

a) Zeichnen Sie das Niveaulinienbild!

b) Um was fiur eine Flache handelt es sich beif (x,y) ?

c) Bestimmen Sie den Gradientel (x,y) !

d) Ermitteln Sie die Ableitung der Funktiof(x,y) im Punkt(3,4) in Richtung des Vektors

5
12 !

e) Ermitteln Sie mithilfe der Richtungsableitung, wie sitfx,y) ndherungsweise andert,
wennx von 3 auf 3.01 ung von 4 auf 4.024 wachst? Vergleichen Sie die Ergebnisse mit
der tatsachlichen Anderung!

f) In welche Richtung wéachst(x,y) am starksten? Argumentieren Sie sowohl mit dem Gra-
dienten als auch mit der geometrischen Bedeutung der Fumkti
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LOosung: A\ Yy

a) f(x,y) = /x@+y2=C, C>0, x°+y’>=C2 .
Kreis mit RadiusC um den Koordinatenursprung 2 X

b) vgl. Aufgabe 2 aus Ubung 12, dod+y? =272 Doppelkegel,
hier \/x2+y2=z, d.h. nurz>0: Kegel

)
/ 9
of 2x
X

OX 27/ X%+y? 1 (x) X
c) gradf =0f = = = ==
¢ of | T " |7 e \v) T
oy 2/ X242

(5 _1/5 f(x) 1 x\ 1/5) 5x+1%
d) v= (12)’v”_1_3<12)’ oy )= /X%+y2 (y)'ﬁ(lz)_lg 2

0f(3,4) 15+48 63
- — 22~ 0.96923
v 13.5 65

Af df At df

e) In Richtungv gilt
x|~

59 18%])-

0.01 5 o 5
AX = (0.024) = 0.002(12) zeigt in Richtungv = (12), |AX|| = 0.002- 13= 0.026,

f(3,4 63
4 év )HMH 52 0.026=0.0252

Tatsachliche AnderungAf = (3.01,4.024) — f(3.4) ~ 5.0252041— 5 = 0.0252041

Af ~

f) MaR fur Anderung in Richtung: Richtungsableitung

gfv_ Of -V = ||OF|| ||Vn| cos<(Of,V) = ||Of|| cos<(Of,V) (wegen||Vqy||=1), also
starkster Anstieg fur ces(Of,V)=1, <(Of,V) =0, d.h. in Richtung des Gradienten,
starkster Fall fur cos(Of,v)=—-1, <(Of,V) = m, d.h. entgegen dem Gradienten.

: N , X
f(x,y) &ndert sich also in Richtung des Gradienféh= —- X’ alsoin ra

dialer Richtungx= <§) am stéarksten. Das ist plausibdl(x,y) ist del

Abstand vom Koordinatenursprung, der andert sich in radigichtung
am starksten.



Hoéhere Mathematik 1.2 — Ubung 22 — 13. Juli 2010 4

3. Bestimmen Sie alle stationdren Punkte der folgenden Famdi und untersuchen Sie mittels
der zweiten partiellen Ableitungen, ob Extrema vorliegaed uon welchem Typ diese sind:

a) f(X,y) =3 —Xx24xy— 3y> + 7x+ 2y,
b) f(xy) = (x+y)* !
Losung:
Extremwertaufgaben f(x) f(X1,%X2,- -, %n)

notwendige Bedingung

(extremwertverdachtig, £(x) = 0 af = [ e | 2 [©
stationarer Punkt) -
. 0
hinreichende Bedingung =0 — Min fxxe fxax,
f(x) ) He=1| ............
< 0 — Max. ¢ ¢
XnX1 XnXn

pos. def. — Min.
neg. def. — Max.
indefinit — kein Extr. (Sattelpunkt)

Untersuchung der Definitheit symmetrischer Matrizidp (st symmetrisch.)

Definitheitsuntersuchung mit Eigenwerten: alle EMOD: positiv definit,
alle EW< 0: negativ definit,
EW unterschiedl. Vz.: indefinit.

Definitheitsuntersuchung mit Kriterium von Sylvester:

a1 | a2 | 13| 14| - alle Hauptunterdeterminanten (,Hauptminorexp, d.h.

A1 822 @3 | @4 | - | Vz.der Hauptminorer + ++++--- <= positiv definit
a31 az2 agz|dza| - _ _ o
ay] aur au3 aaq| - Vz. der Hauptminoren- + — + — 4 --- <= negativ definit

(mit — beginnend!)

Furn=1 reduziert sictH¢ positiv definit nach Kriterium von Sylvester afi x, > 0.
Fir n=2 muss sowohl bei positiver als auch bei negativer Defiriter 2. Hauptminor positiv

sein: ;Xlxl ;XlXZ > 0. Damit kann das Kriterium wie folgt gefasst werden:
X2X1 XoXo
-0 — Extremumd Dwa >0 — Min.
detHf fX]_Xl <0 — Max.

<0 — kein Extremum (Sattelpunkt)
=0 so nicht entscheidbar
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—2X 7 =
amf:( xJ—reﬁz):O

fx=—2x+ y+ 7=0 |+

fy= x— 6y+ 2=0 |-2
2X—12y+ 4=0 |+

—11ly+11=0 = y=1, x=4 (stat. Punkt)

-2 1

Hf_ 1 -6/’

detH; = (—-2)(—6) —1=11>0 = Extremwert
fix=—2< 0 =— Maximum

oder:
—2—A 1

1 —6-—A
A1/ = —4+ /5, beide EW< 0 = neg. def—> Maximum
Also gibt es nur einen Extemwert, das Maximuit#, 1) = 18.

b) Df:(z(x+y>):6

‘:12+8)\ +A2-1=A2+8)1+11=0,

2(x+y)

fx=2(x+y)=0 B X\ 1 . o
fy=2(x+y) =0 y=—X =t{ _1).Xe R sind stationare Punkte.

Hi = g ;), detH; =2-2—2-2=0 — so nicht entscheidbar
2—-A 2 | R B B .
oder | 2 2_)\’_4—4)\“ —4=2A2—4A =A(A—-4)=0, A1 =0;4,

ein Eigenwert 0 = so nicht entscheidbar

Es gilt aber immeff (x,y) = (x+y)22 0 und fur die stationaren Punkigx, —x) =0. Also sind
alle Punkte der Gerade=—x Minima.

]
Ny

/n
R R S e .
B et A nhwa S Way,

——

4. Bestimmen Sie die Sattelpunkte und Extremstellen der komkt(x,y) = 4xy+6x+2y+3 !

Losung:

(T _[4y+6\ [0\ . 4y+6=0-—y=-3/2| . . S
Df_(fy)_(4x+2)_(o) far 4420 — x=—1/2 einziger stationarer Punkt

. 1 3
Hi = (2 g), detHf = —16< 0 = kein Extremum, also(—i,—i) Sattelpunkt
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150

5. Untersuchen Sie die Funktiof(x,y,z) = x* 4 2y? + 7% — xy* 4+ 12x+ 2z auf Extremwerte!
LOosung:
2X—y?+12
Of = 4y — 2xy =0 = 4dy—-2xy=2y(2—x)=0 = y=0 oder x=2
272+ 2 z=-1
Fally=0: erste Gleichung: 2+12=0, x=—6, d.h. stationérer Punkt-6,0, —1)
Fallx=2: erste Gleichung: 4y°+12=0, y>=16, d.h. stationare Punk(&, +4, —1)

Fur die somit gefundenen 3 stationaren Punkte wird nun dieeloshende Extremwertbedingung
untersucht:

2 -2y O
Hi=1| -2y 4-2x O
0 0 2
2 00
H{(—6,0,—-1)= [0 16 O
0O 0 2
. 2 0 2 00
Hauptminoren 20, )O 16):32>O, 0 16 0|=64>0: alle>0 = H; pos.def.—

0 0 2 f(—6,0,—1)=—37 lokales Minimum
oder mit Eigenwerten: dgHi—AE) = (2—-A)(16-2)(2-A) =0, A1/, =2, A3= 16,
alle EW positiv = Hs positiv definit, f (—6,0, —1) = —37 lokales Minimum

2F8 0
H:(2,+4,-1)=[ 8 0 O
0 0 2
248 278 0
Hauptminoren 2-0, —64<0, |¥F8 0 0 =-128<0
+8 0’ 0 0 2

Eine symmetrische Matrix ist unter anderem dann indefirginvein Hauptminor gerader Ord-
nung negativ ist und/oder wenn es Hauptminoren ungeradénu@g mit entgegengesetztem
Vorzeichen gibt. Also ist die Hessematrix hier indefinit,dassf (2, +4, —1) =27 Sattelpunkte
sind.

oder mit Eigenwerten: dét;—AE)=(2—2A)[-A(2—A)—64=(2—-1)(A?~2) —64)=0,

A1=2, Ayj3=1++/65, EW unterschied|. V2= Hy indefinit, (2,4, —1) =27 Sattelpunkte



