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Fakultat fur Mathematik

Hohere Mathematik 1.2
Ubung 19/20: Simplexverfahren - Auszug mit Losungen

1. Uberfiihren Sie die schon in Aufgabe 2 aus Ubung 18 bettahOptimierungsaufgaben

a) b) C) d)

— X1+ X2 — max — X1+ Xo—min —4X1+2Xo — max — X1+ Xo—max
2X1— X9 > 2 21— Xp > 2 21— Xp > 2 21— Xp > 2

— X1+2% <5 — X1+2% <5 — X1+2% <5 X1— X2 <3
X1>2,%>1 X1>2,%>1 X1>2,%>1 X1>2,%>1

in Normalform und l6sen Sie sie mit dem Simplexverfahren!

2. Losen Sie die Optimierungsaufgabe —x; + X2 +3x3 — 3 — max

X1 — X3 =1
X1 +2% + X3 = 3
X, X2, X3 =0

mit dem Simplexverfahren!
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Ubung 19/20: Simplexverfahren - Auszug mit Losungen

1. Uberfuihren Sie die schon in Aufgabe 2 aus Ubung 18 betrash®@ptimierungsaufgaben

a) b) c) d)

— X1+ Xo—max — X1+ Xo—min —4X1 +2Xo — max — X1+ Xo—Mmax
2X1— X9 > 2 X1— Xo > 2 X1— Xo > 2 X1— Xo > 2

— X1+2% <5 — X1+2% <5 — X1+2% <5 X1— X2 <3
X122, %>1 X122, %>1 X122, %>1 X122, %>1

in Normalform und I6sen Sie sie mit dem Simplexverfahren!
LOosung:

Fur die rechnerische Losung muss das mathematische Maodeithé ,Normalform* tberfuhrt
werden, auf die dann das Simplex-Verfahren angewendetandda@nn.

Normalform einer LOA: €-X — max (ZF wird maximiert)
AX=Db, b>0 (NB in Gleichungsform mit nichtneg. rechter Seite)

x>0 (Nichtnegativitét)
Transformation in Normalform:
— Variable X > 0 erreichen: Xi>a: X= x—a>0 x=X+a

Xi<a: X=-X+a>0, x=a—X%
x; freis X =X =X, X1,%2 >0

— Schlupfvariable 5 ajjx; = bj erreichen: 5 ajjx; <bj: YajjXj+u =hbj, ui>0
YaijXj=bit Yajxj—ui=bj, uy=0

—rechte Seite bj > 0 erreichen: falld; < 0: Gleichung« (—1)

— Zielfunktion ZF— max erreichen: fall§-X — min: —-¢-X — max

Je nach verwendeter Version des Simplexverfahrens wendder iLiteratur auch andere Formen
als ,Normalform* bezeichnet, z.B. haufig die Aufgabe mit zinimierender Zielfunktion. In
jedem Falle wird aber gefordert, dass die Nebenbedinguimg&teichungsform vorliegen und
die gesuchten Variablen nichtnegativ sein mussen.

a) Transformation in Normalform:

Xp=X1—-2 Xx1=X+2 x>0

X,=X—1 Xp=x+1 x,>0
Z=-X1+X=-X—2+X+1=—X+x —1 — max
= Z=-X+X —max Z=z+1, z=7-1

2 +4— X,—1—-up=2, 2— X,—up=—1, u; >0 Gleichung noch«(—1)
—X] —2426+2+Up=5 —x+26+up= 5 ux>0

Normalform:| Z =— xj+ X% —  max
-2+ Xo+up = 1
/ !
Xp, Xp, U, Uz > 0

enthalt Einheitsmatrix beiy, u, (wenn das nicht der Fall ware, erst erzeugen,
ggf. 1. Phase der Simplexmethode)

Basisvariableuy, up, Nichtbasisvariable 0 setzen,
— 1.Basislosungl; =X, =0, u1=1, =5 = x1=2,x=1
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Da die erste zulassige Basislosung vorliegt, kann das 8xaphema notiert werden:

Xp X, U W
BV c¢c| -1 1 0O O|xg| O
u 0| -2 1 1 0|1 1. Basislosung
u 0| -1 2 0 1|5 3 x=%=0u=1uwu=5=x=2x=1
1 0 00 Z=0
Gaul3schritt
X, 1| -2 1 1 0| 1/— 2. Basislésung
uu 0| 3 0 -2 1] 3 Xp=u; =0,%=1,Uu=3 = x; =2, Xp=2
0 1 0|1 Z=1
X, 1 0 1 -1 2|3 3. Basislosung
X, -1 1 0 -3 %1 U =U=0,X,=1,%=3 = x=3,x=4
0 0 % 1|2 Z=2=z=1, alleA;>0 = Optimum

FulRzeile: Optimalitatstest/Ermittlung der in die Basis audzunehmenden Variable:
Optimalitatsindikatorem\j =Cg-Aj —cj = Y ciaj—c; (fur BV mussAj =0 sein),

sind alleA; >0 = Optimum erreicht (sinoEI;EgIIISAj fur die Nicht-BV >0 eindeutiges Optim.),
sonst: wahlen ein negativés (z.B. kleinstes), bezeichnet nf,

zugehorige Variablen Basis aufnehmen
Analog berechnet sich auch der Zielfunktionswert unteréeten Seite des Gleichungssys-
tems:z = Cg - Xg, da die Nichtbasisvariablen gleich 0 sind.

Die Wahl des kleinsteA; ist nicht zwingend, es kann auch ein anderes negaiyggwahit
werden. Wird immer dad; mit dem kleinsten Index gewahlt, werden Zyklen vermieden
(Regel von Bland, s. Vorlesung).

Spalte ganz rechts: Ermittlung der aus der Basis auszuscldRenden Variable:
6= a{ﬁ fur &) >0 (I: Index der aufzunehmenden Variable),
il

sind allea;; <0 =— ZF unbeschrankt, LOA unl6sbar,
sonst: wahlen kleinst&s (falls mehrere gleich klein, eines davon, keinesfalls eifigres),
bezeichnet mi6, zugehoérige Variablaus Basis ausschlie3en

Beim Gaufschritt von der 1. zur 2. Basislésung muss die HEsdpalte fiin, erreicht wer-
den. Diel in der Zeile furx, steht schon da, di@in der Zeile darunter wird erreicht durch
Il. Zeile — 2x1. Zeile.

Achtung: Bei der Berechnung de; in der Ful3zeile wird in jedem Schritt das Element der
Kopfzeile abgezogen, nicht die vorhergehende Ful3zeile verwendeist Bber
mdglich, auch die FuRzeile durch einen GaufRschritt zu &mjtbeim Ubergang
von der 1. zur 2. Basislosung wurde dies bedeuten Ful3zeikeile. Die alter-
nativen Berechnungsmethoden kdnnenRachenkontrolle verwendet werden.

Beim Ubergang von der 2. zur 3. Basislosung lautet der Géwitsc

Il. Zeile (neu, fir aufzunehmende Variabdg = II. Zeile (alt) / 3,

I. Zeile (neu)= I. Zeile (alt) + 2« Il. Zeile (neu),

FulRzeile (neu)= Ful3zeile (althy- Il. Zeile (neu), alternativ Neuberechnung unter Berudksic
tigung der Kopfzeile
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Die im Simplexschema durchlaufenen o1
Basislosungen kdnnen in der grafisch
Losung (s. Aufgabe 2a aus Ubung 1 6]

nachvollzogen werden:

zulassiger Bereich

1.BL

A .
/ /} 2.BL
/

b) Die Aufgabe unterscheidet sich von a) nur durch die erigggsetzte Optimierungsrichtung,
deshalb muss lediglich die Zielfunktior= —x;+X; — min mit —1 durchmultipliziert
werden:x;—Xx; — max. Einsetzen vor =x;+2, Xo=x,+1 liefert x; —x,+1 — max <=
Z=x,—X, — max z=—-7-1.

Normalform:| Z = x;— X —  max
—2x:1+ x:2+u1 = 1
X1, X, U, U2 > 0

X; Xp Up U

BV cg 1 -1 0 0O|x

uuy 0} -2 1 1 0|1 |— alle a1 nichtpositiv =

u 0| -1 2 5| — ZF unbeschréankt, LOA unldsbar
1 0

c) Auch hier andert sich gegenuber a) und b) nur die ZielfionktMit der Substitutiornx; =
X1+ 2, X2 =%, + 1 ergibt sichz= —4xq + 2x = —4(X; + 2) + 2(x, + 1) = —4x] + 2X, — 6,
d.h. (damit ZF die Forng-X — max hat) Z = —4x| +2x, — max, z=7 —6.

Normalform:| —4x; +2x, — max
-2+ Xo+up =1
- X +2% 4up; =5
Xy, Xp, U, U >0

/ /
X1 W)

up Uz

BY c¢3| -4 2 0 0| Xz 7]
Up 0| -2 1 1 0|1 u; aus Basis ausschlief3en
w O0/-1 2 0 1/5]3

4 0 0|0 X, in Basis aufnehmen
X, 2|-2 1 1 0|1|— alleA;j>0= Max.beix;=0,x,=1,7=2,z=—4,
w O 3 0 -2 1|3 A; ist auch fir Nichtbasisvariabig gleich 0.

@ 0O 2 0|2 = Weiterrechnung moglich. (Opt. nicht eindeutig)

X, 2| 0 1 -1 213|3 allerj>0= Max.beix;=1x,=37=2z=—4,
X, -4/ 1 0 -3 1|1 Aj ist auch fiir Nicht-BVu, gleich 0.

0 0o 210]|2 Weiterrechnung fuhrt zuriick auf B}, up.
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Alle Punkte auf der Kante zwischen den Eckéxi,x,) = (0,1) = (x1,X2) =(2,2) und
(X1,%5) = (1,3) = (x1,%2) = (3,4) sind optimale Losungen, d.h.

Xi o 2 1 . _J¥ A _ 5 o
(XE)_<2)+t(2),O§t§1, 7 —7"—6=2-6——4

(vgl. grafische Losung in Aufgabe 2c aus Ubung 18).

d) Variable:x; =x1—2, X, =X — 1, d.hxg =x; +2, o =x,+1,
ZFz=—-(X+2)+(%+1)=—x+x—1,dhZ=—-X+X,, z=7—-1
NBLl:2(x;+2) — (Xo+1) —u1 =2 = 2 —X,—u1=—-1 = -2q+x,+u; =1
NB2:3(x; +2) - (X,+1)+ur=3 = X —X+Up=-2 = -3 +X,—Uy=2

Normalform:|Z = — X} + X, — max
—2X) +X5+-Ug =1
=3 +X, —up =2

/ /
X1, Xo, U1, U2 >0

Eine zulassige Basislésung ist ablesbar, wenn in dem GJB'gSsystem\X:Bzﬁ der Nor-
malform jede Gleichung eine Variable enthalt, die nur irsdreGleichung vorkommt und dort
einen positiven Koeffizienten hat. (Ist der Koeffizient wigh 1, kann die Gleichung durch
diesen geteilt werden. Ist er aber negativ, so wiirde dalmiléssigerweise eine negative
rechte Seite entstehen.)

Hier enthalt nur die 1. Gleichung eine Variable), die nur in dieser Gleichung vorkommt
und dort einen positivem Koeffizienten hat. Fur die 2. Glaiaiist das nicht der Fall, so dass
man keine zulassige Basislosung ablesen kann. Deshallzunif@estimmung einer zulassi-
gen Basislosung eirdilfsaufgabe gelost. Fur diese kdnnten in allen Gleichungen kinstliche
Variablenv; eingefiihrt werden. Es ist aber ausreichend, dies nur fuGtieEhungen zu tun,

in denen in der Normalform der Ausgangsaufgabe keine Basipknente ablesbar ist, hier
also nur fur die 2. Gleichung.

Man fligt also einfach nur in den Gleichungen, in denen kes@alle vorkommt, die nur in
dieser Gleichung vorkommt und dort einen positiven Koedfiten hat, eine solche kinstlich
hinzu. Auch die kiinstlichen Variablen missen nichtnegsgin:v; > 0.

Eine Losung der Hilfsaufgabe ist genau dann zulassige lgsien Normalform der Aus-
gangsaufgabax=Db>0, x> 0, wenn alle kiinstlichen Variablengleich 0 sind, wegew >0
ist das aquivalent z§v; =0. Zur Bestimmung einer zulassigen Basislosung der Ausgang
aufgabe kann man daher das Simplexverfahren mit der Hilfsnktionh= — yv; — max
anwenden . Phase des Simplexverfahrensist das Maximunmk 0, so hat die Ausgangs-
aufgabe keine zulassige Losung, sie ist unldsbar. Ist dasMen = 0, so liegt eine zulassige
Basislosung der Normalform des Ausgangssystems vor bne. slche kann (falls noch
kiinstliche Variablen in der Basis enthalten sind) durchtevei Simplexschritte, bei denen
sich der Wert der Hilfszielfunktion nicht mehr &ndert, l@sht werden. Die Spalten zu den
kunstlichen Variablen; kdnnen dann getilgt werden (Das ist auch schon vorher mggm-
bald diese zu Nichtbasisvariablen werden und damit in dersBesung 0 sind.) und es kann
mit der Ausgangszielfunktion weitergerechnet werden.

Mit der kiinstlichen Variable, lautet die Hilfsaufgabgh= — Vo — max

—2X) + Xo+-Ug 1

=3 X~V =2
Xy, X, Uz, Uz, Vo > 0
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/

X1 X/2 Uy Ux Vo
BV ¢| O 0O O O0-1|x]|86
u 0/-2 1 1 0 o0 1
vo —1|-3 1 0 -1 1| 2|2
3 0 1 0f-2
X, 0]-2 1 1 0 0| 1 alleAj >0 = Max. der Hilfsaufgabe
vo —1]-1 0O -1 -1 1| 1 < 0 = zulassiger Bereich der Aus-
1 O 1 1 0/-1 gangsaufgabe leer, d.h. unlésbar

Die Unlosbarkeit der Ausgangsaufgabe war bereits aus désgnen Losung dieser Aufgabe
in Aufgabe 2d aus Ubung 18) bekannt.

2. Losen Sie die Optimierungsaufgabe —x; + X +3x3 — 3 — max
X1 — X3 =1
X1 +2% + X3 =
X1, X2, X3 >0
mit dem Simplexverfahren!

LOosung:

Ersetzt man die Zielfunktion durch=z+3, so befindet sich die Aufgabe bereits in Normalform.
Eine 1. Basislosung ist nicht direkt ablesbar, da die 1.dBlang keine Variable enthélt, die nur
in dieser Gleichung vorkommt und dort einen positiven Kaeffiten hat. Deshalb wird in der
1. Zeile eine kunstliche Variable; eingefuihrt. Die 2. Gleichung enthalt dagegen maiteine
Variable, die nur in dieser Gleichung vorkommt und dort aipesitiven Koeffizienten hat. Fur
die 2. Gleichung reicht es also, sie durch diesen Koeffigie@tzu dividieren.

Die Hilfsaufgabe mit kiinstlicher Variablg und Hilfszielfunktion lautet dann

h= —V1 —— max
X1 —X3+vy = 1
X1 X3 3
— 4X - — _
> +X2+ > >
X1, X2, X3, V1 2 0
X1 X2 X3 Vi
BV cg O 0 O -1| x| 6
vi -1 1 0 -1 1| 1
x» o 3 1 3 of 33
0 1 o0f-1
X1 0 1 0 -1 1/ 1 alleA;>0 = Max.derHilfsaufg. mih=0
X2 0 0 1 1 —-3| 1 — X1=X=1,x3=0
O 0 0 1] O ist zulassige BL der Ausgangsaufgabe.

Beim Ubergang zur Ausgangsaufgabe werden die kinstlicagatlen gestrichen und die Ziel-
funktionskoeffizienten in den Zeilen- und Spaltenkdpferctiuie Zielfunktionskoeffizienten der
Zielfunktion Z = —x; +xo+3x3 der Normalform der Ausgangsaufgabe ersetzt.
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X1 X2 X3

BV c¢c|-1 1 3 xg| 6
xx -1, 1 0 -—-1| 1|— 1. zulassige BL der Ausgangsaufgake=xo=1, x3=0
2 1| 0 1 1|1 X, aus Basis ausschlieRen

00 0 x3 in Basis aufnehmen
X1 -1} 1 1 0| 2 alleA; >0, Aj=0 nur fur die beiden Basisvariablen
X3 3] 0 1 1] 1 — eindeutiges Optimum bey =2, xo=0,x3=1

0 1 0

Die eindeutige optimale Losung wird also bgj =2, xo=0, x3=1 erreicht, maximaler Ziel-
funktionswertistz* =7* -3=-2+0+3-1-3=1-3=-2.



