Technische Universitat Chemnitz 04. Juni 2010
Fakultat fur Mathematik

Hohere Mathematik 1.2

Aufgabenkomplex 4: Vektorfunktionen, Differenzialgleichungen,
Eigenwertprobleme

Letzter Abgabetermin: 22. Juni 2010
(in Ubung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)
Bitte die Arbeiten deutlich mit ,H6here Mathematik 1.2, Auf gabenkomplex 4*
kennzeichnen und die Ubungsgruppe angeben, in der die Riickbe erfolgen soll!

1. Betrachtet werden die Kurve(t) = (28) = (Z?:r::) Xo(t) = (;28) = (2?:)

_(xs(t)\ _ (—cosht) . . .
und Xg(t)_(ys(t))_( sinht) jeweils furt eR.

a) Zeigen Sie, dass cdsh-sintft=1 gilt! Welches Analogon hat diese Beziehung fiir
Winkelfunktionen?

b) Berechnen Sie die Tangentenvektoren fur die drei Kurven!

c) Geben Sie mithilfe der Beziehungen aus a) paramete®grehungen der drei Kurven
an!

d) Stellen Sie die drei Kurven grafisch dar! Wie oft werdenKlieven fiir —eo <t < co durch-
laufen?

e) Beschreiben Sie die in der oberen Halbebene (einsdohef8Achse) gelegenen Teile der
drei Kurven als Funktionep= fi(x), i=1,2,3!

f) Berechnen Sie fur die drei Funktionen die Ableitug)é zum einen mithilfe der Formel
dy dy/dt y(t)
dx dx/dt  X(t)

g) Die Funktionenfy(x), f2(x) und f3(x) sollen zu einer einheitlichen tber der gesamten
x-Achse definierten Funktion zusammengefasst werden. Babelm Sie diese Funktion
durch einen einheitlichen Ausdruck!

h) Berechnen Sie die Gleichungen der Tangenten an die gegel@irven in den Punkten

(1/2,4/3/2), (1,0) und (2,+/3) und zeichnen Sie die Tangenten in das Bild aus d) ein!

—2+5cod
2. a) Umwas fur eine Kurve handeltes sich b&t)=| 3+5sint |? Skizzieren Sie die Kurve!
t
b) Ermitteln Sie den DurchstoR3punkt der Kurve durchxdieEbene und die Gleichung der
Tangente in diesem Punkt!
c) In welchem Winkel schneidet die Kurve dig/-Ebene?

ausX’(t), zum anderen al§’(x) !

(x+29)y |

. Ermitteln Sie die allgemeine L6sun r Differenziaiicein =7
3. Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differenziaiigheng y 21 3¢ 28

4. Losen Sie die Anfangswertaufgalye— 2% =x2, y(1) =4 !

11 12

5. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma<r|_8 _9> und fahren Sie

die Diagonalisierung mithilfe der Matrix aus den Eigenwekn rechnerisch aus!
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Aufgabenkomplex 4: Vektorfunktionen, Differenzialgleichungen,
Eigenwertprobleme

Letzter Abgabetermin: 22. Juni 2010

1. Betrachtet werden die Kurvem(t) = (Xl(t>) = (COSH), Xo(t) = (XZ(t)) = (cost)

yi(t) sinht yo(t) sint
_(x3(t)\ (—coshty) . . _.
und X3(t)= (yg(t)) _( sinht) jeweils flrt € R.
a) Zeigen Sie, dass cdsh-sinfft=1 gilt! Welches Analogon hat diese Beziehung fiir
Winkelfunktionen?

b) Berechnen Sie die Tangentenvektoren fiir die drei Kurven!

c) Geben Sie mithilfe der Beziehungen aus a) paramete®grehungen der drei Kurven
an!

d) Stellen Sie die drei Kurven grafisch dar! Wie oft werdenKlieven flir —co <t < oo durch-
laufen?

e) Beschreiben Sie die in der oberen Halbebene (einsdclefAchse) gelegenen Teile der
drei Kurven als Funktionep= fj(x), i=1,2,3!

f) Berechnen Sie fiir die drei Funktionen die Ableitugié zum einen mithilfe der Formel
dy_dyjdt_y(t) ausx’(t), zum anderen al§’(x) !
dx dx/dt  X(t) ’ '

g) Die Funktionenfy(x), f2(x) und f3(x) sollen zu einer einheitlichen tber der gesamten
x-Achse definierten Funktion zusammengefasst werden. Bsibeim Sie diese Funktion
durch einen einheitlichen Ausdruck!

h) Berechnen Sie die Gleichungen der Tangenten an die gegeld@irven in den Punkten
(1/2,4/3/2), (1,0) und (2,+/3) und zeichnen Sie die Tangenten in das Bild aus d) ein!

LOosung:

_t\ 2 _t\ 2 —2t) . _ ot
a) cosﬁt—sinhzt:(etze t) +<et—2e t) _ (e +2+e )4(‘33 2+e )_g:l

Dies entspricht fiir Winkelfunktionen dem Satz des Pythagazodt+sirt=1.

- (35), w0-(28). wo-(2
C) X1(t) undX(t): x*—y?=1 (Hyperbel) d)
Xo(t): X2+y? =1 (Kreis)

Xa(t) A

X1(t) undX3(t) werden einmal durchlaufen, da
der Sinus Hyperbolicus monoton ves nach
oo Wachst.

X2(t) wird unendlich oft durchlaufen, da Sinus__
und Kosinus periodisch mit gleicher Perioden-
lange sind.

Bei h) berechnete Tangenten:
X++/3y=2  firden Punkt(1/2,1/3/2),
x=1 fur den Punkt(1,0),
2x—+/3y=1 fiir den Punkt(2,v/3).
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(t) undXs(t): y =Vx2—-1
Xo(t): y=1 =v/1-x2 (dajeweils obere Halbebene)
fi(x)=vx-1, 1<x,
fo(x) =vV1-x2, —1<x< 1,
f3(X) =vx2—1, x<—1
_dy;  yy(t) cosht fn XX
0 %(t): dx; X (t) sinht =cotht, fi(x)= 2V%—1  Vxe— "
(Wg.y>0 (obere HE) isy=+1/x2—1, so dass sich in beiden Fallt)e;n: Zonsht ergibt.)
dy2 VYo(t) cost X
Xo(t): —= =——=—cott, f
2(t) dx; X,(t) —sint 2(9) = 2V12 J1IX2 < cod
(Wg.y>0 (obere HE) isy=+/1—x2, so dass sich in beiden Féllen}r/:—ﬁ ergibt.)
t 2
gat): Do _Yal) _ cosft o o X X

dx3  x(t)  —sinht 2321 Vi1
(Wg.y>0 (obere HE) isy=v/X2—1, so dass sich in beiden Fé.ll)e;ﬁ: _scr? 1

9) f()=+v/x*-1|, xeR

h) (1/2,v/3/2) liegt wegerx®+y? =1 auf dem Kreitx(t), dabei ist

%2 <9:% (\}3) 22’<9:% (_lﬁ’) die Tangente aIs&’Tam‘],eme_1 <\/§) +u( \/§)

Man kann auch mit mit der Darstellurfg(x) argumentieren, die Tangentenglelchung ergibt

sichdazuTl(x):f2<})+f§<}) (x—%) ? \%( %) \% \/éx d.h. x+v/3y=2,

das ist die parameterfreie Darstellung der oben mit denmiReteau beschriebenen Gerade.

(1,0) liegt wegenx®+y? =1 auf dem Kreist(t) und auf dem rechten Hyperbelzwelgt),
dabei ist
1

%(0=(g). %0

X1(0)= <(1)) %1/ (0)= G) , die Tangente an die Hyperbel also adgkhgente= <é) +u <(1)> :

Fur die Darstellungeriz(x) und f1(X) streben die Ableitungen fix— 1 gegen—co bzw.oo,
so dass sich die senkrechte Geradel ergibt, das ist die parameterfreie Darstellung der
angegebenen Gerade.

<2> , die Tangente an den Kreis als§angente= <(1)) +u (2) .

(2,4/3) liegt wegenx?—y?> =1, x> 1 auf dem rechten Hyperbelzweiq(t). Da sich der
Tangentenvektor einfach durch Vertauschen der Komponetge Ortsvektors ergibt, muss
man den Parameténicht explizit berechnen. Es gilt

a(f) = (\%) %/ (f)= (\f’) die Tangente als@rangente= (\@) Yy (éﬁ)

Man kann auch mit mit der Darstellurfg(x) argumentieren, die Tangentengleichung ergibt
2 1 2
sichda zuTi(X)=f1(2)+ f5(2)(x—2) =vV3+—=(X—2) = ——+—X, d.h. X— =1,
dazuTu() = a2+ (D (x-2) =VB+ Z5(x-2) ==+ V3y
das ist die parameterfreie Darstellung der angegebenetdGer
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—2+5cod
2. a) Umwas fur eine Kurve handelt es sich b&t)=| 3+-5sint |? Skizzieren Sie die Kurve!
t
b) Ermitteln Sie den Durchsto3punkt der Kurve durchxdieEbene und die Gleichung der
Tangente in diesem Punkt!
c) In welchem Winkel schneidet die Kurve dig/-Ebene?

Losung:

a) Es handelt sich um eine Schraubenlinie. Durch Einsetzen Z{!
vonx(t), y(t) undz(t) iberzeugt man sich leicht davon,
dass sie auf dem Kreiszylindgx+2)%+(y—3)°=52 al- i
so dem Kreiszylinder mit der Achge-2,3,z) und dem <
Radius 5, verlauft. 3 1

b) Furz=t=0 erhalt mark(0)=| 3 |, so dass die Kurve <
0 T
im Punkt(3,3,0) die x-y-Ebene durchstof3t.

—5sint 0
Ferneris&’(t)=| 5cog |,X(0)=| 5 |, die Tangente
1 1

3 0
in diesem Punkt als&rangente= (3) +u (5) .
0 1

c) Die Richtung der Kurve im Durchstol3punkt, das ist die Rioly der Tangente in diesem
Punkt, bildet mit dem Normalenvektor dety-Ebene einen Winkel von

0 0

5 0

1 1 1
—=arccos——~78.69".

0 0 /26
5 0
1)

Die Schraubenlinie schneidet dkey-Ebene somit in einem Winkel von 11°. (Das kann
man naturlich auch direkt mit dem Arkussinus berechnen.)

arccos

: L , ) , , : _ (x+29)y |
3. Ermitteln Sie die allgemeine Lésung der Differenzialgteing y = 2328
Losung:
dy  (x+29)y

dx  x2+3x—28
Trennung der Veranderlichen:
dy X+29

- mdx bzw. y=0:|y(x)=0]ist Losung (1)

/dy / X+29
X2+ 3x— 28
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Partialbruchzerlegung wie bei Aufgabe 2 aus Aufgabenkermpi

3. /9 112 3 121 3. 11 4
X+ 3X 8 O, X1/2 > 4+ 4 2 4 ) -7

X+29 A B A(X+7) +B(x—4)
= = X+29= (A+B)x+ (7TA—4B
KT x4 xi7 T ko axr7) o (AT (ATBXH(7A-4B)
Koeffizientenvergleich:
A+ B=1 |-4
TA—4B =29 |+

IA+4B= 4 I+ 11A=33 A=3 B=-2

dy 3 2
/7—/(xf4—m) o

_43 _a3 _a3

Inly| =3 In|x—4| — 2In|x+7|+D=In =4 +D=In MJrInC:In C|X | ,
y > 2 2
(X+7) (X+7) (X+7)

D=InC beliebig reellC>0

x+29 3 2
X24+3x—28 x—4 X+7

218
inlyl =c 2 cso
(X+7)

Fallunterscheidung:

3
y, X—4 gleiches Vz.: y:CM C>0| (2)

(X+7)
. (x—4)* (x—4)3
Yy, x—4 ungleiches Vz.y=-C-——=, C>0 < |y=C——=, C<0| (3)
(X+7) (X47)

. . _ —4)3
Die Zusammenfassung von (1) bis (3) fuihrt zur allgemeinesubg y(x) = CEX 7;2, CeR.
X+
(An der Stellex=4 kdnnte zwischen den Zweigen der Losung gewechselt weiamKation),
so dass sich weitere Losungen ergeben wirden. Darauf solbber nicht naher eingegangen
werden.)

4. Losen Sie die Anfangswertaufgalyé— 2% =x%, y(1) =4 !

Losung:

homogene DgI.:g—i = 22—(/, & _ ZdYX, Iny = 2Inx+InC, y(x) =Cx?

(Sonderfally=0 und Betrage unter den Logarithmen wie tblich behandelt)

inhomogene Dgl.: Ansatz Variation der Konstantenix) = C(x) X2, Y (x) = C/(x)x? + 2C(x) x
2

y — 22—(’ — Cx2 4 2Cx— 2C7X —Cx% =, C'=1, C(X)=x+D,
allgemeine Lésung der inhomogenen Dgl. ai§a) = x° + Dx?
Anfangsbedingungy(1) =1+D =4, D=3,

Lésung der Anfangswertaufgabe alg(x) = x3 + 3x?



Héhere Mathematik 1.2 — Aufgabenkomplex 4 — 04. Juni 2010 6

11 12

5. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der M riz8 9 und fahren Sie
die Diagonalisierung mithilfe der Matrix aus den Eigenwekn rechnerisch aus!
LOosung:
’11__8’\ _glf)\ ’ — (11-2)(~9-2)+96= —99-2A 422+ 96— A2-21 —3—=0
EigenwerteA; , = 1+v/1+3 = { _i
EVzuA,=3:. 8 12 EVzuA,=-1: 12 12
-8 -12 -3 -8 -8 -1
>3 EV A< 2) 1 1 EV B< 1)
: , N . -3 -1
Matrix aus den linear unabhangigen Eigenvektorén: ( 5 1)
a b\t 1 d —b )
Im Falle der Invertlerbarkeltgllt<C d) = 2dbe (—c a) (s. Aufgabe 1a) aus Ubung 10
1 1 1 -1 -1
1= _
des 1. Semesters). Also Mt = (_2 _3) _< 5 3).

ew=(3 )G RGN0 YR D6



