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Höhere Mathematik I.2

Aufgabenkomplex 3: Integralrechnung

Letzter Abgabetermin: 01. Juni 2010
(in Übung oder Briefkasten bei Zimmer Rh. Str. 39/712)

Bitte die Arbeiten deutlich mit „Höhere Mathematik I.2, Auf gabenkomplex 3“
kennzeichnen und die Übungsgruppe angeben, in der die Rückgabe erfolgen soll!

1. Bestimmen Sie mittels Integration durch Substitution bzw. partieller Integration

a)
∫

sinxecosx dx, b)
∫ cos

√
y

√
y

dy, c)
∫

dz

cos2 z
√

1+ tanz
,

d)
∫

x cosxdx, e)
∫

(ax2+bx+c) sinxdx, f)
∫

x2 lnxdx !

2. Integrieren Sief (x) =
x+29

x2+3x−28
, indem Sie für die zu integrierende Funktion eine Partial-

bruchzerlegung nach Linearfaktoren des Nenners in der Form
A

x−x1
+

B
x−x2

mit geeigneten
KoeffizientenA undB vornehmen!

3. Berechnen Sie den Inhalt der von den Kurveny = 2x3+2x2−4x und y =−x3−x2+2x
begrenzten endlichen Fläche!

4. Ein 1 m langer konischer Stab habe einen Durchmesser von(1+x)cm, 0≤x≤1 [m]. Berech-
nen Sie sein Volumen!

5. a) Zeigen Sie, dass fürn≥1 die Beziehung
1
n

>

n+1
∫

n

dx
x

gilt!

b) Beweisen Sie mithilfe dieser Beziehung die Divergenz derharmonischen Reihe!

Veranschaulichen Sie die Überlegungen grafisch!

6. Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale:

a)

2
∫

1

dx
3
√

x−1
, b)

∞
∫

2

dx
3
√

x−1
, c)

π/2
∫

0

tanxdx, d)

2
√

3
∫

−∞

dx
x2 +4

!
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Aufgabenkomplex 3: Integralrechnung

Letzter Abgabetermin: 01. Juni 2010

1. Bestimmen Sie mittels Integration durch Substitution bzw.partieller Integration

a)
∫

sinxecosx dx, b)
∫ cos

√
y

√
y

dy, c)
∫

dz

cos2 z
√

1+ tanz
,

d)
∫

x cosxdx, e)
∫

(ax2+bx+c) sinxdx, f)
∫

x2 lnxdx !

Lösung:

a) Beispiel enthält Funktiont(x) = cosx
und ihre Ableitung t ′(x) = −sinx

−→







Substitution t =cosx
dt
dx

=−sinx
∫

ecosx sinxdx = −
∫

et dt
dx

dx = −
∫

et dt = −et +C = −ecosx+C

Man kann auch schreiben: dt =−sinxdx,
dcosx=−sinxdx.

Dann ist das gerade Notierte gleichbedeutend mit
∫

ecosx sinxdx = −
∫

ecosx dcosx= −ecosx +C.
↑

d.h et dt, also Substitution nur gedanklich ausgeführt

b) Beispiel enthält Funktion
√

y und (bis auf einen konstanten Faktor) ihre Ableitung
1

2
√

y
,

deshalb Substitutiont =
√

y,
dt
dy

=
1

2
√

y
,

1√
y
=2

dt
dy

:

∫ cos
√

y
√

y
dy=

∫

cost 2
dt
dy

dy=2
∫

cost dt =2sint+C=2sin
√

y+C

Man kann auch schreiben:
∫

cos
√

y
dy√

y
=

∫

cos
√

y 2d
√

y=2sin
√

y+C

c) Beispiel enthält Funktion 1+tanz und ihre Ableitung
1

cos2 z
,

deshalb Substitutiont =1+tanz,
dt
dz

=
1

cos2z
:

∫

dz

cos2z
√

1+tanz
=

∫

dt
dz

dz√
t
=

∫

dt√
t
=

∫

t−
1
2 dt =2

√
t +C=2

√
1+tanz+C

Man kann auch schreiben:
∫

1√
1+tanz

dz
cos2 z

=

∫

(1+tanz)−
1
2 d(1+tanz)=2

√
1+tanz+C

d) Partielle Integration:
∫

uv′ dx = uv−
∫

u′vdx

Bei der partiellen Integration wirdu differenziert,v′ integriert. Damit das Integral auf der
rechten Seite einfacher wird, müssenu undv′ so gewählt werden, dass sich möglichstu beim
Differenzieren vereinfacht undv′ leicht integrieren lässt.

u =x v′=cosx
u′=1 v =sinx

∫

x cosxdx = x sinx−
∫

sinxdx = x sinx+cosx+C
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e)
∫

(ax2+bx+c) sinx dx = −(ax2+bx+c) cosx+
∫

(2ax+b) cosx dx
u v′ u v′

= −(ax2+bx+c) cosx+(2ax+b) sinx−2a
∫

sinxdx

= −(ax2+bx+c) cosx+(2ax+b) sinx+2a cosx

= (−ax2−bx+2a−c) cosx+(2ax+b) sinx

f) Der Faktorx2 vereinfacht sich zwar beim Differenzieren, lnx lässt sich aber nicht einfach
integrieren. Durch Differenzieren wird aber der Logarithmus beseitigt. Deshalb wählt man

u= lnx, u′=
1
x
, v′=x2, v=

x3

3
:

∫

x2 lnxdx =
x3

3
lnx−

∫

x3

3x
dx =

x3

3
lnx− x3

9
+C =

x3

3

(

lnx− 1
3

)

+C

2. Integrieren Sief (x) =
x+29

x2+3x−28
, indem Sie für die zu integrierende Funktion eine Partial-

bruchzerlegung nach Linearfaktoren des Nenners in der Form
A

x−x1
+

B
x−x2

mit geeigneten
KoeffizientenA undB vornehmen!

Lösung:

Partialbruchzerlegung zur Integration echt (Nennergrad> Zählergrad) gebrochen-rationaler Funk-
tionen: Faktorisierung des Nennerpolynoms nach Nullstellen und Aufspaltung der gebrochen-
rationalen Funktion:

x2+3x−28=0, x1/2=−3
2
±
√

9
4
+

112
4

=−3
2
±
√

121
4

=−3
2
±11

2
=

{

4
−7

x+29
(x−4)(x+7)

=
A

x−4
+

B
x+7

, A undB zu bestimmen

x+29
(x−4)(x+7)

=
A(x+7)+B(x−4)

(x−4)(x+7)
=⇒ x+29= (A+B)x+(7A−4B)

Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn alle Koeffizienten übereinstimmen, daher
Koeffizientenvergleich:

A+ B = 1 | ·4
7A−4B = 29 |+
4A+4B = 4 |+ 11A = 33, A = 3, B = −2,

x+29
(x−4)(x+7)

=
3

x−4
− 2

x+7
∫

x+29
(x−4)(x+7)

dx =
∫

(

3
x−4

− 2
x+7

)

dx = 3 ln|x−4|−2ln|x+7|+C = ln
|x−4|3

(x+7)2 +C

(Die Lösung kann auch in der Form ln
|x−4|3

(x+7)2 +lnD = ln

(

D
|x−4|3

(x+7)2

)

mit einer beliebigen

positiven KonstanteD dargestellt werden. IstD nämlich eine beliebige positive Konstante, so ist
C= lnD eine beliebige reelle Konstante. Eine solche Darstellung erweist sich im Zusammenhang
mit der Lösung von Differenzialgleichungen als zweckmäßig.)
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3. Berechnen Sie den Inhalt der von den Kurveny = 2x3+2x2−4x und y =−x3−x2+2x
begrenzten endlichen Fläche!

Lösung:

Auf den rechten Seiten stehen in beiden Fällen Vielfa-
che vonx3+x2−2x = x(x2+x− 2), folglich haben die
Polynomef (x)=2x3+2x2−4x undg(x)=−x3−x2+2x

die Nullstellenx1=0, x2/3=−1
2
+±
√

1
4
+

8
4

=

{

1
−2

.

∫

(2x3+2x2−4x)dx =
x4

2
+

2x3

3
−2x2

∫

(−x3−x2+2x)dx = −x4

4
−x3

3
+x2

A=

0
∫

−2

f (x)dx+

1
∫

0

g(x)dx−
0
∫

−2

g(x)dx−
1
∫

0

f (x)dx

=

[

x4

2
+

2x3

3
−2x2

]0

−2
+

[

−x4

4
−x3

3
+x2

]1

0

=−
[

−x4

4
−x3

3
+x2

]0

−2
−
[

x4

2
+

2x3

3
−2x2

]1

0

=−8+
16
3

+8−1
4
−1

3
+1−4+

8
3
+4−1

2
−2

3
+2=

37
4

x

y

1−2

1

f (x)g(x)

4. Ein 1 m langer konischer Stab habe einen Durchmesser von(1+x)cm, 0≤x≤1 [m]. Berech-
nen Sie sein Volumen!

Lösung:

Bei konstantem Durchmesser giltV =
π
4

d2 l. Zerlegt man den Stab in kleine Teile der Länge

∆x, so ergibt sich durch Grenzübergang für die Riemannschen Integralsummen als Volumen des

StabesV = lim
∆x→0

∑ π
4(d(ξi))

2 ∆x=
b
∫

a

π
4(d(x))2dx: Volumen= Querschnitt mal Länge.

Diese Formel findet sich als Formel für das Volumen eines Rotationskörpers üblicherweise in der

Form V =π
b
∫

a
(r(x))2dx für die Rotation vonr(x) um diex-Achse in Formelsammlungen.

V =
π
4

1
∫

0

(1+x)2dx=
π
12

(1+x)3
∣

∣

∣

1

0
=

23−13

12
π =

7
12

π [cm2m]

Also beträgt das Volumen
700
12

π cm3=
175
3

π cm3≈183,26 cm3.
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5. a) Zeigen Sie, dass fürn≥1 die Beziehung
1
n

>

n+1
∫

n

dx
x

gilt!

b) Beweisen Sie mithilfe dieser Beziehung die Divergenz derharmonischen Reihe!

Veranschaulichen Sie die Überlegungen grafisch!

Lösung:

a) Da für n < x < n+1 gilt, dass
1
n

>
1
x

ist, ist

das Rechteck mit der Grundseitenlänge 1 und

Höhe
1
n

größer als die Fläche unter dem Gra-

phen der Funktionf (x) =
1
x

zwischenx = n

und x = n+1, die von dem Integral beschrie-
ben wird.

b) Es gilt
k

∑
n=1

1
n

>

k+1
∫

1

dx
x

= lnx|k+1
1 = ln(k+1) −−−→

k→∞
∞.

x1 2

1

Da das uneigentliche Integral

∞
∫

1

dx
x

divergiert, divergiert die harmonische Reihe
∞

∑
n=1

1
n

erst recht.

6. Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale:

a)

2
∫

1

dx
3
√

x−1
, b)

∞
∫

2

dx
3
√

x−1
, c)

π/2
∫

0

tanxdx, d)

2
√

3
∫

−∞

dx
x2 +4

!

Lösung:

a)

2
∫

1

dx
3
√

x−1
=

2
∫

1

(x−1)−
1
3 dx =

3
2
(x−1)

2
3

∣

∣

∣

∣

2

1
=

3
2
−0 =

3
2

b)

∞
∫

2

dx

(x−1)3 =

∞
∫

2

(x−1)−
1
3 dx =

3
2
(x−1)

2
3

∣

∣

∣

∣

∞

2
= ∞− 3

2
= ∞

c)

π/2
∫

0

tanxdx =

x= π
2

∫

x=0

sinxdx
cosx

=

t=0
∫

t=1

−dt
t

= − ln t|01 = −(−∞)−0 = ∞

(

Substitutiont =cosx,
dt
dx

=−sinx, sinxdx=−dt
)

d)
∫

1
x2+4

dx=
1
4

∫

dx
x2

4 +1
=

1
4

∫

dx
( x

2

)2
+1

=
1
4

∫

2dt
t2+1

=
1
2

∫

dt
t2+1

=
1
2

arctant+C=
1
2

arctan
x
2
+C

(

Substitution:t =
x
2
,

dt
dx

=
1
2
, dx = 2dt

)

2
√

3
∫

−∞

dx
x2+4

=
1
2

arctan
x
2

∣

∣

∣

∣

2
√

3

−∞
=

1
2

arctan
√

3− 1
2

arctan(−∞) =
1
2

π
3
−1

2

(

−π
2

)

=
2π+3π

12
=

5π
12


